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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Ecuaciones que producen sentencias numeéricas verdaderas para cualquier valor
de x (siempre que x pertenezca al dominio de las funciones involucradas) son
llamadas IDENTIDADES.

Veamos un ejemplo:

YA
Sabemos que, siendo x un numero real, P es
_____ P (cos x, sen x) el punto terminal cuando x se mueve por la
| x . . . ’ . .
0 X | % circunferencia trigonométrica, por lo que:

cos?x + sen’x = 1 relacion fundamental




A partir de esta relacion podemos obtener diferentes relaciones conocidas

como “identidades pitagoricas”

Si dividimos todos los
términos por cos®x
obtenemos:

Si dividimos todos los
términos por sen’x
obtenemos:

cotan’x +1 =

cos®x n sen‘x 1

costx costx cos’x

1+ tanx = = sec?x
cosZx

cos®x + sen‘x 1

senlx  senlx senx

— = cosec’x
s5encx

|dentidades Pitagoricas

cos?x + sen?x =1

1 + tan?x = sec?x

cotan?x + 1 = cosec?x




OTRAS IDENTIDADES IMPORTANTES:

Identidades Reciprocas

1

1

cosec(x) = sen(x) sec(x) = c0s(X) cot(x) = tan (o)
~ sen(x) _cos (x)
tan(x) = cos(x) cot(x) = sen(x)

Identidades pares-impares

sen(—x) = —sen(x)

cos(—x) = cos (x)

tan(—x) = —tan (x)




OTRAS IDENTIDADES IMPORTANTES:

u € R es nuestro numero t € R del inicio del apunte

Identidades de cofunciones

sen (; — u) = cos (u)

uelR

coS (% — u) = sen (u)

uelR




OTRAS IDENTIDADES IMPORTANTES:

ldentidades de cofunciones

T ]
mn(i— u) = cof

tan (g — u) = cot(u)

cot (g — u) = tan(u) \l




OTRAS IDENTIDADES IMPORTANTES:

|dentidades de cofunciones

M

o

i
05 cosecante de

cosec(u) — \
\.\\

il 1
2

w )

5

. m secante de u

L]

0

0S = sec (u)

0S” = sec (% — u) = cosec(u)

sec (g — u) = cosec(u)

cosec (g — u) = sec (u)




SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS:

Factorizacion

Denominadores comunes
Usaremos:
Formulas de productos especiales

ldentidades trigonométricas fundamentales

Ejemplo 1: Simplificacion de una expresion trigonometrica

Simplifique la expresion cos(t) + tan(t) sen(t)



SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS:

Ejemplo 1: Simplificacion de una expresion trigonomeétrica

Simplifique la expresion cos(t) + tan(t) sen(t)

Solucion

Primero volvemos a escribir la expresion en términos de seno y coseno.

sen 1
cost + lanrsent = cost + ( ) sen!  ldentidad reclproca

CoOs I

cos’t + sen’t ,
— Denominador comin

cos I

I
= ldentidad pitagorica

Cos I

= sec ! ldentidad mcfprtx:a



SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS:

Ejemplo 2: Simplificacion mediante combinacion de fracciones

senf cost

Simplifique la expresion 050 | 1tsend

Solucion
Combinamos las fracciones usando un denominador comun.
sen O cos 0 sen 0 (1 + sen @) + cos’d

+ = Denominador comin
cosf 1 + senb cos O (1 + sen @)

sen 0 + sen’d + cos’0
= Distribucion de sen 0
cos O (1 + sen0)

sen 0 + |
= ldentidad pitagorica

cos (1 + sen @)

| Cancelacién y uso de la

N cos 0 = sec § ldentidad reclproca




SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS:

Ejemplo : Sustitucion trigonometrica

Sustituya x por sen () en la expresion V1 — x? y simplifique. Supongaque 0 < 8 < E

Solucion

Hacemos x = sen (0), tenemos

V1 — Iz = \/] - S(‘.'I'Izﬂ Sustitucion de x = sen 8
sen?(x) + cos?(x) =1 cos?(x) = 1 — sen?(x)
= cos’0 |dentidad pitagorica

Para0 <6 <

, cos(x)=0

SHES

= cos Obtencién de la rafz cuadrada



SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS:

Trabajo Practico

Ejercicio N° 12

Efectue la sustitucion trigonomeétrica indicada en la expresion algebraica que se proporcionay

simplifique. Supongaque 0 <6 < %

X

a) = X T sen(0)

b) Vvx? -1, x =sec(60)
c) V9 —x2, x = 3sen(6)

d) —= x = 2 tan (6)

x2ya+x2 '




DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Una ecuacion no es una identidad cuando no se cumple para todos los valores
de la variable, por ejemplo:

senx +cosx =1

No es una identidad pues para x = E tenemos que:

T n\/_\/_

sen Z+COSZ=7+——\/_

Para comprobar que una ecuacion trigonomeétrica es una identidad,
transformamos un miembro de la ecuacion mediante una serie de pasos, hasta

obtener el otro miembro de la igualdad.



DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Empezar con un miembro, preferentemente el que

Criterios para ] .
parece mas complejo

demostrar
ldentidades Aplicar identidades conocidas

Trigonométricas
Si no sabe como continuar, convertir en senos y cosenos

Eiemplo 3: Demostracion de una identidad mediante la reescritura en terminos de
seno y coseno

Compruebe la identidad cos 8(secf — cos0) = sen?8

COMENZAMOS POR EL PM



DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Eiemplo 3: Demostracion de una identidad mediante la reescritura en términos de
seno y coseno

Compruebe la identidad cos @(sec8 — cosf@) = sen?8
Solucion

El primer miembro se ve mas complicado, asi que iniciamos con él y tratamos de
transformarlo en el segundo miembro.

PM = cos 0 (sec # — cos 0)

I
= cos 0 ( —~ cos 6‘) ldentidad recfproca
cos 0

1 — cos’d Desarrollo

= sen’f = SM \dentidad pitagérica .



DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Ejemplo 4: Demostracion de una identidad mediante la combinacion de fracciones

1 1

Verifique la identidad 2 tan(x) sec(x) = I —sent) _ 1tsen(e)
—Senlx SETL X

Solucion
Mediante un comun denominador y la combinacion de las fracciones en el segundo miembro
de esta ecuacion obtenemos

COMENZAMOS , |

SM

POR EL SM Il —senx |+ senx

(1 + senx) — (1 — senx)
~ (1 = senx)(1 + sen x)

Comiin denominador

2senx : )
- - ¢ ,rlmphhr.:lr,i(ﬁn
I — sen‘x
2senx
= 3 ldentidad pitagérica
COs‘x
sen x |
=2 Factortzacién
Cos X\ cos x
= 2 tan x sec x = PM |dentidades reciprocas



DEMOSTRACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

Eiemplo 6: Demostracion de una identidad trabajando ambos miembros por

separado

14+cos (6) _ tan®(0)
cos (0)  sec(6)-1

Verifique la identidad

Solucion

Comprobamos esta identidad transformando por separado cada miembro en la misma

COMENZAMOS expresion. Debemos explicitar en cada paso la identidad usada, el algoritmo
POR EL PM, LUEGO matematico, la operacion matematica o la razon de cada paso. O sea, Justificar.
TRABAJAMOS EL 1 + cos 0 | —
COs COSs
SMY LLEGAMOS AL PM = - + = sec + |
cos 0 cos) cosé
MISMO |
tan’0 sec’d — 1 (sec® — 1)(sec @ + |
RESULTADO SM = —28Y = _(secO— 1)secO+ 1) _ e+
sec ) — 1 sec ) — 1 sec ) — |

Se infiere que PM = SM, de modo que la ecuacion es una identidad. ¢



OTRAS DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS IMPORTANTES:

FORMULAS PARA LA SUMA Y LA SUSTRACCION:

sen(a + ) = sen(a)cos(f) + cos(a) sen(f) (1)
sen(a — f) = sen(a)cos(f) — cos(a) sen(f)
cos(a + B) = cos(a)cos(f) — sen(a) sen(B) (2)

cos(a — B) = cos(a)cos(f) + sen(a) sen(f)
tan(a) + tan (B)
1 —tan(a) tan (B)

tan(a) — tan (f)
1 + tan(a) tan (B)

tan(a + ) =

tan(a — B) =

Aplicacion 1: Calcular el valor exacto de una expresion

a) cos (75°) b) cos (E)



OTRAS DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS IMPORTANTES:

Formulas del angulo doble

Sen’lx = 2senx.cosx cos2x = 1 — 2senx
COS2X = COS%x — sen‘x
2tanx cos2x = 2 cos?’x — 1
tanZx = 5
1 —=fan~x

Aplicacion 2: Uso de las formulas del angulo doble

51 cos(x) = —g y x esta en el cuadrante Il, calcule cos (2x) y sen(2x)



Trabajo Practico

Ejercicio N° 13

Determinar sen (2x), cos (2x) y tan (2x) a partir de la informacion proporcionada.

5
a) sen(x) =—, x en el cuadrante |
13

b) cos(x) = %, cosec(x) <0

c) tan(x) = —i , cos(x) >0




OTRAS DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS IMPORTANTES:

~ormulas para reducir las potencias

1 — cos (2x)

sen?(x) = >

1 + cos (2x)

cos?(x) = >

1 — cos (2x)
1 + cos (2x)

tan?(x) =

Formulas mitad de angulo o semiangulo

cos (g) _ +J1 + c;s (u)

1 — cos (u) _ sen(u)

sen(u) 1 + cos (u)




Trabajo Practico

Ejercicio N° 14

Utilice una formula apropiada de mitad de angulo o semiangulo para determinar el valor exacto
de la expresion.

a) sen(15°) b) tan (22.5°) c) cos (E) d) SEH(%H)

12
Ejercicio N° 15

Aplique las formulas para reducir la potencia y poder volver a escribir la expresion en términos
de la primera potencia del coseno,

a) sen*(x) b) cos?(x)sen*(x) c) cos®(x)




Trabajo Practico

Ejercicio N° 16

Verifique las siguientes identidades trigonométricas

a. (senx+cosx)? =1+ 2senxcosx

secx cotx
b. =1

CEC.X

cEcx—coty
C. = cotx
gecx—1

d. cscx [cscx —senx] = cot® x

I
e. t.5|r1E X — senzx = tanzx sen” x

cot(—x) cos(—x) + sen(—x) = —cscx

. sen 8x = 2sendx cos 4x

2tanx
= sen 2x

" 14tan®x

2{tan x—cotx)

. = sen 2x

tan™ x— EDtE.I'

l—l'rarl1 x
cot2x = ——
2tanx




ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Una ecuacion que contiene funciones trigonométricas se denomina ecuacion trigonométrica. Por
ejemplo, las expresiones siguientes son ecuaciones trigonométricas:

sen’x + cos’x =1 2senx —1 =10 tan“2x —1 =10
La primera ecuacion es una identidad, las otras dos son ecuaciones, es decir se cumplen solo para
ciertos valores de x.

Para resolver una ecuacion trigonomeétrica, calculamos todos los valores de la variable que hacen
qgue la ecuacion sea cierta.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion 2senx —1 =0

Ejemplo 2: Resolver la ecuacidon tan’x —3 =0

Ejemplo 3: Resolver la ecuacidon 2cos?x — 7cosx +3 =0

Ejemplo 4: Resolver la ecuacidn 1 + senx = 2cos?x en el intervalo [0; 2m)

Ejemplo 5: Resolver la ecuacion 2sen(3x) — 1 = 0 en el intervalo [0; 2m)




ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

E]emplo 1: 2senx—1=0 Fcuaclén dada

Primero analizamos las

2senx =1  Sumade! soluciones en [0; 2m)

|
senx = 5 Division entre 2

Estassonx = m/6yx = 57/6

YV

+ ~+- ”" m - Luego calculamos todas las
O \/ soluciones
l“ ) SCN x

- i ) x ==+ 2km , x=5—ﬁ+2k?r
La funcidn seno tiene periodo 6 6

21T donde Kk es cualquier entero.




ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Volviendo al analisis en la circunferencia trigonométrica, vemos la soluciones

S5m
6’

5w

6

(-

VE]
2

en |0; 2m)

) sen <_

P

N
2/ /.-

(z) sen (%)
T \ sen(x) ==
l

\ 2
=(20)

0:;(1,0) :



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 2 Resolucion de una ecuacion trigonométrica

Resuelva la ecuacion tan?(x) —3 =0

Solucion

1- Empezamos por aislar a tan (x):

tan’y — 3 =0 Fcuaclén dads
tan‘x = 3 Suma de
lanx = =* ﬁ Obtenclén de las ralces cuadradas

2- Primero determinamos las soluciones en el intervalo (—/2,7/2),

3- Por lo tanto, las soluciones son: x=-n/3y x=mn/3

x=—§+kn ) x=§+kn para todo k entero



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Volviendo al analisis en la circunferencia trigonométrica, vemos la soluciones
en(—m/2,m/2)




ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 3 Una ecuacion de tipo cuadratico_

Resuelva la ecuacidén 2cos?(x) — 7cos(x) + 3 = 0.2
Solucion

1- Factorizamos el primer miembro de la ecuacion.

2¢cos’x—Tcosx+3=0 Ecuaclén dada
(2cosx— 1)(cosx—3)=0 Factorizacién
2cosx—1=0 0 cosx—3=0 Cada factor e¢ lguala a O
COS X = % 0 cosx =3 Determinaclon de cos x

: . . 5 .
2- En la primera ecuacion, las soluciones sonx = /3 y x = ?nen el intervalo|0; 2m)
Para todo k entero: 5 — % +2kmr , x = 5?” + 2k

3- La segunda ecuacion no tiene soluciones

Analizar en la circunferencia trigonomeétrica,



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 4 Uso de una identidad trigonométrica

Resuelva la ecuacion 1 + sen(x) = 2cos?(x)

Solucion
1- Usamos una identidad trigonométrica para volver a escribir la ecuacion en términos de una sola funcion
trigonométrica.
| + senx = 2 cos’x Fouaciin dada
| + senx = X1 — sen'x) ientidad pitagdica

2sen’x 4 senx—1 =10 Todos los términ

¥ LS A

Queda reducida al caso anterior.

(2senx — l)(senx + 1) =0 Factortzack’

2senx— 1 =10 0 senx+ 1 =10 Todos |



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

SN X = E 0 ST = —| Determinackin de sen
T S 3
X = - 0 X = a Determinackin de @ #n
6 6 - &l intervalo |0 217)

Por lo tanto, las soluciones son

x=%+2kn, x=5?ﬂ+2kn , x=37n+2kn

Analizar en la circunferencia trigonomeétrica,



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 5 Uso de una identidad trigonométrica (otro caso)

Resuelva la ecuacion sen(2x) — cos(x) =0

Solucion
cosx =0 0 2senx — 1 = (0 Cadafactor s¢ lguala a 0
sen 2x —cosx =0 Ecuaclén dada !
senx = = Determinaclon de sen x
2senxcosx —cosx =0 Férmula del dngulo doble 2
3 J
cosx(2senx —1)=10 Factorizaclén X= g ?ﬂ 0o x= % %T Determinacién de x en el Intervalo [0, 2)

El periodo tanto del seno como del coseno es 2m, la solucion general queda

x=§+2kn, x=37n+2k7r, x=§+2kn , x=5?n+2k7r

Analizar en la circunferencia trigonomeétrica,



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Eiemplo 6 Elevacién al cuadrado y uso de una identidad

Resuelva la ecuacidn cos(x) + 1 = sen(x) en el intervalo (0, 2m)

Solucion

1- Para obtener una ecuacion que contenga solo seno o sélo coseno, elevamos ambos
miembros y aplicamos la identidad pitagorica.

cosx+ 1 =senx Fouaclon dada

%
sen‘x e elevan al cuadrado ambos

cos’x + 2cosx + |

miempros

2 2 .
Cosx + 2cosx + | | — cos“x ldentldad pitagorica

2cos’x + 2cosx =0 Simplificacién

2CO8X (C()S x4+ 1 ) 0 Factorizacion



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

2cosx =0 0 bien cosx+1=90 Se lauala cada factor a O
cosx = () O hicn CosSx = —1| Determinaclon de cos x
w }77 h Determinacion de x en el
o — — » P
.‘ 2 . 2 (, 'Ln .‘ W MIJI,"./.’I'H) ;Lr\/ ). '//W)

Atencion: Siempre que se eleva al cuadrado pueden aparecer soluciones “extrafas”. Por
eso es necesario comprobar aue cumplen con |la ecuacion original.

m 3
X == X = =— X = .
2 2
m 9 ™ 3w 9 3mr 9
cos— + | = sen— cos? 1 = sen cosmT + | = senw
0+1=1 v 0+12 -1 X -14+1=0 v

De acuerdo con comprobacion observamos que las soluciones de |la ecuacion
dadasonm/2y m.



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo7 Funciones trigonométricas de angulos multiples

Considere la ecuacion 2sen(3x) —1=0
a) Calcule todas las soluciones de la ecuacion.

b) Encuentre las soluciones en el intervalo [0, 21)

Solucion
a) 1- Empezamos por aislar a sen (3x), y luego determinamos el angulo multiple 3x.

2sen(3x)—1=0 Ecuacion dada

2sen(3x) =1 Sumade 1l
sen(3x) = % Division entre 2

T 5T . ., .
3x = = Determinacion de ex en el intervalo [0,27]

s



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

2- Para obtener todas las soluciones, adicionamos cualquier multiplo
entero de 21 a estas soluciones. Por consiguiente, las soluciones son
de la forma

3x =2+ 2km 3x=5§+2kn

3- Para determinar x, dividimos entre 3 para conocer las soluciones

T 2kt 51 2kt
X=—7—+— , X=—_+
18 3 18 3

donde k es cualquier entero.



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

b) Las soluciones del inciso a) que estan en el intervalo [0, 2r) corresponden
a k=0, 1 y 2. Para todos los otros valores de k, los valores

correspondientes de X quedan fuera de este intervalo. Por lo tanto, las
soluciones en el intervalo [0, 2m)son

G n_Sn_an_17n_25n_ 291
18 18" 18 ° 18 ' 18 ' 18

Verificar



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 8 Aplicacion de las funciones trigonométricas inversas

Resuelva la ecuacion tan?(x) —tan(x) —2 =0

Solucion

1- Empezamos por factorizar el primer miembro

lan’y — tanx — 2 =0 Fouacldn dada

(lanx — 2)(tanx + 1) = 0 Factorizaclén

tanx — 2 = () o bien tanx + 1 =0 Se lauala cada factor a O
lanx = 2 0 bien tanx = —1 Determinacidn de tan x
, : w Determinaclon de x en &l
Xx=1tan "2 0 hien X=——
Intervalo ,
2 2

2- Como el periodo de |la tangente es T, obtenemos todas las soluciones
sumando multiplos enteros de m a estas soluciones.



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Por lo tanto, todas las soluciones son

x=tan 12 +knr , x= _% + k1T donde k es cualquier entero.

Analizar en la circunferencia trigonomeétrica



Trabajo Practico

Ejercicio N° 17

Encuentre todos los valores de x para los cuales se verifica:

5 5 3
senx + 2 = —sen“x +5 senx +E

Ejercicio N° 18

Resuelve cada ecuacion trigonométrica en el intervalo [0,2m) y verifique las soluciones.

a. 2cos’x+5cosx+2=0

b. senZ2x —cosx =0

C. (tanx+®(cnsx+2) =0
d. cosxsenx —2cosx =10

e. sen‘x =4 — cos?x




INTERSECCION ENTRE GRAFICAS

Ejemplo 9 Determinacion de los puntos de interseccion

Calcule los valores de X en los cuales se cortan las graficas de f(x) = sen(x)y

g(x) = cos (x).

hacemos f(x) = g(x) Primero analizamos las
soluciones en (—%;g)

sen(x) = cos (x) tan(x) = 1
x=mn/4
La funcidén
tangente tiene [
periodo 7T X=7F kT Luego calculamos todas las
soluciones

k es cualquier entero



Ejercicio N° 19

Halle los puntos de interseccion entre las siguientes funciones en el intervalo (0, 2m]:

e. f(x)=cosx;g(x)=senx

f. f(x)=sen (g) —3; g(x) = —sen (g)




