Calculo 11

Ejercicios resueltos de TP1.

1 Series numeéricas

En el caso de las series Y., a, de términos positivos, si al aplicar el Criterio del cociente o de
D’Alamberte, de la raiz n-ésima de Cauchy los limites

L — hm |an+1|
n—00 |ay|

L = lim {/|ay,|
n—oo
dan L =1y, los criterios no son concluyentes, se debe utilizar el:
Criterio de Raabe: Sea ) 7, a, una serie de términos positivos y

L= limn <1 — ]an+1]>

n—oo |a7’l‘

Entonces,

e Si L < 1, la serie diverge.
e Si L > 1, la serie converge.

e Si L = 1,el criterio no asegura nada.
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Ejemplo: > >, PP e
Respuesta: Notemos que la serie es de términos positivos, con lo cual o la serie diverge o converge
absolutamente.
Primero analizamos la Condicién necesaria de convergencia
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Iim ——— =
n—oon2 +n+1

No podemos concluir nada.
Aplicamos el Criterio del cociente,

L — lim [t

. n2+n+1

lim 3

n—oo(n+1)° 4+ (n+1)+1
n2+n+1

m ————————-:
n—oon2 + 3n + 3
= ]_

Como este criterio no concluye, aplicamos el Criterio de Raabe

L= limn <1 - ]an+1|>

n—oo |a’TL|




utilizando los pasos de simplificacién en el limite anterior tenemos

. n?+n+1
= limn(l—- ——+—
n—0o0 n24+3n+3

Notemos que es una indeterminacién — oco. — 0 entonces buscamos denominador comun

Entonces la serie >

‘ <n2+3n+3—(n2+n+1)>
= limn

n—o0 n2+3n+3
I 2n 4+ 2
= lmn|——"7-——
nsoo \n2+3n+3
2n? + 2
= lim I 9oy

n—oon2 4+ 3n + 3
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nel 7T converge absolutamente.

2 Series de Fourier

4. Obtenga el desarrollo de f (z) = z (m — z), en serie de senos para x € [0, 7).

Respuesta:

(a) Obtener el desarrollo de Fourier en Serie de senos, significa que la funcién dada f (z) =

x(m—z) para x € [0,7) debe extenderse como funcién impar para x € (—m,0). En-
contremos la expresién algebraica de la funcién para = € (—m,0). Como f (z) es impar

fla) ==f(-x)

pero si —m < x < 0 entonces el argumento —x que estd en el lado derecho de la igualdad
verifica 0 < —z < 7, en este intervalo conocemos a la funcién f (z)!!!

f@) = —f(-2)
= —(—=z) (7 —(-=))
= z(m+ )
Resumiendo ( w 0
z(m+xz) s1 — <<
f(:z:):{ z(r—z) si 0<z<m
Graficamente,
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Ahora que conocemos la funcién f (z) en (—7, 7), la extendemos periédicamente con periodo
T = 2.

Hallemos su serie de Fourier. Ya sabemos que al ser la funcién impar

an, =0, para n € Ny

Yy wo = 2% =1
9 [T/2
b, = 77/, (z) .sen (nwozx) dz, paran € N

2 ™

= / x (m —x).sen (nz) dx
T Jo

2
= 3 (=2 + 2cos (nm) + nwsen (nm))

recordemos que cos (nm) = (—1)" y sen (nw) =0

4

by = —— (=14 (=1)"

= (1D
_ 0 n es par
a % n es impar

Luego, la serie de Fourier de f (x) puede representarse de estas dos formas equivalentes:

f@) ~ i<(8.sen((2k+1)x))

=\ (2k+1)°r

Ademds, como f (x) es continua en (—, ), por el Teorema de Dirichlet-Riemann deducimos

que .
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fe—
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(M.sen((zm 1)96))



Graficamos f (x) y los primeros tres polinomios trigonométricos
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Observemos que como el coeficiente b, = —ﬁ (=1+ (—1)") tiende muy rapidamente a 0

cuando n — 00, s6lo son necesarios muy pocos armdénicos para lograr una rdpida conver-
gencia a la funcién.
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