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NUMEROS COMPLEJOS

Numeros complejos

Introduccion

Los nameros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de polémicas y
controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente evidencia de su utilidad,
acabaron por ser comunmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos hasta épocas re-
cientes. Nada hay de extrafio en ello si pensamos que los nimeros negativos no fueron plenamente
aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los numeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de Cardano (1501-
1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el calculo de las raices de la ctibica o ecuacion de
tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmé que “ciertas ecuaciones algebraicas
sOlo tienen solucidén en nuestra imaginacion” y acufio el calificativo imaginarias para referirse a
ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los nimeros complejos o imaginarios son
usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la soluciéon es un problema resulta
ser un numero complejo se interpreta esto como que el problema no tiene solucion. Para Leibnitz
“el nimero imaginario es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el
ser y el no ser”.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeros reales responden al problema bien
cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los nimeros complejos. Mientras
los matematicos necesitaron interpretar en términos fisicos sus objetos de estudio, no se avanzo
mucho en la comprension de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con niimeros complejos se debi6 a que ellos no se preocuparon
de la naturaleza de los mismos; no se preguntaron ;qué es un numero complejo?, sino que se
dijeron a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos. Es Gauss quien definitivamente concede
a los nimeros complejos un lugar privilegiado dentro de las matematicas al probar en 1799 el
conocido como Teorema Fundamental del algebra que afirma que toda ecuacién polinémica de
grado n con coeficientes complejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como su orden, n
raices que también son numeros complejos. Algunas de sus implicaciones las podemos comentar
directamente. Fijate en cada una de las ecuaciones:

X+3=0, 2x+3=0, x2-2=0, x2+2x+2=0,

cuyas soluciones x = -3, x = 3/2, x = =/2 y x = 1 + i tienen sentido cuando x es es, respectiva-
mente, un namero entero, racional, real o complejo. Podria ocurrir que este proceso de ampliacion
del campo numérico continuara. ;Qué ocurrira si ahora consideramos ecuaciones polinomicas con
coeficientes complejos? Por ejemplo:

X+ (1-i)x*+1/5-ivV2)x2-8x+3-i//3=0.

.Como seran sus soluciones? jApareceran también nuevos tipos de numeros? El Teorema funda-
mental del algebra nos dice que esa ecuacion tiene soluciones que también son nimeros complejos
y, por tanto, que no apareceran ya por este procedimiento nuevos tipos de niimeros.

El término, hoy usado de “ntimeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo popular la letra
“i” que Euler (1707-1783) habia usado esporadicamente. En 1806 Argand interpreta los nimeros
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complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el nacimiento de
la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica en dicho afio la Memoria sobre la
Integracion Compleja que Cauchy habia escrito ya en 1814.

Recordemos, finalmente, la afirmacion de Hadamard “El camino mas corto entre dos verdades del
campo real pasa con frecuencia por el campo complejo”.

El cuerpo de los numeros complejos

Definicién 1.1. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicion y producto definidas
por

(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las operaciones
asi definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Ademas,
(—a, —b) es el opuesto de (a, b),y todo (a,b) = (0,0) tiene inverso

(a,b) (g2tpr. aripe) = (1,0).

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R2, +, -) (Iéase “el conjunto R? con las opera-
ciones de adicion y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simboélicamente por Cy
sus elementos se llaman niimeros complejos.

Observacion 1.2. A los elementos de R? se les llama unas veces pares ordenados de niimeros
reales, otras vectores o puntos y también miimeros complejos. La razén de esto es que en R2
conviven varias estructuras cada una con su terminologia propia. Por eso a los elementos de R?
se les llama vectores si se esta considerando la estructura de espacio vectorial, puntos si fijamos
la atencion en la estructura topologica o afin, pares ordenados cuando estamos pensando en R?
como conjunto sin ninguna estructura particular y niimeros complejos cuando se considera la
estructura de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo
parrafo lo que puede resultar confuso. La regla que debes tener siempre presente es que todo
concepto matematico tiene sentido propio dentro de una determinada estructura matematica. Por
ello, a un elemento de R? se le llama nimero complejo cuando se va a usar el producto antes
definido que es lo que en realidad distingue a los ntimeros complejos de los vectores de R2.

Forma cartesiana de un numero complejo

El simbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para representar el
numero complejo (a, b). Para convencerte calcula (1, —1)%. Representaremos los nimeros comple-
jos con un simbolismo mas apropiado en el que va a intervenir el producto complejo. Para ello,
observa que:

(a,0) + (b,0) = (a+ b,0)
(a,0)(b,0) = (ab,0).
Esto indica que los nimeros complejos de la forma (a, 0) se comportan respecto ala suma y la mul-

tiplicacién de nimeros complejos exactamente de la misma forma que lo hacen los nimeros reales
respecto a la suma y multiplicacion propias. En términos, mas técnicos, R x {0} es un subcuerpo
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de C isomorfo a R. Por esta razon, en las operaciones con nimeros complejos podemos sustituir
los complejos del tipo (a,0) por el nimero real a. Es decir, hacemos la identificacion (a,0) = a.
Fijate que con dicha identificacion el producto a(c, d) tiene dos posibles interpretaciones: producto
del escalar real a por el vector (c,d) (estructura vectorial de R2) y producto del complejo (a,0)
por el complejo (¢, d). Pero ambos coinciden y son iguales a (ac,ad).

El nimero complejo (0, 1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que

i =(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1.

Ahora podemos escribir (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.
Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del namero complejo a + ib. El producto
ahora es muy facil de recordar pues

(a +1ib)(c +id) = ac + i°bd + i(ad + bc) = ac — bd + i(ad + bc)

Es costumbre representar los nimeros complejos con las letras z y w y reservar las letras x, v,
Uu, v para representar nimeros reales. Una expresion de la forma z = x + iy se interpreta como
que z es el nimero complejo cuya parte real es x y cuya parte imaginaria es y. Se escribe Re(z)
e Im(z) para representar las partes real e imaginaria de z. Naturalmente, dos nimeros complejos
son iguales cuando tienen igual parte real e igual parte imaginaria.

Comentarios a la definicion usual i = /-1

Acabamos de ver que i2 = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni mas, que i = /—1.
Fijate lo que ocurre si ponemos i = +/—1 y manejamos ese simbolo con las reglas a las que estamos
acostumbrados:

i2=-1=ii=v-1v/-1=4(-1)(-1) =1 =1.

Luego 1 = —1. Por tanto, las matematicas son contradictorias y aqui hemos acabado.
Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fijate que en la expresion
+/—1 no puedes interpretar que —1 es el namero real —1 (porque, como sabes, los nimeros rea-
les negativos no tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que interpretar —1 como el nimero
complejo —1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta asi que estamos usando raices de
numeros complejos sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas raices verifican las
mismas propiedades que las de los ntimeros reales positivos.

Antes de escribir ~/—1 hay que definir qué significa ./z para z € C. Cuando lo hagamos veremos
que la igualdad /z/w = /zw, valida cuando z, w € R", no es cierta en general cuando z,w € C.
Todavia mas disparatado es definir i = ~/—1 sin ni siquiera haber definido antes los numeros
complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define (porque si, sin
mas explicaciones) i = /—1 y a continuacion se dice que los nimeros de la forma a + ib son los
numeros complejos. No es de extrafar que luego resulte que 1 = —1.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene dos
estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras estan armoniosamente relacionadas.
Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay
ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos que <

Parte real y parte
imaginaria

Paradoja de Bernoulli
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es una relacion de orden en C compatible con su estructura algebraica, como i + 0 habria de ser
0 < i2 = —1 (esto todavia no es contradictorio porque pudiera ocurrir que la relacién < no respetara
el orden de R). Pero también 0 < 12 = 1, luego 0 < 1 + (—1) = 0y eso si que es contradictorio.
Por tanto, es imposible definir un concepto de niimero complejo positivo de forma que la suma y
el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define en C ningtin orden. Asi que
ya sabes: jmucho cuidado con no escribir desigualdades entre nimeros complejos! Naturalmente,
puedes escribir desigualdades entre las partes reales o imaginarias de nameros complejos, porque
tanto la parte real como la parte imaginaria de un nimero complejo son nameros reales.

Representacion grafica. Conjugado y modulo de un numero com-
plejo
Es usual interpretar el nimero complejo x + iy como el vector del plano (x, y) y, en ese sentido,

se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical recibe
el nombre de eje imaginario.

o« _ .
ez =a—bi

Ilustracion 1.1 Representacion de
un namero complejo

Definicion 1.3. Siz = x + iy es un numero complejo (con x e y reales), entonces el conjugado
de z se define como: Z = x —iy y el médulo o valor absoluto de z, se define como: |z| = \/x2 + V2.

Observa que /x2 + y2 esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del ntimero real no nega-
tivo x2 + 2.

Geométricamente z es sencillamente la reflexion de z respecto al eje real, mientras que |z| es la
distancia euclidea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector
(x,y) (ver figura 1.1). La distancia entre dos nimeros complejos z y w se define como |z — w|.
La representacion grafica de la suma es conocida. Dos niumeros complejos z=a+ibyw = c +id
determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 1.2) es z + w.

Proposicion 1.4. Sean z, w € C. Entonces

a) z =z,

b) z+vw=zZ+w,

c) Zw =ZWw.

d) |z|2 =ZzZ,

e) max {|Re(z)|, |Im(z)[} < |z| < [Re(z)| + [Im(z)],
P lzwl| = |z| lw],

g) lz+w| < |z| + |w|.
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|
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|
| |
| |
1 1
[ a

Ilustracion 1.2 Suma
de nimeros complejos

Demostracion. La comprobacion de estas afirmaciones es inmediata. Por ejemplo, para comprobar
que la propiedad f) se verifica, basta observar que |zw]| y |z| |[w| son nimeros positivos cuyos
cuadrados coinciden, pues

Izwl2 =ZWZW = ZWZW = ZZWW = |z|2 le2 = (|z| \wl)z.
Para demostrar la ultima afirmacion es suficiente probar que |z + w |‘2 < (|z| + |lw|)2. En efecto:

z+wlPP=Cz+w)z+w) = (Zz+w)(Z+W) =2Z+WW + ZW + ZW =
=z + |lw|® + 2Re (zw) < |z|* + lw|® + 2 |Re (zW)| <
<lzP+ w2 +21zw| = 12> + [w? + 2|z [w] = |z]* + lw|? + 2|z| [w| =
= (lzl + lw)?. O

Observacion 1.5. De la demostraciéon de la ultima afirmacién se deduce que |z + w| = |z]| + |w|
si, y sOlo si, Rezw = |zw/|, esto es, si zw € [Ria, o lo que es lo mismo zw = p donde p € IRig. Esta
igualdad, puede escribirse de forma equivalente multiplicando por w como z |w 12 = pw, esto es,
z = Aw para algin A € R lo que quiere decir que z y w estan en una misma semirrecta a partir
del origen.

Ejemplo 1.6. La division de nimeros complejos es facil teniendo en cuenta que el producto
de un complejo y su conjugado da como resultado el médulo al cuadrado de dicho niimero
complejo.

Forma polar y argumentos de un numero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los calculos con productos de niimeros
complejos. Para cualquier nimero complejo z = x + iy # 0 podemos escribir

(X iy
z=lzl (& +ig)-

Como (é—‘ ﬁz/—l) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma
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(%, 1%) = (cos(9),sen(9))

Tz[7 12T

para algan numero ¢ € R. Resulta asi que z = |z]| (cos(&) + isen($)). Esta forma de expresar
un niumero complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpretacion grafica vemos en la
figura 1.3.

Definicion 1.7. Dado z € C, z = 0, hay infinitos nimeros t € R que verifican la igualdad
z = |z| (cos(t) + isen(t)) cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El conjunto de
todos los argumentos de un niimero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) = {teR: z=|z|(cos(t) +isen(t))}

Observa que

1cos(t) = cos(s)
s, t e Arg(z) =

<> s =1t+2km paraalgin k € 7.
sin(t) = sin(s)

|z|

angulo de 9 radianes

Ilustracion 1.3 Forma polar de un
numero complejo

Por tanto, conocido un argumento tg € Arg(z), cualquier otro es de la forma ty + 2k para algun
k € 7, es decir, Arg(z) = tg + 21Z.

De entre todos los argumentos de un numero complejo z + 0 hay uno Unico que se encuentra en
el intervalo ] — 1T, 77], se representa por arg(z) y viene dado por

Im(z) s —
arg(z) = {Zarctan(Re(szl) , Siz¢ R
T, sizeR™.

A dicho argumento se le llama argumento principal de z.

La comprobacion de las anteriores afirmaciones es facil. Como f% < arctan(t) < % se sigue
que —1r < arg(z) < 1w siz ¢ R™. Luego, —1m < arg(z) < . Si z =t € R es evidente que
z = |t] (cos(1r) + isen(1r)). Y para z ¢ R~ se tiene:

_ 1-tan®(arg(z)/2)

~ 1+tan?(arg(z)/2)

_ (Iz|+Re(2))?—(Im(2))?

~ (Iz[+Re(2))?+(Im(z))?

_ 2Re(z)(|z|+Re(2)) _ Re(z)

= 2z[(1z[+Re(z))  — Izl » Y

_ 2tan(arg(z)/2)

~ 1+tan?(arg(z)/2)
__2Im(z)(]z]+Re(2))
~ (Iz[+Re(2))?+(Im(2))?

_2Im(z)(|z]+Re(z2)) _ Im(z)
= 2[zl(Iz][+Re(2)) T lz] -

cos(arg(z))

sen(arg(z))

Donde se ha utilizado que |z|2 = (Re(2))2 + (Im(z2))2. No es dificil comprobar que el argumento
principal de z = x + iy # 0 viene también dado por:
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arctan(%) -m, siy<0,x<0

-7, siy=<0,x=0
arg(z) = arctan(%) , six >0

=, siy>0,x=0

arctan (%) +m, siy=0x<0.

Esta ultima forma es quizas mas comoda para los calculos.

Ejemplo 1.8. Elmodulodez=1-ies |z| =1+ 1 = +/2. Por tanto

% = % - % = cos(arg(z)) + isen(arg(z)),

0, lo que es lo mismo, cos(arg(z)) = %, sen(arg(z)) = —%, de donde se deduce que arg(z) =

=
i

Observacion 1.9. Puede parecer un poco extrafa la forma de elegir el argumento principal de
un namero complejo. La eleccion que hemos hecho supone que medimos angulos en el semiplano
superior de 0 a 71 y en el semiplano inferior de 0 a —7.

Fijate que si tomas un niimero complejo que esté situado en el tercer cuadrante z = x + iy con
x < 0,y < 0y supones que y es proximo a 0, su argumento principal esta proximo a —, y si
tomas un numero complejo que esté situado en el segundo cuadrante, w = x +iv conx < 0,v > 0,
y supones que v es proximo a 0, su argumento principal esta proximo a 1r. Ademas, la distancia
lw — z| = |v — ¥| = v — es tan pequena como quieras. Esto nos dice que el argumento principal
tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de —7r a 1T cuando atravesamos dicho eje
desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia diras. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si queremos elegir
argumentos en un intervalo de longitud 217, digamos, [, « + 277[ entonces dichos argumentos sal-
tan de o a @+ 271 cuando atravesamos la semirrecta (x, y) = p(cos &, sen &), (p > 0). En particular,
si tomamos argumentos en el intervalo [0, 277[ (cosa que, a primera vista, parece lo razonable) nos
encontramos con que entonces se produce una discontinuidad de dichos argumentos en el eje real
positivo. Bien, sucede que la extension a C de algunas funciones definidas en R* (el logaritmo,
las raices) hace intervenir el argumento principal. Naturalmente, queremos que dichas extensiones
sigan siendo continuas en R* y ello justifica que tengamos que tomar argumentos principales de
la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una discontinuidad en R~ a perder
la continuidad en R*.

Formula de De Moivre

Veamos cémo la forma polar permite hacer facilmente productos de numeros complejos. Consi-
deremos dos numeros complejos no nulos

z =|z|(cos(9) +isen(94)), w = |w]| (cos(p) + isen()).

Entonces

zw = |z| |lw] (cos(9) + isen(93))(cos(®) + isen(p)) =
= |zw| [(cos(&) cos(@) — sen(?) sen()) + i(sen(3) cos @ + cos(F) sen(p))] =
= |zw| (cos(9 + @) +isen (3 + @)).
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Es decir: para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus modulos y se suman sus
argumentos. Por ejemplo, para calcular (1 + )4 como |1 +i| = V2 yarg(l+1i) = 1r/4, se sigue que
(1+1i)*=—4.

Asi pues, el producto de dos numeros complejos es geométricamente un giro (pues se suman los
argumentos de los nimeros que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el producto
de los modulos de ambos nimeros).

Proposicion 1.10. Sean z, w € C no nulos. Entonces
a) Si% € Arg(z) y p € Arg(w), entonces 3 + ¢ € Arg(zw).
b) Si @ € Arg(z) entonces —p € Arg(1/z).

Como consecuencia, es facil demostrar mediante induccion la siguiente formula que sera de gran
utilidad.

Proposicion 1.11. Siz es un complejo no nulo, 3 es un argumento de z y n es un numero entero,
se verifica que n9 € Arg(z"), es decir:

z" = |z|" (cos(n9) + isen(n9)).

Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacion w™ = z donde n es un numero natural, n > 2,y z +# 0 es un
numero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w] (cos(p) + isen(p)).
Usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuacién w” = z en la forma equivalente:
w" = Jw|" (cos(ne) + isen(ng)) = |z| (cos($) + isen(9)).

Esta igualdad se da cuando |w|" = |z| y n@p = $ + 2k donde k € Z. Deducimos que |w| = V|z|
(ojo: se trata de laraiz n-ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora bien, para cualquier
numero @y de la forma @ = (¢ + 2k1) /n tenemos un nimero complejo

wi = A1z (cos(@p) + i sen(@y))

tal que (wy)" = z. Como una ecuacion polinémica de grado n no puede tener mas de n soluciones,
se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo nimero wy. Veamos:

Wi =Wg & QP —Qq=2MmnT <= k—q=nm.

Es decir, k y g dan el mismo resto al dividirlos por n. Deducimos que para k = 0,1,2,...,n—1
obtenemos wy distintos y cualquier otro wq es igual a uno de ellos. Por tanto hay 7 raices n-ésimas
distintas de z.

De entre todas las raices n-ésimas de z vamos a designar con el simbolo %/z a la raiz n-ésima
principal, que esta definida por

Yz = |Z|1/" [Cos(%(z)) + isen<%(2))] '

Observa que en el caso particular de que z sea un ntmero real positivo, entonces la raiz principal
de z (considerado como nimero complejo) coincide con la raiz de z (considerado como nimero
real positivo).

Hemos obtenido que las raices n-ésimas de z vienen dadas por
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1.4

NUMEROS COMPLEJOS CONJUNTOS EN EL PLANO COMPLEJO. UN POCO DE TOPOLOGIA

zi = |z|'" [COS(W) +isen(%)] k=0,1,2,...,n—1.

Observa que definiendo u = cos(271/n) + isen(27/n), los nimeros ug = 1,u,u?,...,u" ! son
las raices n-ésimas de la unidad. Podemos escribir las raices n-ésimas de z en la forma zx =
zouk. Como multiplicar por u es un giro de amplitud 277/n, deducimos que las # raices de z se
obtienen girando la raiz n-ésima principal, zg, con giros sucesivos de amplitud 277 /n. Es decir, si
representamos todas las raices n-ésimas de z obtenemos n puntos sobre una circunferencia de
centro (0,0) y radio %/]z| que forman un poligono regular de n lados.

En general no es cierto que dados dos nimeros complejos z y w entonces el producto de las raices
n-ésimas principales de z y de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw. Lo que si es cierto es
que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de z y de w es una raiz n-ésima de zw. Por
tanto, %/z “/w, es una raiz n-ésima de zw pero no tiene por qué ser la principal.

Por ejemplo, paran = 2,z = w = —1, como arg(—1) = 7T, tenemos que

V=1 = cos(11/2) + isen(1/2) = i.
En este caso
VoIV-l=ii=-1#+(-1)(-1) =/1=1.

Laigualdad %/z %/w = "/zw equivale a que para algiin entero k se verifique que

arg(z) arg(w) _ arg(zw)
25 4 T8 = TSSOk,

es decir, arg(z) + arg(w) = arg(zw) + 2knt. Como —2711 < arg(z) +arg(w) < 2wy n = 2 tiene que
ser k = 0 (pues, en otro caso, |2knr| > 41r). Luego, debe ocurrir que arg(z) + arg(w) = arg(zw)
lo que equivale a que —1r < arg(z) + arg(w) < .

Por ejemplo, silos nimeros z y w estan en el semiplano de la derecha, es decir, Rez > 0, Rew > 0,
entonces —717/2 < arg(z) < /2y —1/2 < arg(w) < 11/2; por tanto arg(z) + arg(w) = arg(zw)
por lo que, en este caso, ¥z Yw = Yzw.

Conjuntos en el plano complejo. Un poco de topologia

Definicion 1.12. Dados a € Cy r > 0, el conjunto
D(a,vr)={zeC: |z—al| <7}

se llama disco o bola abierta de centro a y radio 7. Si ¥ > 0, el conjunto
Da,v)={zeC: |z-al <7},

se llama disco o bola cerrada de centro a y radio r.

Observa que un disco abierto no puede ser vacio. Un disco cerrado, en cambio, puede reducirse a
un solo punto: D(a,0) = {a}.

Definicion 1.13. Un conjunto A C C se llama acotado si esta contenido en algin disco centrado
en el origen o, lo que es lo mismo, si existe M € R tal que |a| < M para cualquier a € A.

Definicion 1.14. Sea A un subconjunto de C.
a) Diremos que a € A es un punto interior de A si existe ¥ > 0 tal que D(a,r) C A. Llamaremos
interior de A al conjunto
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Conjunto abierto

Conjunto cerrado

Dominio

Conjunto compacto

Punto de acu-
mulacion

1.5

Sucesion convergen-
te

Sucesion divergente

SUCESIONES DE NUMEROS COMPLEJOS NUMEROS COMPLEJOS

A= {a € A: a es punto interior de A}.

b) Un conjunto Q C C se dice que es un conjunto abierto si todo punto de Q) es centro de algiin
disco abierto contenido en Q, o sea, si A = A.
¢) Un conjunto es cerrado si su complementario es abierto.

Por convenio el conjunto vacio se considera abierto.

Ejemplo 1.15. Los conjuntos determinados por desigualdades estrictas y funciones continuas
suelen ser conjuntos abiertos. Por ejemplo, el siguiente conjunto es abierto

{z € C: Re(z)?2 —m(z)? > 3}.

Definicion 1.16. Un conjunto abierto no vacio con la propiedad de que dos puntos cualesquiera
del mismo pueden unirse por una curva sin salirse del conjunto se llama un dominio. Una defini-
cién equivalente aunque menos intuitiva de dominio es la siguiente. Un dominio es un conjunto
abierto no vacio, Q, cuya tnica descomposicion en la forma Q = A U B, donde A y B son conjuntos
abiertos disjuntos, es la trivial, es decir, {A, B} = {©@,Q}. Un conjunto cerrado y acotado se llama
un conjunto compacto.

Definicion 1.17. Dadoun conjunto A C C, se dice que un punto z € C es un punto de acumulacion
de A si todo disco abierto con centro en z contiene puntos de A distintos de z. Observa que un
punto z puede ser un punto de acumulacion de A y no pertenecer a A.

Sucesiones de numeros complejos

Una sucesién de nameros complejos es una aplicacion del conjunto de los niimeros naturales en
C. Como de costumbre, representaremos por {z,} la funcién dada por n — z;, donde z, € C. La
definicion de sucesion convergente es exactamente la misma que para sucesiones reales.

Definicion 1.18. La sucesiéon de nimeros complejos {z,} converge a un ntmero complejo z si
para todo € > 0 existe un numero natural ng tal que para todo n > ng se verifica que |z, — z| < ¢.
Equivalentemente, {z;} converge a z silim |z, — z| = 0.

Recordemos que max{|Re(z)|, |Im(z)|} < |z| < |Re(z)| + [Im(z)|. Gracias a esta desigualdad tene-
mos que

|[Re(zn) — Re(2)]

< |zn — z| < |Re(zy) —Re(2)| + Im(z,) —Im(2)].
lIm(zy) — Im(z)|

Deducimos que lim |z, — z| = 0 si, y solo si, lim |[Re(zy,) — Re(z)| = 0 y lim [Im(z5,) — Im(z)| = 0.
Hemos probado asi el siguiente resultado.

Proposicion 1.19. Una sucesion de numeros complejos {zy} es convergente si, y solo si, las suce-
siones de numeros reales {Re(z)} y {Im(zy)} son convergentes. Ademads en dicho caso

lim z;, =z < Re(z) = yllgrgo Re(zp) y Im(z) = %111010 Im(zy).

Nn—oo

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de niumeros complejos se reduce a estudiar la
convergencia de dos sucesiones de numeros reales.

Supongamos que {zy} es una sucesion tal que para todo K > 0 existe un niumero natural ng € N de
forma que si n > ng entonces |z, | > K. En dicho caso diremos que la sucesion {z,} es divergente
o que diverge y escribiremos {z;} — . Observa que {z;} — o es lo mismo que {|z,|} — +oco.
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1.6

NUMEROS COMPLEJOS SERIES DE NUMEROS COMPLEJOS

Los resultados que conoces para sucesiones de nimeros reales en los que no interviene el or-
den son también validos para sucesiones de nimeros complejos. Destacamos entre ellos los mas
importantes.

Proposicion 1.20. Algebra de limites
a) Si{zy} -z y {wn} — w, entonces {z, + wp} - z+w y {zpwn} — zw. Ademads, si z, + 0
para todon € N y z + 0, entonces {1/zn} — 1/z.
b) Si{zy,} diverge y {wy} estd acotada entonces {z,, + wy} diverge.
c) Si{zy} diverge y {wy} estd separada de 0, esto es, existe p > 0 y ng € N de forma que para
n > ng se cumple \wy| > p, entonces {z,wy} diverge.

Recuerda que una sucesion parcial de una sucesion {z;} es cualquier sucesion de la forma {Z, ()}  Sucesion parcial
donde o : N — N es una aplicacién estrictamente creciente.

Teorema 1.21. Toda sucesion acotada de nuimeros complejos tiene alguna sucesion parcial con- Teorema de Bolzano-
vergente. Weierstrass

Definicion 1.22. Una sucesién de nameros complejos {z;} se dice que es de Cauchy siparacada Sucesion de Cauchy
numero € > 0 existe un namero natural ny € N de forma que si p,q = ng entonces ‘zp -2q ’ < &

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos que {z;} es una sucesiéon de Cauchy si, y
solo si, {Re(z,)} v {Im(z5)} son sucesiones de Cauchy. Puesto que R es completo, ser de Cauchy
equivale a ser convergente, luego si {Re(z;)} vy {Im(z,)} son de Cauchy convergen y, por tanto,
{zn} es convergente.

Teorema 1.23. Toda sucesion de Cauchy de nimeros complejos es convergente. Teorema de compli-
tud

Series de numeros complejos

Dada una sucesién, {z,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S,}, cuyos términos se
obtienen sumando consecutivamente los términos de {z;}, es decir:

S1=2z1,8 =2z1+2,83=2z1+22+23,..., Sn=2z1+22+ ...+ Zp.

La sucesion {Sy} asi obtenida se llama serie de término general z,, y es costumbre representarla

por Z zn 0, mas sencillamente, > zy.
nx=1
Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, todos los conceptos y resultados estudiados

ya para sucesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series. En particular, es
innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una
serie > -1 zn €s convergente se usa el simbolo > ,_; z,, para representar el limite de la serie que
suele llamarse suma de la serie. Naturalmente > ;_; zy es el nimero complejo definido por

(o) n
2, 2n = lim (Sn} = lim > zi.
n=1 k=1
Como caso particular de la Proposicion 1.19, la serie >,,51 zn converge si, y solo si, las series

Re( > zy|= > Re(zp) y Im| > zp|= > Im(zn)
nx=1 nx=1 nx=1 nx=1
son convergentes.
Conviene que recuerdes la condicion basica necesaria para la convergencia de una serie. Si la serie
>z converge entonces la sucesion z;, = 2;‘:1 Zj— Z’f;ll zj es diferencia de dos sucesiones que
convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

_13_



Convergen-
cia absoluta

Teorema de Riemann

1.6.1

Criterio de Dirichlet

Criterio de Abel

SERIES DE NUMEROS COMPLEJOS NUMEROS COMPLEJOS

Proposicion 1.24. Condicion necesaria para que Y. z,, sea convergente es que lim z, = 0.
Para las series es posible definir otro tipo de convergencia, la convergencia absoluta.

Definicién 1.25. Se dice que una serie de nimeros complejos >’,~1 zn converge absolutamente
si la serie de nimeros reales positivos > ;-1 |zn| s convergente.

Proposicion 1.26. Siuna serie de numeros complejos > zy es absolutamente convergente entonces
dicha serie también es convergente.

Demostracion. Pongamos S, = 2}21 Zzj, Ap = 2;;1 |z;j| y supongamos que la sucesion {A,} es
convergente, es decir, > z, es absolutamente convergente. Dado € > 0, la condicion de Cauchy
para {A,} nos dice que existe ng € N tal que

a

‘Aq—Ap‘ = Z |zx| < € paratodos p,q € N tales que ¢q > p=nyo.
k=p+1

Deducimos que para todos p,q € N tales que q > p =n, se verifica que

qa
‘Sq_Sp‘:’Zp+1+2p+2+"'+2q‘$ Z |Zk‘<f
k=p+1

Lo que prueba que la sucesion {Sy}, es decir, la serie > z, cumple la condiciéon de Cauchy vy, por
tanto, es convergente. O

El concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho mas fuerte que el de convergencia
como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que no demostraremos.

Teorema 1.27. La serie > -1 zn converge absolutamente si, y solo si, para toda biyeccion 1t : N —
N, la serie > =1 Zrr(n) €S convergente. Ademds, en tal caso se verifica que
(o]
Zn =
n=1 n

Zr(n)-

M

1

Criterios de convergencia no absoluta para series

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergencia para series de niimeros reales positivos,
que ya debes conocer, para estudiar la convergencia absoluta de una serie de nimeros comple-
jos. Pero, ;qué hacer cuando una serie no es absolutamente convergente? Naturalmente, podemos
intentar comprobar si la serie verifica la condicion de Cauchy, pero este procedimiento con fre-
cuencia es dificil. Pues bien, los siguientes criterios de Dirichlet y Abel proporcionan informaciéon
sobre la convergencia no absoluta.

Teorema 1.28. Sea {a,} una sucesion de niimeros reales y {z,} una sucesion de niimeros com-

plejos.

a) Si {an} es monotona, converge a ceroy la serie > zy, tiene sumas parciales acotadas, entonces
> anzn converge.

b) Si{an} es mondtona, acotada y la serie > z,, converge, entonces >. anz, es convergente.

Ejemplo 1.29. Es inmediato comprobar que la sucesion {(—1)"} tiene sumas parciales acota-
das. Si tomamos una sucesiéon monotona verificando que lim{a,} = 0, el criterio de Dirichlet
nos dice que la serie > (—1)"a, es convergente. ;Te suena este criterio?
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NUMEROS COMPLEJOS EJERCICIOS

1.7 Ejercicios

1.7.1 Numeros complejos

Ejercicio 1.1

Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a + ib.

a) (7 —2i)(5 + 3i) e) (4GS0
b) (i-1)3 f) (1+1i)2
0 A+DR2+D(3+1) ) “,2‘

d) h) i2(1 + )3

Ejercicio 1.2

Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

) fl z) = z f4 z) = 1+22
b) fo(z) =23 e) f5(z) = Z“
) fi(z) =1

Ejercicio 1.3

Calcula las siguientes cantidades.

Q) [(1+1)(2— 1) 0 | @+
b |2 ) [VE+ 2]

Ejercicio 1.4
Calcula los nameros complejos z tales que 7 H—Z es:

a) Un numero real; b) Un numero imaginario puro.

Ejercicio 1.5

Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

a) —v/3-i d) L
b) -3 +1

3
<) V3+i

Ejercicio 1.6

Expresa los siguientes numeros en la forma a + ib:
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Identidad del
paralelogramo

EJERCICIOS NUMEROS COMPLEJOS

a) (-1+iv3)1 d) (—vV3+D)3
o (1)

; 6
0 (440

Ejercicio 1.7

Calcula arg(z w) y arg (%) supuestos conocidos arg(z) y arg(w).

Ejercicio 1.8

Supuesto que |z| = 1, prueba que

arg(@) _ {TF/Z, silm(z) > 0
z+l —1r/2, siIm(z) <O.

Ejercicio 1.9

Sea z = x + iy. Supuesto que |z| =1, z # 1, z # —1i, prueba que

s

{4, sil—-x+y>0,

z-1

arg (221) -

—37", sil-x+y <0.

Ejercicio 1.10

Representa graficamente el conjunto de nimeros complejos que verifican la igualdad |z| = 1T +
arg(z).

Ejercicio 1.11

Resuelve la ecuacién cuadratica az?+bz+c = 0 donde a, by ¢ son nimeros complejos conocidos
ya =+ 0.

Ejercicio 1.12

Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) z2=1+1 d z8=1
b) z4 =1 e) z2+./32iz-6i=0
) z3=-1+i/3

Ejercicio 1.13

Calcula las soluciones de la ecuacion z# + (1 + i)z2 + 5i = 0.

Ejercicio 1.14

Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
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NUMEROS COMPLEJOS EJERCICIOS

lz+wl?+1z-wl? =2(Iz1? + wl?)

para todo z, w € C vy explica su significado geométrico.

Ejercicio 1.15

Dados dos nimeros complejos « y 8, calcula el minimo valor para z € C de la cantidad |z — )%+
1z - BI%.

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser ttil.

Ejercicio 1.16

Prueba las desigualdades:

a) llzl = lwll = |z - w]

b) 1z+wl = 31zl + lwh) | & + 1]

donde z, w son numeros complejos. Estudia también cuando se da la igualdad en cada una de
dichas desigualdades.

Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigualdades entre modulos de nimeros com-
plejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

Ejercicio 1.17

Prueba que ) = ‘ <1lsilzl<1lylal <1ytambiénsi|z|> 1y |al> 1.

Ejercicio 1.18

Estudiese para cada una de las igualdades siguientes si hay algin nimero complejo z € C con
|z| = 1 que la verifica:

a) ‘z3+22+1‘ =3;

b) |24 -2z-i| =4

c) ’26+z3+2’ =4+ ’4+422(.

Ejercicio 1.19

Sea x un numero real que no es multiplo entero de 27r. Prueba las igualdades

n+l
a) 1+ cos(x) + cos(2x) + - - -+ cos(nx) = cos (%x) %
2
n 7 X
b) sen(x) + sen(2x) + - - - + sen(nx) = sen (§x) W
2
Sugerencia: Si llamamos A a la primera suma y B a la segunda, calctulese A + iB haciendo uso de

la féormula de De Moivre.

Ejercicio 1.20

2m
n

21T

SeaneN,nzZyw:cos(T

de las expresiones:

) +isen ( ) Dado un nimero entero m € Z, calctilese el valor
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EJERCICIOS NUMEROS COMPLEJOS

a) 1+w™m+w2m4. .. 4 yh-bm.
b) 1 —w™+w2m _ ...+ (=1)n1yn-Lm
Ejercicio 1.21

Haciendo uso de la formula de De Moivre prueba que:
a) sen(3) = 3 sen(p) — 4sen3((p);

b) cos(4®) = 8cos*(p) — 8cos?(p) + 1;

c) sen(5@) = 5sen(@) — 20 sen3((p) + 16 sen® ().

Ejercicio 1.22

Representar graficamente los conjuntos de nimeros complejos z que verifican:

Q) |z-3] <3; | &L =2
b) 2<|z—i|l <3 g) Im(z2) > 6;
) larg(z)| < §; h) |z—-i| =Im(z) + 1

d |z-il+|z+i]| =4
e) lz—1| =z -2il;

Ejercicio 1.23

Dados dos numeros complejos «, 8 y un namero positivo p # 1, justifiquese que el conjunto

=#| -l

representa una circunferencia en el plano cuyo centro y radio debes calcular.

{ZE(C:

Ejercicio 1.24

Prueba que |z| + |w| = ‘ZE"’ = w/zw’ 4 ‘ZEW 4+ w/zw(.

Sugerencia: la identidad del paralelogramo puede ser util.

Ejercicio 1.25

Encuentra los vértices de un poligono regular de n lados si su centro se encuentra en el punto
z = 0 y uno de sus vértices z; es conocido.

Ejercicio 1.26

Resuelve la ecuacion (z —1)" = (z+1)", dondeze Cyn € N, n > 2.

Ejercicio 1.27

Sea |z1| = |z2| = |z3| = 1. Prueba que z1, z2, z3 son vértices de un triangulo equilatero si, y sélo
Si,z1 +z2 +2z3 =0.
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NUMEROS COMPLEJOS EJERCICIOS

Ejercicio 1.28

Prueba que tres nimeros complejos a, b, ¢ son los vértices de un triangulo equilatero si, y sélo
si, verifican la igualdad a2 + b2 + ¢2 = ab + bc + ca.

Ejercicio 1.29

Dados dos nimeros complejos distintos a, b € C, justifica que % es real si, y solo si, z esta en

la recta que pasa por a y por b;y es real negativo si, y solo si, z esta en el segmento que une a

con b.

Ejercicio 1.30

Sean A, B, C, D nimeros reales tales que A2 + B2 + C2 > D2. Prueba que la ecuacion:
A(z+2Z2)+iB(z—-2z)+C(zz-1)+D(zz+1) =0

representa, en el caso de que sea C + D = 0, una recta en el plano; mientras que si C + D = 0,
representa una circunferencia cuyo centro y radio se calcularan.

1.7.2 Sucesiones y series

Ejercicio 1.31

Estudia la convergencia de las sucesiones:

a) zn = Yn+ina (a eR,lal <1) e) zn:(%n
o in
b) zn =% + o D ozn=(F+igs)"

C) zZn = ’{/E+isen(%) (a>0)

d) z, = nsen(%) + 5icos (%)

Ejercicio 1.32

Sea {z;;} una sucesion de nimeros complejos no nulos y sea @, € Arg(z;,). Supongamos que
rlzlfrc}o Pn=QYy 7lllﬂrrc}o |zn| = p. Justifica que

lim zy, = p (cos() +isen(e)).

Ejercicio 1.33

V2+iT\"
- :

Calcula el limite de la sucesion z, = <1 +

Sugerencia: Expresa z, = |zn| (cos(py) + isen(@y)) y usa el ejercicio anterior.
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EJERCICIOS NUMEROS COMPLEJOS

Ejercicio 1.34

Calcula el limite de la sucesion z,, = n ( N2 (cos (%) + isen (%)) = 1).
Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesion n ( 3/2 — 1) es bien conocido.
Ejercicio 1.35

Seaz € C,con |z| = 1, z # 1. Prueba que la sucesion {z"} no converge (;qué pasa si supones que
converge?). Deduce que si @ es un numero real que no es un multiplo entero de 77, las sucesiones
{cos(np)} y {sen(ng)} no convergen.

Ejercicio 1.36

Estudia la convergencia de las series:

1 n
D 2 o D2y
b) T cos(n)+i sen(n) g > 1+211 oy .
) S cos(n)ﬁ sen(n) h > -L <1+lf)
a Zcos( )+lsel’1( ) 1) Z(Cos( ) +lsen<%))
w _ (3+40)™
) 2 2i(4+30)"+7

0 5 (st + k)

Ejercicio 1.37

Seap € Rcon |[p| <1y 93 € R. Calcula los limites

> pfcos(ng) y > p"sen(n9).
n=0 n=0

Ejercicio 1.38

Prueba que si la serie > z, converge y, para todo n € R, se verifica |arg(z,)| < «, para algun
numero 0 < & < % entonces dicha serie converge absolutamente.

Ejercicio 1.39

Supongamos que las series > z, y > z2 son convergentes y que Re(z,) > 0 para todo n € N.
Demuestra que >’ |z, |2 es convergente.
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2.1

FUNCIONES COMPLEJAS CONTINUIDAD Y LIMITE FUNCIONAL

Funciones complejas

2

Las funciones complejas no son mas que las funciones definidas en subconjuntos de R? con valores
en R? cuando en R? consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A c C, a toda funcion
compleja f : A — C se le asocian dos funciones reales: la funciéon u = Re(f), “parte real de f”, y la
funciéon v = Im(f), “parte imaginaria de f”, definidas para todo (x,y) = x + iy € A por:

u(x,y)=Ref(x+iy), v(x,y)=Imf(x+1iy).

Naturalmente, f(z) = Re f(z) + iIm f(z).
La funcién conjugada de f esla funcion f dada por f(z) = Re f(z) —ilm f(z). La funcién médulo
de f esla funcion | f| dada por | f| (z) = | f(2)].

Continuidad y limite funcional

Definicion 2.1. Se dice que la funciéon f : A — C es continua en un punto a € A si para cada

& > 0 existeun 6 > 0 tal que
zeA

}:> If(z) - fla)| <e.

lz—al <6

Usando una vez mas las desigualdades max{|Re(z)|, |Im(z)|} < |z| < |[Re(z)| + |Im(z)]| se prueba
facilmente que una funciéon compleja f es continua en a si, y so6lo si, las funciones Re(f) y Im(f)
son continuas en a.

Definicion 2.2. Dado un punto a de acumulacién de A, se dice que f : A — C tiene limite en a si
existe un numero complejo L € C con la propiedad de que para cada € > 0 existe un § > 0 tal que

FEA L fe Ll
= z)-L|<e.
O<|z—al<é
Simbolicamente escribimos %11% f(z) =L.
Usando las desigualdades anteriores y llamando a = & + i3, L = A + iy tenemos

lim )Ref(x,y) =A

. B (x,)— (e, B
b s =t = e ) =
(x,)— (e, 8)

De forma analoga se pueden definir limites infinitos o en infinito.

Definicion 2.3.

a) Se dice que f : A — C tiene limite en infinito si hay un nimero complejo L. € C con la pro-
piedad de que para cada &€ > 0 existe un K > 0 tal que si |z| > K entonces |f(z) —L| < &.
Simboélicamente escribimos 2115{)10 f(z) =L

b) Se dice que f : A — C tiene limite infinito en infinito si para todo M > 0 existe K > 0 tal que si
|z| > K entonces | f(z)| > M. Simboélicamente escribimos zlgglo f(2) = .

¢) Se dice que f : A — C tiene limite infinito en un punto a de acumulacion de A si para todo
M > 0 existe 6 > O tal que

- 21 -

Funcion continua

Limite



Continuidad del ar-
gumento principal

2.2

Funcion derivable

DERIVADA DE UNA FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA FUNCIONES COMPLEJAS

zeEA

}=> lf(2) >M

O<l|lz-«al<éd
Simbolicamente escribimos %1311 f(z) = oo.

Observa que hay una completa analogia formal entre las definiciones anteriores y las correspon-
dientes para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de calculo de limites conoci-
das para funciones de una variable real son también validas, con las mismas demostraciones, para
funciones de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

Proposicion 2.4. La funcion argumento principal es continua en C \ Ry y discontinua en R™.

Demostracion. Sabemos que para z € C\ R el argumento principal viene dado por

arg(z) = 2arctan (%) .

Teniendo en cuenta que la funcion arcotangente es continua y que Re(z) + |z| > 0 para todo

z € C\ Ry, deducimos que el argumento principal es continuo en C \ Rj.

_ _ (—=1)" . . _ . T i
Seaa € R™yzy = a+-—,—1i.Claramente 7111_{r°10 Zp = a, pero como 7111_{% arg(zon) = Tlll_r}}o arctan (na)+
-1
na
por tanto el argumento principal es discontinuo en a. O

T=TY Tllggo arg(zon-1) = 7111930 arctan( ) — 1 = —11, concluimos que {arg(z;)} no converge y

Derivada de una funcion de variable compleja

Definicion 2.5. Sea A c Cy f:A — C, se dice que f es derivable en un punto a € An A’ si
existe el limite

f(z)-f

lim (@) e C.
z—a zZ—a

El valor de dicho limite se representa por f’'(a) y se llama derivada de f en el punto a.

La unica novedad de la definicién es que se esta utilizando el producto complejo y eso, como
veremos, hace que la condicién de derivabilidad en sentido complejo sea mucho mas fuerte que la
derivabilidad para funciones reales.

Casos Particulares

a) Cuando A < Ry f(A) € R, la definicién dada coincide con la conocida para una funcion real de
variable real

b) Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado.
SeaACRYyf:A— C. Entonces la funcién f es de la forma f(t) = u(t) + iv(t) donde uy v
son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

f®)-fla) _ u®)-u(a) v()-v(a)
t-a t-a

=
y deducimos que f es derivable en a si, y so6lo si, las funciones u y v son derivables en a, en
cuyo caso f'(a) = u'(a) + iv'(a).

Observa que hay una completa analogia formal entre el concepto de funcién derivable para fun-

ciones de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de

derivacion conocidas para funciones de una variable real son también validas, con las mismas

demostraciones, para funciones de variable compleja.
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2.3

FUNCIONES COMPLEJAS ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

Proposicion 2.6. Sean dos funciones f,g: A — CconAc Cya € AnA’. Supongamos que f y g
son derivables en a. Entonces:

a) (f +9) ’(a) = f'(a) +g’(a)

b) (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

c) Sig(z) + 0 paratodo z € A entonces ( ) (a) = L @@-fla)g'(a)

(9(@)’
También es facil comprobar que laregla de la cadena sigue siendo valida para funciones complejas.

Proposicion 2.7. Sean f : A — Cy g : B — C tales que f(A) < B, y consideremos la funcion
compuestah = g o f : A — C. Supongamos que f es derivable ena € An A’ y g es derivable en
b = f(a) € Bn B'. Entonces h es derivable en a y

h'(a)=g" (f(a)) f'(a) = g (b)f'(a).

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho mas restrictiva
de lo que puede parecer a primera vista.

Teorema 2.8. Sea Q C C un conjunto abierto, a un punto de Q y f : Q — C una funcion de Q en

C. Notemos a = x + i3, u(x,y) = Re f(x +iy),v(x,y) = Im f(x + iy). Equivalen las siguientes

afirmaciones:

a) f es derivable (en sentido complejo) en a = x + if.

b) Las funciones u(x,y) = Re f(x + iy), v(x,y) = Im f(x + iy) son diferenciables en (&, B) y
ademads

ou ov
E(W,B) = @

ou ov
@(‘X!B) = _a(aaﬁ)

(e, B)

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene f'(a) = f' (x + iB) = «, B) + 1aX «, B).

Demostracion. Por definicién, f es derivable si, y sélo si existe un niimero complejo, la derivada
de fena, f'(a) = A+ iu que verifica

lim L@ =f@-QA+iwz=a)l _

zZoa Iz al

Pongamos z = x + iy. Si tenemos en cuenta la igualdad
A+ip)(x+iy—o—if) =A(x—o) —u(y —B) +i(u(x — o) +A(y — B))

y el hecho de que el modulo de un complejo coincide con la norma euclidea (visto en R?), el limite
anterior se escribe como sigue:

. M (x,y),v (x,3)) = (u(x,B),v(,B)) = (Ax—c) —pu(y—B),u(x—c) +A(y=B)Il _
lim ESRECT =0

(x, )= (e, B)

o bien, como (A(x — &) — u(y — B), u(x — x) + A(y — B)) = (2 }”) (;:‘;) se tiene que

(u(x,»),v(x, ) - (u(e, B),v(e, ) — (1 F) (x4
(x,yl)iir%a,ﬁ) H l(x,v) = (e, B)l ( ) ( >H
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PRIMERAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS FUNCIONES COMPLEJAS

La condicién anterior quiere decir que la aplicacion (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) de Q c R? en R?
es diferenciable en («, 8) y su diferencial es la aplicacion lineal dada por

= (3 3) (5)

Por tanto (2 _A“) es la matriz jacobiana de la aplicacion (x, v) — (u(x,y),v(x,y)) en (&, B), esto
es

(0, B) = A, $E (e, B) = —pt, 2 B) = p, Fo (. B) =
Finalmente f'(a) = f'(x+iB) = A + iy = %(cx,ﬁ) + ig—;’c(cx,ﬁ). m]

Este resultado explica porqué si defines, sin pensarlo mucho, una funciéon compleja en la forma
fx+iy) =u(x,y) +iv(x,y) lo mas probable es que, a pesar de lo buenas que puedan ser las
funciones u y v, la funcion asi definida no sea derivable. Pues las funciones 1 y v no tienen por qué
verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque esta es una idea dificil de precisar)
que las funciones complejas derivables son “auténticas funciones complejas” en el sentido de que
sila funciéon f(x +iy) = u(x,y) +iv(x,y) es derivable entonces la expresion u(x, y) + iv(x, y)
debe depender tinicamente de la variable z. Los siguientes ejemplos son ilustrativos.

Ejemplo 2.9.

a) f(x +1iy)=x no es derivable en ningiin punto. Su parte imaginaria es cero y g—)’t = 1. Esta
funcion es la proyeccion sobre el eje OX vista como funcion real. De hecho, como funciéon
real es un polinomio (y de los mas sencillos) y, por tanto, derivable.

b) f(z) = z|z|? sélo es derivable en cero.

c) f(x+1iy)=e*(cos(y)+isen(y)) es derivable en todo Cy f'(z) = f(z) para todo z € C.

2.4 Primeras propiedades de las funciones holomorfas

Funcion holomorfa Definicion 2.10. Sea Q un abierto de C. Una funcion f : Q — C se dice que es holomorfa en Q si
f es derivable en todo punto de Q. En tal caso la funcién definida para z € Q por z — f'(z) se
llama funcién derivada de f.Notaremos por H (Q) el conjunto de todas las funciones holomorfas

Funcién entera  en Q. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman funciones enteras.

Ejemplo 2.11.
a) Las funciones polinémicas, es decir, las funciones de la forma
p(z) =co+C1Z+C22° + - -+ + cpz®

donde cy € C para 0 < k < n, son funciones enteras. La funcion derivada de p viene dada
por p’(z) =c1 +2c2z + 3¢322 + -+ - + nepztL para z € C.

b) Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) = Z((;) donde p(z) y
q(z) son funciones polinémicas, son holomorfas en su dominio natural de definicion Q =
{z € C:q(2) # 0}. La funcion derivada de R viene dada por

R,(Z) _ p’(z)q(z)(;;ﬂz(z)q’(z) (Z c Q)

2.4.1 Propiedades de las funciones holomorfas

Como consecuencia de las reglas de derivacion tenemos el siguiente resultado.
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FUNCIONES COMPLEJAS PRIMERAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS

Proposicion 2.12. El conjunto 3 (Q) de las funciones holomorfas en un abierto Q con la suma y
el producto usual de funciones es un dlgebra.

Proposicion 2.13. Una funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo punto es
constante.

Demostracion. Sea Q un dominio, f € H (Q) tal que f'(z) = 0 para todo z € Q. Fijado zg € Q,
definimos

A={zeQ: f(z)=f(z0)}.

A es no vacio y, por ser f continua, es un cerrado relativo de Q. Veamos que también es abierto.
Seaa € Ay como Q es abierto, existe r > 0 tal que D(a,r) € Q. Tomamos b € D(a,v) y definimos
@:[0,1] - Cpor @(t) = f((1—t)a+th). Como f es derivable, la regla de la cadena nos dice que
@ es derivable y

Q') =f((1-tha+th)(b-a)=0
Por ser @ una funcién compleja de variable real tenemos
@' (t) = Re@) (t) +iImp) =0  (t €[0,1])

Luego (Re)'(t) =0y (Img)’(t) = 0 para todo t € [0, 1]. Puesto que Re @ y Im @ son funciones
reales de variable real definidas en [0, 1], se sigue que son constantes. Luego @ es constante y por
tanto @(0) = f(a) = (1) = f(b) luego b € A. Hemos probado que D(a,r) C A, luego A es
abierto. El hecho de que Q sea un dominio permite concluir que A = Q, es decir, f es constante en
Q.0

Corolario 2.14. Sidos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio y coinciden
en un punto son iguales.

La siguiente proposicion vuelve a poner de manifiesto que la condiciéon de que una funcion sea
holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidad real.

Proposicion 2.15. Sea Q un dominio y f € H (Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) Re(f) es constante en Q.

ii) Im(f) es constante en Q.

iii) La funcion compleja conjugada de f, f, es holomorfa en Q.

iv) f es constante en .

v) | f| es constante en Q.

Demostracion. Pongamos f = u + iv, con u = Re(f), v = Im(f). Es claro que la condicién (iv)
implica todas las demas.
e (i) = (iv)

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann afirman que f'(z) = f'(x + iy) = g—z(x,y) - i%(x,y).
Puesto que Re(f) es constante tenemos g—;(x,y) = g—;(x,y) = 0 lo que implica que f'(z) =0

para todo z € Q de donde deducimos (iv) gracias a la proposicion anterior.

o (ii) = (iv)
Puesto que Im(f) = —Re(if) la implicacién (i) = (iv) ya probada nos dice que la funcién
if es constante y, por lo tanto, f también lo es.

o (iil) = (iv)
Como f es holomorfay f lo es por hipotesis tenemos que f + f = 2Re(f) es holomorfa. Puesto
que Im(Re f) = 0 es constante, deducimos, por (ii) = (iv), que Re(f) es constante y por
(i) = (iv) concluimos que f es constante.
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EJERCICIOS FUNCIONES COMPLEJAS

e (V) = (iv)

Si |f| = o entonces f(z)f(z) = o. Si @ = 0 entonces f es idénticamente nula y hemos

- 2
acabado. Si & # 0 entonces f no se anula en ningtin punto por lo que f(z) = J% es holomorfa

en Q vy, por (iii) = (iv), concluimos que f es constante. O

Observacion 2.16. Estas propiedades de las funciones holomorfas estan muy lejos de ser ciertas
para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una funcién de R? en R? diferenciable que
no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una funcién diferenciable cuyo moédulo
(norma euclidea) es constante.

2.5 Ejercicios

Ejercicio 2.1
Demuestra que si P(z) = ag + a1z + - - - + a»z"™ es una funcion polinémica de grado n > 1, se
verifica que Zlim P(z) = oo.
— 00
Ejercicio 2.2

Estudia la derivabilidad de la funciéon f(x +iy) = x3 + 3x y2 + i(y3 + 3x2y).

Ejercicio 2.3
Sea f : C — C la funcién dada por f(z) = )=y (A1) 5 5 _ 5 4 iy + 0, f(0) = 0. Estudia la

x2+y2
continuidad y la derivabilidad de f.

Ejercicio 2.4

=2
Consideremos la funcién dada para z + 0 por f(z) = 27 y f(0) = 0. ;En qué puntos verifica f
las ecuaciones de Cauchy-Riemann? ;Es f derivable en z = 0?.

Ejercicio 2.5

Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para f(z) = U(p, %) +iV(p, ) donde z = p(cos(9) +
isen(9)). Expresa la derivada de f por medio de las derivadas parciales de U y V.

Ejercicio 2.6

Sea Q un dominio y f € H (Q). Supongamos que hay niimeros a, b, c € R con a2 + b? > 0, tales
que aRe f(z) + bIm f(z) = c para todo z € Q. Prueba que f es constante en Q.

Ejercicio 2.7

Calcula una funcién f € H (C) tal que Re f(x +iy) = x* — 6x2y2 + y* para todos x, ¥ € R. Si
se exige que sea f(0) = 0, entonces dicha funcién es tnica.
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FUNCIONES COMPLEJAS EJERCICIOS

Ejercicio 2.8

Calcula una funcion f € 4 (Q) tal que
a) Im f(x,y) = 3 log (x? + »2),

b) Im f(x,y) = xy,

c) Ref(x,y)=x%—-4x - y2+2y,0
d) Re f(x,y) = eXcos(y) + x.

Ejercicio 2.9

Encuentra una condicién necesaria y suficiente que deben cumplir los nimeros reales a, b, c
para que exista una funciéon f € H (C), verificando que Re f(x + iy) = ax? + bxy + cy? para
todos x,y € R. Determina, cuando dicha condiciéon se cumpla, todas las funciones enteras f
cuya parte real es de la forma indicada.

Ejercicio 2.10

Sea f(x +1iy) = u(x,y) + iv(x,y) una funcion holomorfa. Prueba que las curvas de nivel
u(x,y) =c,v(x,y) =k son dos familias de trayectorias ortogonales.
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3.1

FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES LA FUNCION EXPONENCIAL

Funciones complejas elementales

3

La funcion exponencial
Una de las formas de definir la exponencial de un ntmero real x es mediante el limite
i n
X = %1_1;.}0 (1 + %)

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un nimero complejo seria calcular el
anterior limite para z € C. Llamemos z = x + iy. Consideraremos que » + 0, puesto que si y =0
tendriamos que z = x seria un namero real. Pongamos wy, =1 +z/ny

y
= arctan L .
on (1 - )

Sea ng tal que para n > ng se verifique que Re(wy) > 0. Entonces, para n > mng resulta que
@n = arg(wy). Por otra parte, el médulo de wy, viene dado por
2 2 2
2
lwn|® = ‘1+%‘ =(1+%) + 2%

Tenemos ahora, gracias a la formula de De Moivre que
n 2 2 Nn/2
(W)™ = (1 + %) = [(1 + %) + %] (cos(n@y) + isen(ney)).

Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es

. n : x\2 , y? n/2 .oom (2x , x% | y? x
%%'wn| :%l_l:l;lo (1+ﬁ) +W = exp 1/111—1:1’0105(74_?4_?) =e".

Ademas, la sucesion {@y} es asintOticamente equivalente a la sucesion { 13:;7/171 } Por tanto

; _ T yin_ _
Jim nen = lim nysgs =y

En consecuencia, tenemos que
z n . .
lim (1+2)" = lim (we)" = lim |wa|" (cos(n@n) + isen(ngn)) = eX(cos(y) + isen(y)).

Definimos, por tanto, la exponencial compleja como

e? =exp(z) = lim (1 + %)n = eRe(@) (cos(Im(z2)) + isen(Im(z))).

Observa que |e?| = eRe(Z) Im(z) e Arg(e?). En particular, obtenemos la férmula de Fuler

el = cos(t) +isen(t) (teR)

que establece unarelacién entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. Haciendo
t = 1T tenemos la singular igualdad
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3.2

Logaritmo

Logaritmo principal

LOGARITMOS COMPLEJOS FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES

e™+1=0

en la que intervienen los nimeros mas importantes de las matematicas. De la formula de Euler se
deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

cos(t) = % sen(t) = eitgffﬁ (t € R)

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se deduce que la funcién exponencial es una funciéon
enteray exp’(z) = exp(z). Se prueba facilmente que e?*¥ = e¢?eW para todos z, w € C. Se deduce
que para todo z € Cy todo k € Z es e? = ¢2+2kTi 10 que nos dice que la exponencial compleja
es una funcion periodica con periodo 27ri. Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la
exponencial real que es una funcién inyectiva. Observa que la exponencial no se anula nunca pues
leZ| = eRe(@) > 0,

Logaritmos complejos

El comportamiento periddico de la exponencial compleja se va a traducir, como vamos a ver en-
seguida, en que la ecuacion e = z, donde z es un nimero complejo no cero, va a tener infinitas
soluciones w € C. Como

eV = eReW) (cos(Im(w)) + isen(Im(w)))

Para que eV = z es necesario y suficiente que:

o |e¥| = |z|, esto es, eRe(W) = |z| es decir, Re(w) = log |z| (logaritmo natural del nimero real
positivo |z]).

o Arg(e%) = Arg(z),estoes,Im(w) € Arg(z) y esto se cumple si, y sélo silm(w) = arg(w) +2krr,
conk e 7.

Hemos probado que {w € C: e¥ = z} = {log|z| + i(arg(z) + 2km),k € Z}. Por tanto, existen

infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacion e = z. Cualquiera de ellos se llama un

logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Log(z). De entre todos ellos

elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

log(z) =log|z| + iarg(z), paratodo z € C*.

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2ktr para algin entero k.
Es importante que observes que la igualdad log(zw) = log(z) + log(w) que es valida para los
logaritmos de los niimeros reales positivos, no es siempre cierta cierta para nimeros complejos.
Por ejemplo:

log(—1 +iv3) =log| — 1+ iV3| + iarg(—1 + i/3)
=1log(2) + i(arctan(—v3) + 11) = log(2) + i4"
log(—+/3 +1i) =log| — /3 +i| +iarg(—/3 + 1)
=log(2) + i(arctan(~1/+3) + 1) = log(2) + i °F
log((—1 +iv3)(=v3 + 1)) = log(—4i) =log(4) — i
+log(~1 +iv3) +log(—3 + i) = log(4) + i3 .

Lo que esta claro es que el numero log(z) + log(w) € Log(zw), es decir, log(z) + log(w) es un
logaritmo de zw pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.
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3.3

FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES POTENCIAS COMPLEJAS

Como la funcion z — arg(z) es continua en C\ Rj y discontinua en Ry, se deduce que el logaritmo
principal es discontinuo en R y continuo en C\ Ry . De hecho, el logaritmo principal es una funcion
holomorfa en el dominio C\ R . Esto puedes probarlo usando las condiciones de Cauchy-Riemann
aunque en este caso es mas facil proceder como sigue. Seaa € C\ Ry y b = log(a). La funciéon

ev—eb
w-b

h(w) = h(b) = e?

es continua en todo C. Ademas h(b) # 0y, por tanto, hay algin » > 0 tal que h(w) = 0 para
todo w € D(b,r). Como la funcion logaritmo principal es continua en a, deducimos que hay un
s> 0tal que w = log(z) € D(b,r) siempre que z € D(a,s). Teniendo en cuenta que la funcién
logaritmo principal es inyectiva, podemos escribir para z € D(a, s):

log(z)—log(a) 1 : log(z)—log(a) _ 1 1
z-a = Rlogzn — Lm =53 = hlog@) ~ a-
Hemos probado, pues, que log’ (z) = % para todo z € C\ Rg.

Potencias complejas

Recuerda que dados dos numeros reales a > 0 y b € R, la potencia de base a y exponente b se
define como a? = ¢?108(@) Ahora, dados a, b € C, con a + 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
de a, todos ellos son de la forma log(a) + i2ktr, con k € Z. Por ello, cualquier nimero complejo
de la forma e?(og(@)+i2km) qonde k € Z, es una potencia de base a y exponente b. De todas ellas
se destaca una:

abl = eblog(a)

y dicho ntimero se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si
b =1/n donde n € N, el nimero

1/

a'/™ =exp (% 108((1))

loglal | -arg(a)>

:exp( > ==

= la|t/" (cos (%m)) + isen(%m)))

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por %/a. Esta definicion da
lugar a las funciones exponenciales complejas de base a, z — a?, definidas por a® = exp(zlog(a))
que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcién potencia compleja de exponente b, z — z?, definida por z¥ = exp(blog(z))
es holomorfa en C \ R .

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad a?*t¥ = a? + a¥ pero las fun-
ciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la propiedad (zw)? =
zPw? Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blog(z) + blog(w))
0, puesto que la funcién exponencial es periédica de periodo 27ri, cuando se verifique que
blog(zw) = blog(z) + blog(w) + 2krri, paraalgunk € 7.

Como caso particular, cuando z y w pertenecen al primer cuadrante laigualdad log(zw) = log(z) +
log(w) es cierta con lo cual lo anterior se cumple para k = 0. Por los mismos motivos la igualdad
(zb)¢ = zP€ no es cierta en general.
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3.4

3.4.1

Identidad
fundamental

Foérmulas de adicion

Relacion con las fun-
ciones hiperbolicas

3.4.2

3.5

3.5.1

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMPLEJAS FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES

Funciones trigonométricas complejas

Seno y coseno complejos

Las ecuaciones de Euler: cos(t) = % sen(t) = eltgfﬂt , validas para todo t € R, también tienen
sentido para numeros complejos. Por ello, para todo z € C definimos el coseno y el seno complejos
por:

iz —iz iz__,—iz
cos(z) = &—, sen(z) = &5

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y coseno reales.
Ademas, como el coseno y el seno complejos esta definidos como combinacién de exponenciales,
sus propiedades se deducen facilmente a partir de las propiedades de la exponencial.

Proposicion 3.1. Seanz, w € C.
a) cos?(z) +sen?(z) = 1.
b) cos(—z) = cos(z), sen(—z) = —sen(z).
c) sen(z +w) = sen(z) cos(w) + sen(w) cos(z),
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sen(w) sen(z).
d) Las funciones seno y coseno son derivables en todo C con

sen’ (z) = cos(z) y cos’ (z) = — sen(z).

e) cosh(x) = cos(ix) y senh(x) = —isen(ix).

f) Las funciones seno y coseno complejos no estan acotadas, aunque si lo estdn en bandas acotadas
paralelas al eje real.

g) Las funciones seno 'y coseno complejas no tienen mds ceros que los reales, esto es, sen(z) = 0 si,
v solo si, z es real de la forma 2kt y cos(z) = 0 si, y solo si, z es real de la forma % + k1T,

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcion tangente compleja como

_ sen(z)
" cos(z)

tan(z) (cos(z) # 0).

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es una funcion holomorfa
en su dominio de definiciéon C\ {z : cos(z) = 0}. Ademas sabemos que cos(z) = 0 solo si z es real
de la forma z = % + k7T para algun k € Z.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades del seno y el coseno.
Por ejemplo, puedes comprobar que

tan(z) + tan(w)
1 - tan(z) tan(w) °

tan(z +w) =

Funciones trigonométricas inversas

Arcocoseno complejo

Dado un numero complejo z € C se trata de calcular los complejos w tales que cos(w) = z.
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iw —iw , .
=z = eWre ™ -22z=0

puesto que exp(w) # 0 para cualquier w, podemos multiplicar por e'¥ la expresion anterior:
e2iW _2zeW 1 1 = (. Poniendo u = e¥, la ecuacién anterior podemos escribirla u? —2zu +1 = 0,
cuyas raices son

U=z+VZz2 -1 =2z=+iV]l —2Z2.

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra pues su producto
es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) =z + iVl — 22 = iweLog(zri 1722) = cos(w) = z.

Naturalmente, hay infinitos valores de w que verifican la igualdad anterior. El conjunto de todos
ellos se representa por Arccos(z).

Arccos(z) = %Log (z +ivl — 22) .

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le llamamos valor principal de
Arccos(z) que esta definido por:

arccos(z) = %log (z +1iVl — 22) .

Veamos que el arccos(z) extiende al arcocoseno real. En efecto, para z = x € [—1, 1] tenemos que:
%(log ‘x+iv1 —xz‘ +iarg<x+i 1 —x2)>
% (log(l) +iarg (x + iVl — xz))

%log<x+i 1—x2)

=arg(x+i 1—x2>.

Observemos que (x,+1 — x2) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unidad y una
medida del angulo que forma el nimero complejo x + iv1 — x2 con el eje real positivo es preci-
samente el arco cuyo coseno es x. Ademas, para x € [—1,1] se tiene que 0 < arccos(x) < .
Deducimos que arg (x + iVl — x2> = arccos(x).

Teniendo en cuenta que v1 — z2 = exp (% log(1 - 22)), y que el logaritmo principal es holomorfo

en C\ Ry, deducimos, por la regla de la cadena, que la funciéon z — V1 - z2 es holomorfa en el
conjunto

Q={zeC:1-22¢Ry|=C\(1-0,-1]U[L,+w[).
Analogamente log (z + iVl — 22) es derivable en el conjunto
01 ={ze(:z+iﬁ$ﬂ2{6}.
Como z + iv1 — 22 yz-— iv1 — z2 son inversos, tenemos que

. . R™
z+iVl-22€eR;, = z—-iVl-22€eR; = {%Eiﬂ%} = z€]-o,-1]

deducimos que Q1 = C\] — o0, —1] D Q. Luego el arcocoseno es holomorfo en Q. La regla de la
cadena nos permite calcular su derivada
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3.5.2

3.5.3

3.6

EJERCICIOS FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES

. -z

1 1+i+==

arccos’(z) = - ———H==_
T z+iV1-2z2

1 V1-2z2-iz -1

V1-22iz-V1-22 J1-22°

Arcoseno complejo

Dado un niimero complejo z queremos calcular los complejos w tales que sen(w) = z. El conjunto
de tales ntmeros lo representaremos por Arcsen. Aunque podemos repetir el mismo proceso an-
terior, podemos aprovechar lo ya hecho y observar que sen(w) = cos (% - w), luego sen(w) = z

si, y s0lo si, % -—w e %Log (z + i1 — 22). Equivalentemente si
we %+iLog(z¢iv1—22).

El valor principal del arcoseno, que notaremos por arcsen(z), se define eligiendo el logaritmo
principal:

arcsen(z) = 7 +ilog (z+iv1-22), zecC

y es una funcién holomorfa en C\] — co, —=1] U [1, +oo[.

Arcotangente compleja

Dado z € C queremos calcular los nimeros complejos w tales que z = tan(w) o, lo que es lo mis-
mo, z cos(w) = sen(w). El conjunto de todos ellos lo representaremos por Arctan(z). Escribiendo
la definicion de seno y coseno

eiwfe—iw _ einrefiw
21 - 2 :

Si z = #i, la ecuacién anterior no tiene solucién por lo que consideramos z + =*i. Multiplicando
por e'¥ = u la expresion anterior resulta

u2—1:iz(u2+1):>u2(1—iz)=1+iz

puesto que z # —i podemos escribir u? = %fi esto es,
eZiw_1+iz(:)weiL0 (l+iz> (z + +1)
= 1-iz 2i 08 \ 142 .
Definimos entonces el valor principal de Arctan(z) por:
arctan(z) = %ilog (if:i) (z + +1).

Puedes probar ahora que la funcion arctan(z) es holomorfaen C\ {ip:p € R, [p]| > 1}.
Es facil probar que la funcién arcotangente compleja, al igual que ocurre con las demas funciones
trigonométricas complejas, extiende a la funcion arcotangente real.

Ejercicios
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Ejercicio 3.1

Expresa los 8 nimeros +1 =i, ++/3 =i enla forma rei®.

Ejercicio 3.2

EJERCICIOS

Calcula el médulo y los argumentos principales de los nimeros 1 + ei®, 1 — e!?, —qel® donde

@l <mTya>0.

Ejercicio 3.3
Calcula log(z) y Log(z) cuando z es uno de los nimeros siguientes

i, —i, e 3, e, 4, —5¢, 1 + i.

Ejercicio 3.4

Calcula log(31) +log(—1 + iv/3) y log (3i(—-1 + i/3)).

Ejercicio 3.5

Calcula log(—1 —1i) —logiylog (711-71‘).

Ejercicio 3.6

Calcula (—4)%, i73t i 12¢ 31-i ((={)D)i (1 + i)l
Ejercicio 3.7

a) Estudia, para z € C* y n € N, las igualdades:

i) log(exp(z)) = z,
ii) exp(log(z)) = z,
iii) log (1) = ~log(2),
iv) log( %/Z) = 8@

v) log(z™) = nlog(z).

b) Prueba que la funcion logaritmo establece una biyeccion entre los conjuntos C\ Ry y Q =

{ze C¥: -t <Im(2) < 1}.

Ejercicio 3.8

Con una interpretacion adecuada de la suma justifica que Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w), y que

Log(zw) = Log(z) + Log(w).
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Ejercicio 3.9

Estudia, interpretandolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igualdades:

a) Log[a’] = bLlog(a),

b) logla’] = bLog(a),

c) log(a?) = blog(a).

Ejercicio 3.10

Indica el error en los razonamientos siguientes: (—z)2 = z2; por tanto 2Log(—z) = 2Log(z) v,
por consiguiente, Log(—z) = Log(z).

Ejercicio 3.11

Explica con detalle donde esta el error en las igualdades siguientes:

i= (FDMES PR = (1)P2 =22 = i

Ejercicio 3.12

Calcula la imagen por la funcién exponencial de:

a) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.

b) Una banda horizontal de anchura menor que 27r.

¢) Un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados.
d) El conjunto {z € C: |z| > 7}.

Ejercicio 3.13

;Tiene la funcién exponencial limite en infinito? Dado w € C con |w| = 1, estudia la existencia
del limite lim exp(» w).
¥ —+00

Ejercicio 3.14

Sea f : C — C una funcion verificando f(z + w) = f(z)f(w), para z,w € C. Probar que si
f es derivable en un punto entonces f es entera. Encontrar todas las funciones enteras que
verifiquen la condicién anterior. Dar un ejemplo de una funciéon que verifique dicha propiedad
Yy NO sea entera.

Ejercicio 3.15

Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto [a?] de las potencias de base a y
exponente b sea finito.

Ejercicio 3.16

Estudia qué relacién hay entre los conjuntos [a™/"] y [(a™)}/"], donde a € C*, m,n € N,
n > 2. ;Qué puede afirmarse, en particular, cuando m y n son primos entre si?.
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Ejercicio 3.17

Sean p > 0, « < B tales que p«x, pB, &, B € [—m,1]. Prueba que z —~ zP es una biyeccion de
Q1 ={zeC*:x<argz < B} sobre Q» = {ze C*:px <argz < pp}.

Ejercicio 3.18

Calcula las partes real e imaginaria de los nameros sen(1 + i), cos(1 — i), tan(1 + 21).

Ejercicio 3.19

Indica los conjuntos de puntos z € C donde las funciones e?, sen(z), cos(z), tan(z), arcsen(z),
arctan(z) toman:

a) Valores reales.

b) Valores imaginarios puros.

Ejercicio 3.20

Calcula Arcsen(1 + i), Arctan(1l — i), arcsen(i), arctan(21i).
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4.1

4.1.1

4.1.2

SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ANALITICAS SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

Series de potencias. Funciones analiticas

B

Sucesiones y series de funciones

Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones, como su nombre indica, es una sucesion cuyos elementos son funciones.
Formalmente, es una aplicaciéon que a cada nimero natural le asigna una funcion, en nuestro caso
una funcién compleja.

Definicion 4.1. Sea {f,} una sucesion de funciones con f;, : A ¢ C — C. Decimos que {fn}
converge puntualmente en un punto a € A si la sucesion de niumeros complejos {f(a)} es con-
vergente. Llamaremos campo de convergencia puntual de la sucesion {f,} al conjunto

C={zeA: {fn(2)} converge}
y llamamos limite puntual ala funcién f : C — C definida por
£(2) = lim {fn(2)}.
Se dice que {fy} converge uniformemente auna funcién f en un conjunto B < A si
&i{l}osup{|fn(z) -f(z)|:zeB}=0

es decir, para todo € > 0 existe un numero ng € N tal que para todo n > ng se verifica que
| fu(z) — f(2)| < € para todo z € B.

Series de funciones

Dada una sucesion de funciones {f,,} podemos formar otra cuyos términos se obtienen sumando
consecutivamente los de la primera, esto es:

S, i+, A+o+fa it e+ o+ S

Dicha sucesion la representaremos por Z fn vlallamaremos serie de término general fy,.
nx1
Puesto que las series de funciones son sucesiones de funciones, los conceptos de convergencia

puntual, campo de convergencia puntual y convergencia uniforme para series de funciones no
precisan de nueva definicién.

La serie > ;=1 fn se dice que converge absolutamente en un punto a € A cuando la serie de los
modulos, > ,.51 | fn(a)]|, converge. Se define el campo de convergencia absoluta como el conjunto

nx1

<|z EA: D |fu(2@] Converge]»

Al igual que para series de nimeros complejos la convergencia absoluta de una serie de funciones
implica convergencia pero no al contrario.
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SERIES DE POTENCIAS COMPLEJAS SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ANALITICAS

4.2 Series de potencias complejas

Dada una sucesion de numeros complejos {cn}nen, Y un numero a € C consideremos la sucesion
de funciones

Sfo(z) = co,

fn(2) =cn(z-a)", n=1.
La serie definida por esta sucesion de funciones, es decir, la sucesion

{co+cl(z—a)+cz(z—a)2+ ce +cn(z—a)”}

Series de potencias ~ Se representa por > ,-oCn(z —a)" y se llama serie de potencias centrada en a. La sucesion {cy}
recibe el nombre de sucesion de coeficientes de la serie.

Lema 4.2. Supongamos un niimero positivo p > 0 tal que la serie >, |cn| p™ sea convergente.
Entonces se verifica que la serie >, cn(z — a)™ converge absolutamente en el disco D(a, p).

Dada una serie de potencias >, cn(z — a)™ puede ocurrir:
1) La serie solamente converge para z = a. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial.
2) La serie converge absolutamente para todo z € C.
3) Hay un numero 0 < R < +o0 tal que la serie converge absolutamente en D(a,R) y no converge
para |z — a| > R. El disco D(a, R) se llama disco de convergencia de la serie.
Radio de con- Al nimero R se le llama radio de convergencia de la serie. En el caso primer convenimos en que
vergencia R = Oy en el segundo R = +o.

Dada una serie de potencias no trivial, llamaremos dominio de convergencia de la serie al conjunto
a) Q=C si R=+o
b) Q=D(a,R) si Re R™"
Para obtener el radio de convergencia de una serie de potencias de forma practica podemos aplicar
alguno de los criterios siguientes.

Criterio del cocien- Teorema 4.3. Dada una sucesion de niimeros complejos {cy} supuesto que
teodeD'Alembert ) ¢, = 0 para todo n a partir de un indice en adelante, y que
b) lim 1l = [ e R U {+00}
N0 lCnl
entonces R = 1/L con los convenios: R =0 siL = +o0 YR = +o0 siL = 0.
Demostracion. Para obtener este resultado basta aplicar el criterio del cociente a la serie Z len(z —a)™ .

n=0
Tenemos

, cns1(z —a)ntl i
1m = 11m
n-«  |cu(z —a)?| n—o

Cn+1

|z—al=L|z-al.

Deducimos que:

a) SiL |z—al| <1 laserie converge,

b) SiL |z —al > 1 la serie no converge,

y concluimos que R = 1/L con los convenios anteriores. O
De forma analoga se obtiene el siguiente resultado.

z 3 n _ + _ . .
Criterio dela Teorema 4.4.  Si ,PE}O Yienl = L € Rj U {+} entonces R = 1/L con los mismos convenios
raiz o de Cauchy anteriores.

El siguiente lema es muy util para calcular la suma de algunas series.

Lemade Abel Lema 4.5. Supongamos que la serie > ,>ocnz™ converge en un punto zo de la frontera de su
disco de convergencia. Entonces se verifica que:
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(o] (o]
g n n
lim > enrzo)" = > cnzf.
0<r<1 n=0 =0
Teorema 4.6. Sea a un niimero complejo, > >0 cn(z — a)™ una serie de potencias no trivial y Q
su dominio de convergencia. Sea f : Q — C la funcion suma de la serie, esto es,

f(2)=> cn(z—a)", zeq.
n=0

Entonces f es indefinidamente derivable en Q y para cada k € N su derivada k-ésima se obtiene
derivando k veces la serie término a término, esto es:

fRz=Snm-1)---m-k+Denz-a)" %, zeqQ.
n=k

En particular f®a = k! cy o, lo que es lo mismo, ¢y = f(kk;“ para todo k € N u {0} .

Definicion 4.7. Sea f una funcion indefinidamente derivable en un abierto Q c Cy sea a € Q.
La serie de potencias

> &,(a) (z-a)"

n=0 n
se llama serie de Taylor de f en el punto a.
Corolario 4.8. Las unicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su funcion sumay).
El resultado anterior nos lleva a definir el concepto de funciéon analitica.

Definicion 4.9. Sea Q < C un abierto, se dice que una funcién compleja f : Q — C es analitica
en O cuando localmente puede representarse como la funciéon suma de una serie de potencias.
Con precision, para cada punto b € Q hay un disco abierto D (b, p}) < Q y una serie de potencias

> ol z-b"
n=0
cuyo dominio de convergencia contiene a D (b, pj,) tal que
f(z)= Z cﬁh)(z - b)" paratodo z € D(b, pp).
n=0

En virtud del teorema anterior, deducimos que una funcion analitica f en Q es indefinidamente
derivable en Q y todas sus derivadas son también analiticas. Ademas se tiene que

(b) _ f"”(b)_

Cn = T

Equivalentemente, una funcion f es analitica en un abierto Q si es indefinidamente derivable en
dicho abierto y para cada punto b € Q la serie de Taylor de f en b converge y su suma es igual a
f en algun disco abierto centrado en b y contenido en Q.

El siguiente resultado es uno de los resultados mas sorprendentes de la teoria de funciones holo-
morfas. Para que comprendas bien su alcance conviene que tengas en cuenta los siguientes ejem-
plos.

Ejemplo 4.10.

a) Una funcion derivable una vez pero no dos veces derivable.
Sea f : R — R la funcion dada por:
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Teorema de Taylor

4.3

EJERCICIOS SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ANALITICAS

Fx) = {—XZ/Z, six <0

x2/2, six=0

La funcion f es derivable y su derivada viene dada por:

f(x) =

{fx, six <0
X, six=>0

Es decir, f'(x) = |x|, que no es derivable en x = 0.

b) Una funcion indefinidamente derivable cuya serie de Taylor en un punto no converge a la
funcion.
Sea f : R — R la funciéon dada por:

_ (exp(-1/x?), six<0
f(x)—{o, six =0

La funcién f es indefinidamente derivable y sus derivadas en x = 0 son todas nulas, f (" (0) =
0 para todo n € N. Por tanto la serie de Taylor de f en x = 0 es la serie nula. Sin embargo f
no es nula en ningun intervalo abierto que contenga a 0.

El siguiente resultado nos dice que para funciones complejas derivables estas situaciones no se
pueden dar.

Teorema 4.11. SeaQ C Cunabiertoy f : Q — C una funcion derivable (holomorfa) en Q). Entonces

se verifica que f es analitica en Q. Con mds precision:

a) f es indefinidamente derivable en Q;

b) Para cada punto a € Q la serie de Taylor de f en a converge por lo menos en el disco mds grande
centrado en a y contenido en Q y su suma en dicho disco es igual a f. Es decir

f(z)= Z (a) —a)" paratodoz € D(a,r) C Q.

Este resultado pone de manifiesto la gran diferencia que hay entre la derivabilidad en el campo real
y en el campo complejo. En el campo real podemos tener una funcién que sea continua pero no
derivable; continua y derivable pero sin derivada continua; de clase C! pero no dos veces derivable,
etc. Esto es, con notacion que se explica por si sola

C()2DYI) 2C ) 2D*() 2C%(I) 2 ---2C*U) 2 FA()

En variable compleja esta cadena de conjuntos se reduce a dos C(Q) y H (Q) = FA(Q).
Ejercicios

Ejercicio 4.1

A\ N
Z—”) con z # i.

Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones Z (Z_l

nx=1

Ejercicio 4.2

_i\" ,
Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones Z % (gilzl) ,con z + 2i.

nx1
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Ejercicio 4.3

Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:
a) > exp(-nz),

n=0

b > s

n=0

o > exp(-nz?).

n=0

Ejercicio 4.4

Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

2n+3\1° n d anzzn

a) Z (2n+6) z ) ngo

n=1 \ en) _n
b) > Ezn e mnz 2

n=1 e n=0

= Z2n f) (2n)n?" _n
) a+2r 2nn!(3n)!

=il n=0

Ejercicio 4.5

Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las series:

a) > z",

nx=1

Z‘Vl
b > o,
nx=1
i
nZl
nx=1
(=D" _3n-1
d) log(n) :
n=2

)

Ejercicio 4.6

Expresa % como suma de una serie de potencias centrada en un punto a + 0 e indica en dénde
es valida dicha igualdad.

Ejercicio 4.7

Expresa ﬁ como suma de una serie de potencias.

Ejercicio 4.8

Sea a € C*. Justificaque (1+2)% =1+ > Wz", para |z | < 1.
n=1
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EJERCICIOS

Ejercicio 4.9

SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ANALITICAS

Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funcién f, y calcular el
radio de convergencia de la serie resultante en cada uno de los siguientes casos:

a) f(z) = (z+1
b) f(z) = log (2? —3z+2).

o) f(z) = cos?(z).
d) f(z) = arctan(z).

Ejercicio 4.10

8

Prueba que log(1 + z) =

”, Vz e D(0,1).

a) Deduce que para todo 6 €] — 1r, 7t[ se tiene:

> ¢
n=1

U " cos(no) = log (2 cos(9 ) z

sen(nf) =

b) Cambiando z por —z, deduce que para todo 6 €]0, 21| se tiene:

Z cosf:l@) = —log (2 Sel’l(g)) ;
n=1
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5.1

5.1.1

5.2

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE REAL CON VALORES COMPLEJOS

Integracion de funciones complejas

5

Integracion de funciones de variable real con valores complejos

En lo que sigue consideraremos funciones @ : [a,b] — C acotadas y continuas salvo, quizas, en un
conjunto finito de puntos. Definimos la integral de @ en [a, b] como el nimero complejo

b b b
j cp(t)dt:J Re(p(t)dt+iJ Im@(t) dt.
a a a

Indicamos a continuacion las propiedades principales de la integral que acabamos de definir. Todas
ellas se deducen con facilidad de las propiedades correspondientes de la integral de funciones
reales de variable real que suponemos conocidas.

Propiedades
Proposicion 5.1. Sean @, ¢ :[a,b] — C integrables y A, u € C. Se cumple que
b b b
[[aow supwn at=a[ owatsu| v
a a a
Proposicion 5.2. Sea @ :[a,b] — C integrable, entonces
b
I
a
Proposicion 5.3. Sia <c <b,y @ :[a,b] — C es integrable, se verifica que
b c b
[o-fo['s
a a C

t
Teorema 5.4. Si@:[a,b] — C es continua, la funcion dada por G(t) = Ll @(s)ds parat € [a,b]
es una primitiva de @ en [a, b].

b
< L || <sup{|l@p(t)|:a<t=<b} (b-a).

Proposicion 5.5. SeaF :[a,b] — C derivable con derivada integrable, entonces
b
["Fwar=km) - Fa.
a

Proposicion 5.6. Sea A : [c,d] — R una funcion estrictamente creciente con derivada continua.
Entonces

A(d) d
J @(s)ds = J @ (A(t)) A'(t) dt.
A(c) c

Curvas en el plano

Definicion 5.7. Una curva en C es una aplicacién continua y : [a,b] — C. Hay que distinguir
entre la curva y su imagen (también llamada traza o soporte), que notaremos por y* = y([a, b]).
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Curva cerrada

Curva regular

Camino

Longitud de
una curva

5.2.1

Curva opuesta

Yuxtaposi-
cion de curvas

5.2.2

CURVAS EN EL PLANO INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS

Al punto y(a) se le llama punto inicial de la curva y y a y(b) punto final. Ambos reciben el nombre
de extremos de la curva.

Se dice que y es una curva cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es, y (a) = y (b).
Diremos que una curva es regular sila aplicacién que la define es derivable con derivada continua,
esto es, es de clase CL.

Definicion 5.8. Unacurvay:[a,b] — Cesregu-
lar a trozos, y la llamaremos un camino, si existe
y una particion de [a,bl,a=tg <t; <...<tp-1 <

e ~~ tn = b de manera que y|[;, ,,t,] €S regular para
. 1<k=<n.

1
J \y Definicion 5.9. Siy:[a,b] — Cesun camino se

b
/ define la longitud de y por £(y) = Ll |y’ (t)| dt.
y(a)

Ilustracion 5.1

A y(b)

-
y

Operaciones con curvas

Curva opuesta de y

Definicion 5.10. Llamaremos curva opuesta de una dada y : [a,b] — C, y la notaremos por
-~y :la,b] — C, ala curva definida por

=)@) =y b+a-t).

Se trata de una curva que tiene la misma traza que y pero la recorre en sentido contrario, esto es,
el punto inicial de ~y es el punto final de y y viceversa.

Yuxtaposicion de curvas

Definicion 5.11. Dadasdoscurvasy:[a,b] - Cyo :[c,d] - Ccony (b) = 0(c),definimos una
nueva curva que llamaremos yuxtaposicion de y y o o también suma de y y o,y la notaremos
por y + o, como

y(t), sia<t<b

W*U)(t):{g(c_bm), sib<t<b+d-c

Geométricamente se trata de pegar las trazas de y y o juntas, de ahi que se exija que y (b) = o (c),
esto es, que podamos pegarlas de forma continua. Evidentemente en los puntos de uniéon entre

una curva y otra puede que no haya derivabilidad. Es facil probar que (y + o)* =y * u o*.
Observa que la yuxtaposicion de dos caminos también es un camino.

Ejemplos de curvas

Ejemplo 5.12.
a) Segmento de origen z y extremo w. Es la curva y : [0,1] — C definida por
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5.3

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS INTEGRAL CURVILINEA

y()=0-t)z+tw

Notaremos a esta curva como y = [z, w]. Resaltemos que no se trata de un intervalo en C ya
que no hemos definido ningtin orden.
Es facil comprobar que [z, w] = [w, z]

b) Circunferencia de centro a y radio 7. Es la curva y : [—m, w] — C definida por

y(t) =a+rett

La vamos a representar por el simbolo C(a, v). No hay que confundir a la curva con su imagen,
que en este caso es una circunferencia y que notamos como C(a,r)* c C.
¢) Poligonal de vértices zg, z1,...,z 5. Es la curva

[z0,z1] + [z1,22] + ... + [Zn-1,2Zn]

y la representaremos por [zg, z1,--.,2Zxn]- La poligonal es un camino, es decir, es una curva
regular a trozos.

Curvas equivalentes

Definicion 5.13. Doscurvas y:[a,b] - Cy o :[c,d] — C se dice que son equivalentes cuando
existe una aplicacion @ : [c,d] — R cumpliendo

a) @ € Cl(lc,d)),

b) @’(u) > 0 para todo u € [c,d],

0 @lc)=a,@d) =b

y tal que y o @ = . En tal caso se dice también que o es una reparametrizacion de y.

Dos curvas equivalentes tienen la misma traza, mismo punto inicial y mismo punto final.

Integral curvilinea

Definicion 5.14. Sea y :[a,b] — Cun caminoy f : y* — C una aplicaciéon continua. Definimos
la integral de f a lo largo del camino y como el nimero complejo

b
I f(z)dz :J Fly @)y’ (t)dt.
Y a

Observemos que t — f(y(t))y’(t) es una funcién de variable real con valores complejos, luego la
integral de la derecha es la integral que ya hemos definido antes.

En lo que sigue notaremos C(y*) el espacio vectorial complejo de las funciones complejas conti-
nuas en y*.

Propiedades

Proposicion 5.15. Siy:[a,b] — Cyo :[c,d] — C son curvas equivalentesy f € C(y*)se verifica
que Jyf(z) dz = Jof(z) dz.

Demostracion. En efecto, puesto que y* = ¢ * la integral de f a lo largo de o esta definida. Por
hipétesis existe una aplicaciéon @ € C1([c, d]) con derivada positiva que transforma [c,d] en [a, b]
y tal que y o @ = 0. Tenemos asi que
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INTEGRAL CURVILINEA INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS

B b , B t=q@(s)
L/f(z)dz —L Sy @)y (t)dt = [dt = cp’(S)dS}

@ (b )
| P @Y @) @ (5)ds
@-a)

da
:J f(CT(S))O'/(S)d5=J f(z)dz. o
C (o2

Proposicion 5.16. Dados dos caminos y, o y una funcion compleja f continua en y* U o* se
cumple que fw(rf(z) dz = fyf(z) dz + er(z) daz.
Demostracion. En efecto, por las definiciones dadas
b+d—c
F@dz= [ F o) v o) 0 de

y+o a

b b+d—c
=J f()/(t))y'(t)dt+J fo(t—-b+c)o’(t—b+c)dt
a

b
7[s:t—b+c]
L ds=dt

b d
=L Sfy@)y' @) dt+ L f(o(s)o'(s)ds
:J f(z)dz+J f(z)dz. o

Y o

Proposicion 5.17. Dada una funcion compleja f, Ly f(z)dz=- fyf(z) dz.

Proposicion 5.18. “yf(z)dz' <max{|f(2)]:zey*} L(y).

Acotacion basica

Demostracion. En efecto

b
“ f(z)dz sj fya)| [y )] dt <
y a

b
= Uaf(y(t))y’(t)dt

b
<max{|f(z)|:zey*} J ly ()| dt
a

=max{|f(z)|:zey*}€(y).O
Linealidad Proposicion 5.19. Dadas f, g funciones complejasy A, u € C, se tiene que

J (Af(z)+ug(z))dz=AJ f(z)dz+uj g(z)dz.
y Y Y

El calculo de una integral curvilinea es inmediato si se conoce una primitiva de la funciéon que
integramos.

Regla de Barrow Teorema 5.20. Sea Q C C un abierto, f una funcion continua en Q y supongamos que hay una
paraintegra-  funcion F € H (Q) tal que F'(z) = f(z) para todo z € Q. Sea y : [a,b] — C un camino en Q (esto
les curvilineas *
es, y* C Q), entonces

L/f(Z) dz = F(y(b) - F (y(a).

Demostracion. Puesto que y es un camino existe una particion a = tg <t} <...<tp-1 <tp =b
de forma que y|¢, ,.r.] es una aplicacion de clase C!, esto es, Y|ite_,.t,] €S continua. Teniendo en
cuenta que la funcion f (y(t)) y’(t) es continua en cada intervalo [t;_1,tx] y que

(Foy) () =F (y()y' (t) = f(y(®) y'(t)
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5.4

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS EJERCICIOS

para todo t € [ty_1, ti], resulta
b n tx
j f(z)dzzj @)y (©dt = Zj £y y () dt
Y a k=1 k-1

n
= > (F(y(tp)) = F (y(tx-1))) = F (y(b)) = F (y(a))
k=1

como pretendiamos demostrar. O

Existencia de primitivas

Corolario 5.21. Siuna funcion continua f en un abierto Q admite una primitiva en Q, entonces
la integral curvilinea de f es la misma para todos los caminos en Q que tienen los mismos puntos
inicial y final. En particular, para todo camino cerrado y en Q se verifica que fy fw) dw = 0.

Proposicion 5.22. La funcion suma de una serie de potencias no trivial tiene primitivas en el
dominio de convergencia de la serie.

Demostracion. Supongamos que >, cn(z —a)™ es una serie de potencias no trivial. Sea Q su
dominio de convergenciay para z € Q) sea (z) = Z;i):o cn(z — a)™ la funcion suma. El teorema
de derivacion de series de potencias nos dice que la funcién

(o)

F(Z) - Z Cn (Z_a)nJrl

n+
n=0

es una primitiva de @ en Q. O
Con este resultado es facil dar un ejemplo de una funcién que no tiene primitiva. Sea f(z) = =
para z € C*. Tenemos que

Tr .
JC(O 1)f(z) dz = J %ie“ dt =2mi+0
3 —TT

luego f no tiene primitiva en C*.
El anterior corolario nos dio una condicién necesaria para la existencia de primitiva de una funcion.
Esta condicion es también suficiente.

Teorema 5.23. Sea f una funcion continua en un abierto Q. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) f tiene primitivas en Q.

b) La integral de f sobre todo camino cerrado en Q es nula.

Ejercicios

Ejercicio 5.1

Calcula Jy Zdz siendo y : [0,2] — C el camino dado por:

a) y(t) =t +it

b) y(t) =2t + it

o y(t):{zit' si0<t=<l,
2i+4(t—1), sil<t<?2.
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EJERCICIOS INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS

Ejercicio 5.2

Calcula Jy Re(z) dz siendo y : [0,1] — C el camino dado por:

a) y(t) =t +it;
b) y(t) = e2mit

Ejercicio 5.3

Calcula Iy z2dz siendo y = [i,1 + 4,3 + 3i].

Ejercicio 5.4

1
Calcula JC(O,I) Tz dz.

Ejercicio 5.5

Calcula jC( log(z) dz.

0,1)

Ejercicio 5.6

Dado x € C, calcula JC(O H z%log(z) dz.

Ejercicio 5.7
Calcula Iy |z| Zdz siendo y el camino formado por la mitad superior de la circunferencia unidad

y el segmento [—1,1].

Ejercicio 5.8

log(1+2)
o oz dz

Prueba que para 0 < v < 1, se tiene que JC( = 0. Deduce que

27T
JO log (1 +72 4 2TCOS(9)) a3 = 0.

Ejercicio 5.9

Sea f holomorfa en un abierto Q c C y verificando que |f(z) — 1| < 1, Vz € Q. Justifica que

J J;((ZZ)) dz = 0 para todo camino cerrado y en Q.
Y
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FORMULA DE CAUCHY. TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Formula de Cauchy. Teorema de los vesi-
duos

6

En este capitulo estaremos interesados en el problema de la existencia de primitivas de funciones
holomorfas.

El Teorema Fundamental del Calculo nos dice que toda funcion real de variable real continua en un
intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. La situacion es muy distinta para funciones complejas
de variable compleja. En primer lugar, si una funcion f tiene primitivas en un abierto Q, es decir,
existe una funcion F € H (Q) tal que F'(z) = f(z) para todo z € Q, entonces la funciéon f es
la derivada de una funcion holomorfa en Q y, como sabemos que las funciones holomorfas son
indefinidamente derivables, deducimos que f tiene que ser holomorfa en Q. Pero ni siquiera el
hecho de que una funcién sea holomorfa en un dominio garantiza que tenga primitivas en dicho
dominio.

Ejemplo 6.1. La funcion f(z) = %
dicho dominio.

En efecto, tenemos que

es holomorfa en el dominio C* y no tiene primitivas en

Tr .
J f(z)dz = J Liettdt =2mi+0
C(0,1) -1

off

luego, en virtud del Teorema 5.23, concluimos que f no tiene primitiva en C*.

Observa que la utilidad de este teorema para probar la existencia de primitivas es dudosa puesto

que para justificar que una funcién tiene primitivas en un cierto dominio Q seria necesario compro-

bar que su integral a lo largo de todo camino cerrado en Q es cero, lo que no parece nada facil en la
practica. Afortunadamente, hay teoremas que garantizan que bajo ciertas condiciones la integral
de una funcién holomorfa a lo largo de cualquier camino cerrado es nula. Estos teoremas reciben

el nombre de teoremas de Cauchy. En ellos se considera un abierto Q y un camino cerrado y en Q.

Se suponen hipotesis adicionales sobre Q) o sobre y para concluir que fy f(w)dw = 0 para toda

funcion f € H(Q).

Pretendemos, en definitiva, dar respuesta a los dos problemas siguientes:

a) Caracterizar los caminos cerrados y en un abierto Q) tales que fy f(z)dz = 0 para toda funcion
f holomorfa en Q.

b) Caracterizar los abiertos Q) tales que fy f(z)dz = 0 para todo camino cerrado y en Q y toda
funcion holomorfa f en Q. Equivalentemente, caracterizar los abiertos en los que se verifica
que toda funcién holomorfa tiene primitivas.

El siguiente resultado sera tutil en lo que sigue.

Lema 6.2. Siuna funcion compleja es continua en un abierto y sabemos que es derivable en todos
los puntos de dicho abierto excepto en un conjunto finito de puntos (en los que solo sabemos que es
continua) entonces se verifica que dicha funcion es derivable en todos los puntos del abierto.

Supongamos que y es un camino cerrado en un abierto Q y se verifica que fy f(z)dz = 0 para
cualquier funcién f holomorfa en Q. Entonces si z es un punto que no esta en €, como la funcion
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6.1

Logaritmo derivable

INDICE ... FORMULA DE CAUCHY. TEOREMA DE LOS RESIDUOS

1 1
w-z w-z

holomorfaen Qy z € O, la aplicaciéon h : O — C dada por

fw)-f(2) ;
h(w) = { siw # z

w — es holomorfa en Q, debera cumplirse que Jy dw = 0. Si ahora f es una funcion

w—-z ’
f(z), siw =z,
es holomorfa en Q (pues es continua en Q y holomorfa en Q\ {z} por lo que el lema de Riemann nos
asegura que es holomorfa en todo Q) y debera ser fy h(w)dw = 0. Supuesto que z ¢ y* tenemos
que

0= L h(w) dw = L w212 gy = L MW gw - f(2) L L dw

w-z

de donde

f(Z)J wl_zdw=J M qw, (zeq\y*).
y y

Observa que esta es una formula de representacion pues permite calcular los valores de f en
puntos z € Q \ y* conocidos los valores de f sobre el camino y*.

Queda claro, por estas consideraciones, que para responder a los problemas planteados debemos
empezar estudiando la integral Iy w{ - dw donde y es un camino cerrado y z ¢ y*. Vamos a ver
que dicha integral tiene una sencilla interpretacion y en la practica sera muy facil de calcular.

indice de un punto respecto de un camino cerrado

Lema 6.3. Seay :[a,b] — Cuna curva regular que no pasa por el origen, O ¢ y*. Entonces existe
una funcion derivable h : [a,b] — C tal que eh® = y(t) para todot € [a,b]. En consecuencia

() =Y parat e [a,b].

La funcién h se llama un logaritmo derivable de y. Observa que la funcién h tiene que ser de la
forma h(t) = log |y(t)| + i%(t) donde t — 9(t) es una funcion continua (derivable, de hecho) y
3(t) € Arg (y(t)). Es decir, t — 3(t) es un argumento continuo de y.

Seay:[a,b] — Cuna curva regular cerraday z ¢ y*. Pongamos o (t) = y(t) — z. Tenemos

1 b y'(t) b ag'(t)
[ daw=| Jaac- | S@ar
Y a a

Sea h(t) = log|o(t)| + i9(t) un logaritmo derivable de o.

Y Entonces h'/(t) = %(tt)) para todo t € [a, b] lo que nos per-
o mite calcular la integral anterior sin mas que aplicar la regla
de Barrow
e J L dw =h(b) — h(a)
y w—-z

=log|lo(b)| +i%(b) —loglo(a)| —i%(a)

TIustracién 6.1 =i(3(b) — 3(a)) = i2km.

La ultima igualdad es consecuencia de que 3(a) y 3(b) son argumentos del mismo nimero com-
plejo o (a) = o (b) luego su diferencia es un multiplo entero de 27r.
Hemos justificado la igualdad

1 1 _ 6h)-6(a) _
2mi yw—zdw_ 21 =kez,
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FORMULA DE CAUCHY. TEOREMA DE LOS RESIDUOS INDICE ...

siendo &(t) un argumento continuo de y(t) — z.
El nimero entero k que aparece es intuitivamente el niimero de veces que la curva o rodea al origen
0 equivalentemente el nimero de veces que y rodea al punto z.

Definicion 6.4. Sea y : [a,b] — C un camino cerrado y z ¢ y*. Se define el indice del punto z

respecto del camino y como

Indy (z) = %m wl_z dw.
Y

Hemos justificado que Indy (z) es un numero entero y representa el nimero de veces que el camino
y rodea al punto z.

Proposicion 6.5. Dado un camino cerradoy : [a,b] — C, la funcion definida para z € C\ y* por
z ~ Indy (z) tiene las propiedades:

a) Es constante en cada componente conexa de C \ y*.

b) Vale cero en la componente no acotada de C \ y*.

Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo que es
conveniente introducir la terminologia de “cadenas”. Una cadena es una suma formal finita de
caminos, I' = y1 + ¥2 + ... + yn. El simbolo “+” que hemos escrito en la expresion anterior no
representa a la suma de funciones ni a la yuxtaposiciéon de caminos, es una manera de decir que
la cadena I esta formada por varios caminos. Por ejemplo podemos considerar la cadena

I'=C(0,1)+C(i,2) —2C(1 +1i,1/2).

que esta formada por tres circunferencias, la iltima de ellas considerada dos veces y recorrida en
sentido contrario.

Por definicion, para integrar una funcién sobre una cadena se integra la funcién sobre cada uno de
los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.

Lf(z) dz = J§1 Lj f(z)dz.

Dadas dos cadenas 'y 3 = 01 + - - - + Oy, entonces su suma es otra cadena compuesta por todos
los caminos que forman I y todos los que forman X,

r+=y1+---+yn+tor+---+0om.

Evidentemente se cumple que fﬂzf(z) dz = Jrf(z) dz + fzf(z) dz.

Como caso particular de cadenas tenemos los ciclos. Un ciclo es una cadena formada por caminos
cerrados. En el ejemplo anterior I' era un ciclo pues estaba formado por circunferencias.

SiT es un ciclo se define el indice de un punto z ¢ I' * respecto aI' como la suma de los indices del
punto z respecto a cada uno de los caminos cerrados que forman el ciclo.

n
Indr(z) = > Indy,(2).
j=1

Proposicion 6.6. Dado un cicloT la funcion z — Indr(z) es constante en componentes conexas de
C\T* yvale 0 en la componente conexa no acotada.
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Definicion 6.7. Dado un abierto Q ¢ C yuncicloT en Q, diremos que I' es nulhomdlogo respecto
de Q si el indice de todo punto que no esté en Q) respecto de I' es cero:

Indr(z) =0, paratodoz e C\ Q.

Forma general del Teorema de Cauchy y de la formula integral
de Cauchy

Teorema 6.8. Sea Q un abierto en C, T un ciclo en Q nulhomologo respecto de Q). Entonces para
toda funcion holomorfa, f, en Q se verifica:

a) jrf(z) dz=0

b) f(z) Indr(z) = 21 fw) dw, para todoz € Q\T* .

i Jr w-z

c) f®(z) ndr(z) = 2m Ir - Z ,M dw, para todo z € Q\T* y para todo k € N.

Corolario 6.9. Sea Q un abierto en C, f € H (Q) y supongamos que D(a,R) C Q. Entonces para
todo z € D(a,R) y para todo k € N se verifica que

| fw)
a) f(z2) =5 C(a.R) W-2 dw,

7f W) dw.

k —
b) fR2) = 35 [ o p) G

Definicion 6.10. Un dominio Q se llama simplemente conexo si todo camino cerrado en Q es
nulhomologo respecto de Q.

Intuitivamente, un dominio simplemente conexo es un dominio que no tiene “agujeros” (en tér-
minos mas precisos: su complemento no tiene componentes conexas acotadas). En la practica son
faciles de reconocer.

Teorema 6.11. Toda funcion holomorfa en un dominio simplemente conexo tiene primitivas en
dicho dominio.

Consecuencias

Es comodo introducir la siguiente terminologia.

Definicion 6.12. Dos ciclos T, X en un abierto Q) se dicen homoldgicamente equivalentes respecto
de Q si se verifica que Indr(z) = Inds(z) para todo z € C\ Q.

El teorema de Cauchy afirma que siT y X son ciclos en un abierto Q, homoldgicamente equivalentes
respecto de Q, entonces

J}f(z)dz = Lf(z)dz

para toda funcion f €  (Q). Este teorema permite reducir el calculo de integrales de funciones
holomorfas sobre caminos cerrados al calculo de integrales sobre circunferencias.

El siguiente ejemplo es ilustrativo de esto. Sea el abierto Q el plano complejo C al que le hemos
quitado tres puntos a, b y c. Pretendemos calcular la integral de una funcién holomorfa en Q a lo
largo del camino I' que se presenta en la figura 6.2
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6.3.1

FORMULA DE CAUCHY. TEOREMA DE LOS RESIDUOS SINGULARIDADES AISLADAS. . .

Teniendo en cuenta que el indice de los puntos a, b 'y
c respecto de I' es el niimero de veces que I' los rodea

(teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los T
rodea en sentido contrario al de las agujas del reloj), a

la vista de la figura tenemos: 0

Indr(a) =1, Indr(b) =2, Indr(c) = —1.

Consideremos las circunferencias C(a, p), C(b,p)y C(c, p)

ue se presentan en la figura y formemos el ciclo .. . .
d b guray Nustracion 6.2 Un camino complicado

3 =C(a,p) +2C(b,p) - C(c,p).

El ciclo X es homolbgicamente equivalente al ciclo T respecto de Q. El Teorema de Cauchy nos dice
que en estas condiciones para cualquier funcién holomorfa en Q, f, se cumple que

Jf(z)dz=J f(z)dz:J f(z)dz+2 f(z)dz—J f(z)dz.
T > C(a,p) C(b C(c,p)

P)

De esta forma hemos reducido el calculo de la integral de cualquier funcién holomorfa sobre el
camino I a tres integrales sobre circunferencias. Observa que podemos tomar los radios de estas
circunferencias arbitrariamente pequenos. Esto nos dice que la integral [; f(z) dz va a depender
solamente del comportamiento de f en los puntos a, b, y c.

Singularidades aisladas. Teorema de los residuos

Singularidades aisladas

Sea Q un abierto en C, a un punto de Q y sea f una funciéon holomorfa en Q \ {a} (el abierto Q
puede muy bien ser un disco abierto centrado en a). En esta situacion se dice que el punto a es
una singularidad aislada de f. Pueden ocurrir los siguientes casos:

a) Existe ;1{1(11 f(z) = w € C. En tal caso, definiendo f(a) = w tenemos, en virtud del lema de
Riemann, que f es holomorfa en Q. Se dice que a es un punto regular de f o que a es una
singularidad evitable de f.

b) Existe ;151111 f(z) = . En tal caso se dice que a es un polo de f.

¢) No existe el limite de f en a. Se dice entonces que a es una singularidad esencial de f.
Definicion 6.13. Sea Q un abierto en C, a un punto de Q y sea f una funcién holomorfa en

Q\ {a}. Supongamos que D(a,r) C Q. Se define el residuo de f en a como

Res(f(z),a) = » f(z)dz.

- 2mi Clar)

Observa que la integral en esta definicion no depende de 7 pues si consideras otro disco D(a, s) C
Q,elcicloT = C(a,r) — C(a,s) es nulhomologo respecto de Q \ {a} y, como f es una funcion
holomorfa en Q \ {a}, el teorema de Cauchy nos dice que Irf(z) dz = 0, es decir,

J f(z)dz = J f(z)dz.
C(a,r) C(a,s)

Teorema 6.14. Sean Q c C un abierto, S = {a1,a>,...,a4} un conjunto finito de puntos en Q y
sea f una funcion holomorfa en Q\ S. SiT es un ciclo en Q nulhomologo respecto de Q) entonces
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6.3.2

SINGULARIDADES AISLADAS. . . FORMULA DE CAUCHY. TEOREMA DE LOS RESIDUOS

a
Lf(z) dz = 2T1i Z Res(f(z);a;)Indr(a;).
j=1

Idea de la demostracion. Tomamos p > 0 de forma que D(ay,p) € Qy D(ag,p) n A = {ai}
para k = 1,...,q. Para cada k llamamos m = Indr(ay) v yx = my C(ag, p). Construimos el ciclo
3 = Z’J‘-Zl y j- Es facil probar que el ciclo T — X es nulhomologo respecto del abierto Q \ S. En
consecuencia, podemos aplicar el teorema general de Cauchy a dicho abierto parael cicloT — Xy
la funcion f obteniendo que

0= Jr_zf(z)dz = Lf(z)dz - Lf(z)dz.

Despejando obtenemos

a
Lf(z) dz = Lf(z) dz=> | f(2)dz

j=1 Y

a a
= ijj f(z)dz =2mi > Indr(a;)Res(f(z);a;)
j=1 Claj,p) j=1

que es la formula que queriamos probar.
La utilidad del teorema de los residuos depende de que seamos capaces de calcular los residuos
de una funcién holomorfa en sus singularidades aisladas.

Calculo de residuos

Sea Q un abierto en C, a un punto de Q y sea f una funciéon holomorfa en Q \ {a}.
a) Supongamos que a es un punto regular de f. Entonces Res(f(z),a) = 0. Pues podemos definir
f(a) = yl%f(z) con lo que f es holomorfa en Q y si D(a,r) C Q, como consecuencia del

teorema de Cauchy tenemos que Ic(a ” f(z)ydz =0.

b) Supongamos que a es un polo de f. Entonces se verifica que hay un ntmero natural k € N
tal que yl%(z —a)Xf(z) = w =+ 0. Se dice que a es un polo de orden k de la funcién f. Sea

giz) =(z- a)kf(z) paraz € Q, z + a,y sea g(a) = w. Entonces, por el lema de Riemann, g
es holomorfa en Q. Sea D(a,¥) c Q. Por el Teorema de Taylor (Teorema 4.11) sabemos que

g9(z)= > dn(z-a)", z€D(a,r)
n=0

(n)
donde d,, = gT!M). Deducimos que

k-1 00
f@) =) o=+ Y duz-a)" ¥, zeD(a,r)\{a}. (6.1)
n=0 n=k

Es usual emplear la siguiente notacion para la serie (6.1). Dicha serie se escribe en la forma

o0

f(2)= > cn(z—a)" zeD(a,r)\ {a}. (6.2)

n=-k

Observa que con ello tenemos que c—1 = dg_1. Si ahora integramos f(z) en la circunferencia

_ 1+ 1
C(a,r) y tenemos en cuenta que (z — a)" tiene primitiva (Zn‘fr)f paratodon e Zconn = —1

por lo que Jc(a T)(z —a)"dz = 0 para todo entero n = —1, obtenemos que las integrales de
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todos los términos de la serie (6.2) son nulas excepto la que corresponde al sumando para
n = —1. Por tanto

J f(z)dz = Z I cn(z—aydz = J =Ldz =2micq.
Cla,r) n-_r “JCar Clar)
Deducimos que

c_1 = ﬁ‘[cmr f(z)dz =Res(f(2),a).

)

Lo interesante es que podemos calcular c_1 = dy_; derivando. Pues

(k-1) 1 : da
c-1 = Y=t = wmn lim (-],

Hay que calcular el limite indicado porque al evaluar la derivada % [(z—a)*f(z)] en el punto
a suele aparecer una indeterminacion.

¢) Supongamos, finalmente, que a es una singularidad esencial de f. Entonces se prueba que es
posible representar a la funciéon f por medio de una serie del tipo siguiente.

o0

f@)= > culz-a)", zeD(a,r)\{a} (6.3)
N=—o
donde hay infinitos coeficientes c_; distintos de cero. Razonando igual que antes también se
obtiene en este caso que c—; = Res(f(z),a). Aunque ahora no disponemos de una forma para
calcular c_1 que no sea obtener el desarrollo 6.3.

k=n

Definicion 6.15. Una serie del tipo Z ck(z — a)¥ se dice que es una serie de Laurent centrada
k=-n Serie de Laurent

en a. Dichas series son una generalizacion de las series de potencias. Cuando dicha serie converge
el limite se nota por

n + 00
; k _ _\n
lim > alz-a)= > anz-a)™
k=-n n=-o
Usaremos la notacion A(a;r, R) para indicar el anillo abierto de centro a radio interior r y radio
exterior R donde 0 < v <R < +o0.

Ala;v,R)={zeC: r<l|z—-al <R}.

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de Taylor.

Teorema 6.16. Sean 0 <+ < R < +o0, a € Cy f una funcion holomorfa en el anillo A(a;v,R). Desarrollo en serie

Entonces hay una unica serie de Laurent centrada en a verificando que de Laurent
+00
f(z) = Z cn(z—a)", paratodoz € A(a;r,R).
n=-—oo

Ademas los coeficientes de la serie vienen dados por:

_ 1 fw)
Cn—m mdw, nez

C(a,p)

siendor < p <R.
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Polos de cocientes de funciones holomorfas

a) En muchas ocasiones la funcion que integramos viene dada como cociente de dos funciones
holomorfas f(z) = ﬂg; donde suponemos que g, h son funciones holomorfas en un abierto Q.
En tal caso las unicas posibles singularidades de f son los ceros de h. Supongamos que a € Q
y que la funcion h y sus derivadas hasta la de orden k — 1 se anulan en el punto a y la derivada
de orden k de h es distinta de cero en a (se dice entonces que h tiene un cero de orden k en
a). Supongamos también que g(a) # 0. Entonces, en virtud del Teorema de Taylor, podemos

escribir para z € D(a,r) C Q:

n=0

—(z—a)k Y M@ o _gynk,
n=k
Poniendo para z € D(a,r) @(z) = Y5 i h(n,l!(“) (z—a)" ¥ lafuncién @ es holomorfa en D(a, )
y @(a) # 0. Deducimos que

lim (z - a)kf(z) = lim (p(z)) g)((‘;)) +0

por lo que f tiene en a un polo de orden k.

b) Supongamos que lim(z —a)f(z) = w, entonces se verifica que Res(f(z),a) = w. En particular,

supongamos que f(z) = ﬁg; donde g, h son funciones holomorfas en un abierto Q, y supone-

mos que g(a) # 0y h tiene un cero simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces, segiin acabamos
de ver, f tiene un polo simple, es decir, de orden 1 en a. Entonces tenemos que

Res(f(2),@) = lim(z - DR = 9@ lim 7755 = = ) -

6.4 Aplicaciones del teorema de los residuos al calculo de integrales

TT
6.4.1 Integrales del tipo J R(cos(t),sen(t)) dt
—TT

Suponemos que R es una funcion racional de dos variables continua en la circunferencia unidad.
La idea para calcular esta integral por el método de residuos es convertirla en una integral sobre
C(0,1) de una funciéon compleja que también va a ser racional. Para ello recordemos que

eitie—it eZit71 eit+e—it eZit+1
sen(t) = "5 — = e » C0s(l) = 5 — = o

Por tanto, se verifica que

JC(O,DR (zzzzl’zmz ) dz —J R(cos(t),sin(t)) dt.

. . 2 2 _
En consecuencia, si notamos f(z) = R (zzzl, 221-21) -, tenemos que f(z) es una funcion racional
por lo que sus unicas posibles singularidades son polos. Para calcular la integral s6lo nos interesan
los polos que estan dentro del disco unidad. Supongamos que estos son {21, Z2,. .., Zq}. El teorema

de los residuos nos dice que
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s a
J R(cos(t),sin(t)) dt = 2mi > Res(f(2),z;).
o =

s

Ejemplo 6.17. Se trata de calcular la integral I = Ln m dt. Segun acabamos de ver

1 1 1 J 1 1 J 1
con 542251 U e PR i Je,) @2+D(E+2)

Por tanto

1 . 1 -1 . 1
I :YZWIRES (m, T) = ZWZJEIII/Z(Z a4 1/2)m

+ 00 P(X) N
—o0 Q(x)

Integrales del tipo

Suponemos que

a) Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.

b) grado(Q) = grado(P) + 2.

¢) Q(x) # 0 para todo x € R.

En estas condiciones si {z1,22,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estan en el
semiplano superior se verifica que

+oo a
Jﬁw g((—’fc))dx =2mi » Res (5((?)zj) )
j=1
Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la
funcion f(z) = g(é)) en el abierto Q = C. Sea I la po-
ligonal I'(x, B,p) = [-&, B, B+ ip,—x + ip,—«] donde
«, By p son nimeros positivos que tomamos suficiente- 3 Y1
mente grandes para que todos los ceros del polinomio Q
que estan en el semiplano superior queden en el interior — B
del rectangulo I' de modo que Indr(x,,p)(zj) = 1 para
1<j=<q.
El teorema de los residuos nos dice que

q
P(2) g7 =21 > Res (£42 2.).
L((X‘M Q@) ; (a&21)

-+ ip ip Y2 B+ip

Ilustracion 6.3 T'(«x, B, p)

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de «, Sy p. Por tanto, sera
suficiente para nuestros propositos probar que cuando «, By p tienden hacia + o se verifica que

+ 00
lim g(é)) dz = J P gx.
o,B,p—oc0 JT(x,B,p) —oo

Por la hipotesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen niumeros K > 0y
M > 0 tales que

zI2K = |f@]=|§Z| =< ok (6.4)

[z[? -
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En lo que sigue, suponemos que «, 8y p son mayores que K.
Pongamos ahora y; = [B,B +ip], y2 = [B+ip,—x+ip]lyy3 = [-x + ip,—«] (ver figura 6.3) y
notamos I = ka f(z)dz. Tenemos

q
. P(z) _ P(x)
2TrlzRes(Q(—i),zj)—L( J Q’fc) dx +11 +Ir + I3
j=1 «,B,p)

Asi,

J PO x| < 11 + 12l + 131, 6.5)

j=1

Acotamos ahora I. Para z € [B, B +ip]™ tenemos que z =  + it parat € [0, p]. Ademas, como es
B > K serd |z| = K por lo que, en virtud de la desigualdad 6.4, se tiene que

f@)] = fB+it)] < pie.

Por tanto,

| = H:f(3+it)idt‘ < L)p | f(B+it)] dtsJ 32+t2 dt = ¢ [arctan(%)]t - %

N\:|

La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3]| < M%.

Por ultimo, para acotar I> se usa que para z € [B + ip, —« + ip]* tenemos, por ser p > K, que
|z| = K por lo que, en virtud de la desigualdad (6.4), se tiene que | f(z)| < % Por tanto

B , B
sj_a |f(t+ip)] dtsJ'_ tzwg dt < (0(+B)

[I2] = U[Bﬂ'p ‘xf(z)dz

—o+ip]

En vista de (6.5) y de las acotaciones anteriores se tiene que

ZﬂlZRES<Q(Z)),ZJ J b dx
j=1

Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos fijar xy
y tomar limite cuando p — +o0 con lo que obtenemos

+

2=

TT
S?(

==

27T Z Res (Q Z),ZJ J S(();c) dx ) ) (6.6)

j=1

Tomando ahora limite para &« — +00 y B — +c0 en la expresion de la derecha, se obtiene que la

funcion 5((’;)) es impropiamente integrable en R y ademas

+ 00 qa
P(x) _ . P(z) )
Jloo Q6o dx = 2mi > Res (—Q(z),zj) .
Jj=1

Observa que la acotacién (6.6) proporciona una cota del error que se comete al aproximar la integral

Foo P) 45 por una “integral parcial” b p P g,
ax) 4x b gralp o QX0

Ejemplo 6.18. Queremos calcular la integral

+ 00
1
I'= Lw WA ) 4%
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donde suponemos que a > 0 y b > 0 son distintos. La funcién que integramos tiene dos polos
simples en el semiplano superior en los puntos ia, ib. Segin acabamos de ver

I = 27TiRES < (22+a2)1(22+h2), ia) + 21TiReS ((22+a2)1(22+l/72) 5 ib) .

Tenemos que

1 . e . 1
Res ( (ZZ+a?) (ZZ+D?)° “1) = Zhjll}l(z — 1) GG @D

= lim ——— = i
e (z+ia)(z2+Db?) 2ia(b2-a?)

Analogamente Res (m ib) = m. Luego

, 1 1 w
I =2mi <2iu(b27a2) + 21‘1,;(,;,2472)) = ab(a+h) -

+00 idx
Integrales del tipo f eQ(ill()x) dx

— 00

Suponemos que

a) Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes y A > 0.

b) grado(Q) > grado(P) + 1.

¢) Q(x) + 0 paratodo x € R.

En estas condiciones si {z1, z2,...,z4} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estan en el
semiplano superior se verifica que

+oo . a1 )

el/\XP(x) _ , el/\ZP(Z) )

J_m ot dx = 2mi Zl Res (502, z;).
Jj=

Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la
funcién f(z) = elgfz()z) en el abierto Q = C. Sea T la po-
ligonal I'(x, B,p) = [-&, B, B+ ip,—x + ip,—«] donde
«, By p son nimeros positivos que tomamos suficiente- 3 Y1
mente grandes para que todos los ceros del polinomio Q
que estan en el semiplano superior queden en el interior — B
del rectangulo I' de modo que Indr(x,,p)(zj) = 1 para Tlustracion 6.4 T(x, B, p)
1<j=<q.

El teorema de los residuos nos dice que

-+ ip ip Y2 B+ip

a .
ei,\zP(Z) dZ _ 27Tl Res e”\ZP(z) S
Jr(ogﬁ,p) Q(2) ; ( Q@) J)

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de «, 8y p. Por tanto, sera
suficiente para nuestros propositos probar que cuando «, vy p tienden hacia +o se verifica que

i +oo
. el/\ZP(z) _ el’\XP(X)
a,Bl%;r)Iloo r(wBp) 2 dz = J_oo ax) dx.

Por la hipo6tesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen nimeros K > 0y
M > 0 tales que

zlzK = |§Z| <% (6.7)

En lo que sigue, suponemos que «, 8y p son mayores que K.
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Pongamos ahora y; = [B,B +ip], y2 = [B+ip,—x+ip]ly y3 = [-x + ip,—«] (ver figura 6.4) y
notamos Iy = fy f(z)dz. Tenemos
k

a v .
iAz iAz iAx
2mi ) Res (S5, z; :J ‘ P(Z)dz_I TP dx 4+ I + In + I3
) ( Q(z) J) T(,8,0) Q(z) x Q%)

Asi,

o7t i Res (eiAZP(Z) Z ) _ ‘[ﬁ eilxp( 2™ P (x) dx
g
-

Q) o) < I+ [I2| + |I3]. (6.8)
j=1

Acotamos ahora I. Para z € [B, B +ip]™ tenemos que z = S + it parat € [0, p]. Ademas, como es
B > K serd |z| = K por lo que, en virtud de la desigualdad (6.7), se tiene que

‘P(z) ‘ _ ’P(.3+it) M _M
Q) | ~ | QB+it) | = 1B+it] = B *
Ademas ‘e“‘(ﬁ”t) ‘ = ¢~At_Por tanto,

| = H:f(ﬁ+ it)idt' < Jop |FB+it)] dt < Jop Me M gy MNP _Miet

La integral I3 se acota de la misma forma, resultando |I3| < ﬂ
Por ultimo, para acotar I> se usa que para z € [B + ip, -« + ip]* tenemos por ser p > K, que
|z| = K por lo que, en virtud de la desigualdad (6.7), se tiene que | f(z)| < H <M Ademas, para

ze[B+ip,—x+ipl* esIm(z) = p. Por tanto ‘e“‘z‘ = e~ Deducimos que

Io| = U  flz)dz
[B+ip,~a+ip]

En vista de (6.8) y de las acotaciones anteriores se tiene que

1 ; B
p eMzp(z) ¥ p(x)
2mi > Res( @ ,zj) - Jla ot dx
j=1

B B
sj |f(t +ip)| dtsj Me dt = (o + )M e,
- -

M M M ,-Ap
sBA+D(A+((x+B)pe .

Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos fijar x y 8
y tomar limite cuando p — +o con lo que, teniendo en cuenta que A > 0, obtenemos

a v B
p eiMp(z) _ e P(x)
2mi Zl Res <7Q(z) ,zJ) - J_a ot dx
J:

<1y

2[=

) . (6.9)

Tomando ahora limite para &« — +o y B — +o0 en la expresion de la derecha, se obtiene que la

funcion Q(i() es impropiamente integrable en R y ademas

X)

T iax iAz
J ¢ P(X) dX—Z‘ITlZReS(eQ(PZ()Z),Zj).
. =

Observa que la acotacion (6.9) proporciona una cota del error que se comete al aproximar la integral

+00 iAx iAx
L zz(P ) dx por una “integral parcial” Ji( : izfx()X) dx.
. . _ [T* cos(Ax)
Ejemplo 6.19. Calcular la integral I = Loo Ziyr dx.
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eliAx
aZ+x?

elAx
a’+x?

Suponemos que a > 0y A > 0. Como I = Re <E: dx), calcularemos J = E;O dx.

Segiin acabamos de ver, teniendo en cuenta que la funcion ﬁ solamente tiene un polo simple
en el semiplano superior en el punto ai, se sigue que

J =2miRes (F5r2r, 1) = 27 lim (2 — ai) 52z
- az+z2 ") — o) a?+z2
_ P , ez _ e~Aa _ e—Aa
=2mi lim (z - al)m =m— = [ =1~

zZ—at

+00
Integrales del tipo J sen(Ax)P (x) dx

—o X Q(x)

Suponemos que

a) Py Q son funciones polinémicas con coeficientes reales sin factores comunes, P(0) = 0,y A > 0.
b) grado(Q) = grado(P).

¢) Q(x) + 0 paratodo x € R.

En estas condiciones si {z1, z2,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que estan en el
semiplano superior se verifica que

+0c0 a z ;
sen(Ax)P(x) — i e™P(z) . [ bz
Lm S dx = Im (2171 > Res (G, 2j) + miRes (g0 ’0>) '

Jj=1
La forma de proceder es muy parecida a la anterior con una pequena diferencia y es que ahora
consideraremos el camino de integracion I'(«, B, p, €) que puedes ver en la figura 6.5.
Procediendo como en el caso anterior, considerando aho-

iAz _ . i )
ra la funcion f(z) = ezQIZg) teniendo en cuenta que X' ip Y2 B+ip
Indr(x,8,p.6)(0) = 0, el teorema de los residuos nos di-
ce que Vs N "
ei\2p(z) a eiA2p(2) /\\
= ' j - -&| ¢
JF(“BP g 2@ dz = 2mi Zl Res( 2Q(z) 'ZJ> : B
B, Pa

Ilustracion 6.5 TI'(«, B, p, &)

Las acotaciones que hemos obtenido antes en los seg-

mentos y1, Y2 Y y3 siguen siendo validas (observa que grado (zQ(z)) = grado (P(z)) + 1) por lo
que obtenemos facilmente la siguiente acotacién analoga a la acotacion (6.9) del caso anterior:

<3 (1\; + 1‘;) . (6.10)

Tomando en esta desigualdad limites para ¢ — +o y § — +o0 se deduce que

a
2mi > Res <f(z),zj> - J;f(x)dx - L f(z)dz - Lﬁf(X)dx

j=1

+ 00

a &
2mi Y Res (f(2),2)) - I f(z)dz = J Fo)dx+ | fx)dx. (6.11)
J.:1 Ye — 00 &

Sea w = Res(f(z),0) = lin?) z, f(z) = %. Teniendo en cuenta el sentido de recorrido de y.
Z—>

tenemos que

seit

ygf(z) dz + miw = — jo" (f(geit) _ &) iceit dt.

Como ’f (seit) -

celt

=1 ‘ee“f (se”) -w ., deducimos que
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f(z)dz + miw
Ye

SJ;T ‘feitf(feit)—w‘ dt <mmmax{|zf(z) —w|: |z| = &}

y como lin(l)(zf(z) —w) = 0, se sigue que lir%max {lzf(z) —w]| : 1z| = €} = 0. Hemos probado asi
z— £—
que

lim| f(z)dz=-miw = —miRes(f(z),0).
&~ Ye

Teniendo en cuenta la igualdad (6.11) deducimos que

hm (J f(x)dx +J f(x dx) = 2711 Z Res( (2), ZJ) + miRes(f(z), (6.12)

j=1

Tomando ahora partes imaginarias y teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficientes reales
oo ¢ sen(Ax)P(x) e sen(Ax)P(x)
Im <J f )ydx + f(X)dX) ZJioode‘i‘Jg de

y teniendo en cuenta también que la funciéon x ~ % es continua en x = 0 sin mas que

definirla en 0 igual a /\% por lo que
€ sen(Ax)P(x) e sen(Ax)P(x) e sen(Ax)P(x)
oy ([ s -+ | it ) = [ st
concluimos que

+00 1
j_oo S dx = Im (2171’ ZlRes (f(2),2)) + TriReS(f(Z).O)) :
j=

Ejemplo 6.20.

[ 2 e () < v i ) < .

Aplicacion del teorema de los residuos a la suma de series

P(n)

Series del tipo Z . Q)

a) Py Q son funciones polindémicas sin factores comunes.
b) grado(Q) > grado(P) + 2.
¢) Q(k) = 0 para todo k € Z.

En estas condiciones si {z1, z2,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que
< P(n z P(z)
Z .
_Eoo am g <1T cotan(1r z) (z)’ZJ) .

Para probarlo consideremos la funcién 1t cotan(rrz). Dicha funcién tiene un polo simple en cada
enterokeZy 1in’1<(z — k)T cotan(mrz) = 1.
Z_'
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P(z

Aplicamos el teorema de los residuos a la funciéon f(z) = ncotan(rrz)
(es un cuadrado)

R al camino cerrado

rn=[(n+%><—1—i>,<n+%><1 i),(m+3)A+i),(n+3)(-1+1),(n+3)(~-1-1)]

y obtenemos para n suficientemente grande que

J f(z)dz = 2771( > Res(f(2),k) + z Res(f(2),z; ) (6.13)
k=—n Jj=1
Como para k € Z es
Res(f(z),k) =£i£rll<(z — k)T cotan(mrz) Pé)) = g(—’,?) li{l}((z - k)nggfig;;
_Pk) -k _ Pk 1 _ P(k)
—Q( k>1TCOS(k7T) 111‘1’]1( sen(rrz - (k)TrCOS(kTr)Trcos(kTr) — Q(k)

y, en las hipétesis hechas, se comprueba que 71111130 Ir f(z)dz = 0, deducimos de la igualdad (6.13)
que

n n +00 q
lim > Res(f(2),k) = lim s => fH = Z <1T Cotan(Trz)Pé)),zj).
k=-n k=-n —® Jj=
Ejemplo 6.21. Sea x > 0.
+ 00
Z ﬁ = — Res <1T Cotan(nz)zzii(xz, icx) — Res <1T Cotan(nz)zziiaz, —io<>
_ T eXT4e AT
=X evm—g=a -
De donde
i 1 _1 (n % 4o~ i)
n2+o? T 2 \x efT—e 0T 2
n=1
Ahora deducimos que
ad 1 < : 1 (1 ¥ +e X7 1 2
Z nZ = Z n2+0(2 = D(IE% 2 (E exT _g—am W) =6
donde el ultimo limite puede calcularse por la regla de L’Hopital.
+00
. . P(n)
Series del tipo > (-1)" ——~
s Q(n)
Suponemos que
a) Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
b) grado(Q) = grado(P) + 1.
¢) Q(k) + 0 para todo k € Z.
En estas condiciones si {z1, z2,...,24} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se verifica que

q
Z( 1)"(7) =— > Res (ncosec(nz)P(i)),zJ-).
j=1

_65_
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6.6 Ejercicios

Ejercicio 6.1

Calculalamtegralj S&dz paray = C(1/4,1/2), y = C(1,1/2) y y = C(2,3).

Ejercicio 6.2

Calculalaintegralj Z‘i(zi i paray = C(0,1/3),y = C(1,1/3) y y = C(0,2).

Ejercicio 6.3

sen(2z)
Calcula IC m dz.

Ejercicio 6.4

Calcula JC(O,V) M+W donde m e Ny |b| <7 < |al.

Ejercicio 6.5

Dado n € N, calcula las siguientes integrales:

J Sen(2) Gz, I £’ dz; J | g gz
C(0,1) C(0,1) C(1,5)

2

Ejercicio 6.6

Sean a, b € C tales que |a| < |b|. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funciéon
f(z) = m, conz € C\ {a,b} en cada uno de los anillos :

a) A(0;lal, b)),
A(0; |b|, +c0)

c) Ala; O,Ib—al)

d) A(a;|b —al, +»).

Ejercicio 6.7

Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcion f(z) = i 2211) sconze C\{-1,1} en
los anillos A(1;0,2) y A(1;2, +).

Ejercicio 6.8

Clasificar las singularidades de las funciones f : Q — C siguientes:
a) f(z)=1=2@ o_c* (neN),

b) fz)—z"sen(%) Q=C* (neN),

c)f(z)=l°g(z%z) QO=C\{xeR: x <-1},
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d) f(Z)=ﬁ Q=C\z,
e) f(Z):m Q:(C\Z

Ejercicio 6.9
Prueba, usando el teorema de los residuos, que para 0 < b < a se tiene:

JnMdtzﬁQz—«/a?—bZ).
0

a+b cos(t)
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7.1

7.2

SERIES DE FOURIER INTRODUCCION

Series de Fourier

7

Introduccion

Los sucesos que se repiten con una cierta periodicidad son relativamente comunes en la naturaleza.
Piensa, por ejemplo, en las olas en el mar, las estaciones a lo largo del afio, la transmision del
sonido, el péndulo de un reloj, las sefiales electromagnéticas emitidas por una antena, etc. También
podemos fijarnos en fenémenos que dependen de mas variables como las sombras que se producen
con la difraccién de un par de haces de luz. Aunque todos estos sistemas sean mas o menos ciclicos,
esto no quiere decir que sean faciles de describir o modelar.

Las series de Fourier y la transformada de Fourier han jugado y contintian jugando un papel fun-
damental en el estudio de estos problemas y el desarrollo de las Matematicas tal y como hoy las
conocemos.

El problema de la representacion de una funcién mediante una suma, posiblemente infinita, de fun-
ciones sinusoidales surge en el siglo XVIII de la mano de numerosos cientificos como D’Alembert,
D. Bernoulli o Fourier entre otros, para intentar resolver ecuaciones diferenciales asociadas a fe-
némenos fisicos como el movimiento de una cuerda o la transmision del calor.

A la hora de estudiar fenémenos periédicos tenemos dos frentes abiertos. Por un lado es necesario
un conocimiento de las leyes fisicas que gobiernan el sistema que queremos modelar, ya se trate
del movimiento de un fluido para estudiar las olas del mar o ctial es la relacion entre la electricidad,
el magnetismo, voltajes, resistencias y lo que sea necesario para estudiar una sefial eléctrica. En
este punto no vamos a entrar aunque a veces en los ejemplos aparezca algunas de estas leyes. A
nosotros nos interesa mas el aspecto matematico del problema. ;Cémo podemos describir uno de
estos sistemas? El principio que vamos a aplicar es el de divide y venceras. Intentaremos describir
el problema en términos sencillos utilizando senos y cosenos y después combinaremos funciones
de este tipo para obtener sistemas mas complicados.

Fendmenos periodicos

Definicion 7.1. Una funcién f es periddica con periodo T (o T-periédica) si existe un namero
T > 0tal que f(t) = f(t + T), para todo t. Al menor valor de T se le llama periodo de f (también
lo llamaremos periodo fundamental o minimo para distinguirlo del resto).

Observacion 7.2. Las funciones constantes son periodicas con periodo fundamental cero da-
do que son periddicas con cualquier periodo. Si nos olvidamos de este caso, todas las funciones
continuas y periodicas tienen un periodo fundamental T positivo.

Obsérvese que si f(t) = f(t + T), entonces f(t) = f(t + nT) para cualquier entero n. Dicho de
otra forma, si T es un periodo de f, también lo es nT para cualquier n € Z.

Ya conoces ejemplos de funciones periédicas: quizas los mas usuales sean las funciones de tipo
sinusoidal como sen(x),cos(3x + 1) o sen(2x) + cos(x). Las funciones sen(x) y cos(x) son perio-
dicas con periodo 2. Las funciones sen(2x) y cos(2x) también son periddicas pero su periodo
fundamental es 7r. En general las funciones del tipo
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¢La suma de fun-
ciones periodi-
cas es periodica?

FENOMENOS PERIODICOS SERIES DE FOURIER

sen(nwt + ¢), cos(nwt + ¢)

21

son periodicas con periodo fundamental T = < -.

Observacion 7.3. Enun primer vistazo parece claro que sila grafica de una funcion se repite cada
vez que avanzamos T1 unidades y la de la segunda funcion se repite cada T»> unidades, entonces
la suma de ambas funciones también se acabara repitiendo.

Si miramos un poco mas despacio e intentamos buscar el periodo T de la suma de dos funciones
periodicas f v g, deberia verificarse que

SX)+gx)=(f+g)(x)=(f+g)(x+T)=flx+T)+gx+T)

De esto se deduce que T es un periodo de f y g y por tanto, T debe ser multiplo entero de T7 y
T>. No es dificil comprobar que si T7, T> € Q, entonces no hay ningun problema. Pero, en general,
la suma de dos funciones periddicas no es una funcion periodica: por ejemplo cos(t) + cos(~+/2t).

Funciones sinusoidales

Uno de los ejemplos mas clasicos de comportamiento periodico y que, probablemente, recordaras
de tus clases de Fisica es el oscilador armoénico. Se trata de describir el movimiento de un peso
colgado de un muelle. Dicho movimiento viene descrito por una funciéon de la forma:

Asen(2rrwt + ¢p).

A representa la amplitud, w es la frecuencia medida en ciclos por segundo (Herzios) y la fase
es ¢. Se suele usar también el nombre de frecuencia angular para referirse a %’T Se comprueba

facilmente que el periodo de esta funciéon es T = %:

Asen (2nw(t + %) + qb) =Asen (27rwt + 27Tw% + qb)

=Asen(2mrwt + ¢ + 21)
=Asen(2mrwt + ¢p)

Sinos olvidamos de la fase, los ejemplos mas sencillos de funciones sinusoidales son las funciones
sen(x) y cos(x) que tienen periodo 27r. Es facil dar ejemplos de funciones que tengan periodo T:
es cuestion de “encoger” o “estirar” estas funciones. Las funciones sen(nmrx/T) y cos(nmrx/T) son
periodicas con periodo 2T y, por tanto, las funciones sen(2nmx/T) y cos(2nttx/T) son periodicas
con periodo T.
Aunque lo olvidemos a veces, las funciones cons-
tantes también son periddicas, de hecho con cual-
quier periodo.
- Cuando intentamos describir fenémenos periodi-
\12 cos algo mas complejos es necesario recurrir a com-
] binaciones lineales de funciones sinusoidales de la

forma anterior, esto es, funciones del tipo

I3

Ilustracion 7.1 Funciones periodicas

N N
Z Apsen(nw + ¢y), Z By cos(nw + ¢y)
n=1 n=1

0 sumas de ambas.

Para trabajar con funciones de esta clase, se puede “retocarlas” un poco para obtener periodo
uno. Ya veremos como un simple cambio de variable nos permitira pasar a intervalos cualesquiera
cuando sea necesario. En este caso tendriamos sumas del tipo
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N
> Apsen(2mnt + ¢p)
n=1

Esta forma de escribir sumas trigonométricas tiene la ventaja de presentar de forma explicita la
amplitud, frecuencia y fase. El inconveniente es la dificultad del calculo de dichos coeficientes. La
forma usual de escribir una suma trigonométrica es
N
9+ > [ancos(2Trnt) + by sen(2mrnt)]
n=1

Pronto entenderas que el motivo para afadir la constante % es una cuestion de comodidad en la
notacion.

Definicion 7.4. Un polinomio trigonométrico con periodo T y frecuencia w = 2m/T es una
funcion de la forma
N
f(t) = %ao + > [ancos(nwt) + by sen(nwt)].
n=1
Los coeficientes ay, y by se llaman coeficientes de Fourier del polinomio y N es el grado de dicho
polinomio.

El motivo de llamar “polinomios” a funciones de este tipo es que sen(nwt) y cos(nwt) se puede
expresar como sumas y potencias de sen(wt) y cos(wt) usando que

sen(2wt) = 2sen(wt) cos(wt) y cos(2wt) = cosz(wt) — senz(wt).

Sif(t) = %ao + Zly\{:l [ay cos(nwt) + by sen(nwt)] es un polinomio trigonométrico, f es una
funcion T-periddica. Ademas, si tomamos

Ky = w/a% + Ia,z4L y ¢Pn = arctan(—%) € (—m, ]
paran =1,2,...,N se tiene que a, cos(nwt) + b, sen(nwt) = oy cos(nwt + ¢p), con lo que
f(t) = og + 1 cos(wt + ¢p1) + o2 cos(2wt + ¢p2) +...+ xycos(Nwt + ¢Pn)

donde 2o = ap.

A 1 cos(wt + ¢1) sele llama primer armonico o modo fundamental de vibracion, los coeficientes
oy son las amplitudes y ¢, son los dngulos de fase. También se pueden escribir con senos en
lugar de cosenos utilizando que cos(x) = sen (x + %)

La expresion de un polinomio trigonométrico en términos de las amplitudes y las fases de sus
armonicos es muy intuitiva: nos dice que la funcién resultante consiste en superponer vibraciones
cos(nwt + ¢4) cuyas frecuencias son multiplos enteros de la frecuencia del modo fundamental,
de mayor o menor amplitud y que van en fase (si ¢, = 0), adelantadas (cuando ¢, > 0, lo que
corresponde a deslizar la grafica hacia la izquierda) o retrasadas (cuando ¢, < 0, lo que corres-
ponde a deslizar la grafica hacia la derecha) con respecto al armonico puro de la misma frecuencia
cos(nwt).

Un poco de historia
La cuerda vibrante

A principios del siglo XVIII, el Calculo esta firmemente establecido dentro las Matematicas y ya
ha demostrado su utilidad en la resolucion de numerosos problemas en Mecanica. Por ejemplo,
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UN POCO DE HISTORIA SERIES DE FOURIER

Isaac Newton (1643-1727) lo ha utilizado para deducir las leyes de Kepler sobre el movimiento de
los planetas. Sin embargo, sus aplicaciones estan principalmente dirigidas a sistemas simples. Pro-
blemas mas complejos como el movimiento de muchos cuerpos, el estudio de fluidos, de cuerpos
elasticos o de vibraciones requerian técnicas mas elaboradas.

El problema del movimiento de una cuerda elastica sujeta por sus extremos era uno de los que mas
interesaban a los cientificos de aquel tiempo. Los medios continuos se modelaban con un ntmero
finito de particulas n y después se hacia tender n a infinito. En el problema de la cuerda vibrante se
pretende describir el movimiento de una cuerda sujeta por sus extremos. También supondremos
que el peso de la cuerda es nulo, que la cuerda es elastica y que no hay fricciéon. Esta es la situacion,
por ejemplo, que se presenta cuando consideramos las cuerdas de un piano de cola donde la masa
es despreciable en comparaciéon con la tension que soporta.

Johann Bernoulli (1667-1748) estudio este problema en su version simplificada con una cuerda que
constaba de 8 particulas. En 1747, Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), utilizando el caso discreto
general con n particulas y tomando limites, dedujo que se debia verificar la ecuacion diferencial

T (x,t) = 25 (x, 1),

donde ¢ = /T/M, T es la tension de la cuerda y M su masa. Mas concretamente, supongamos que
tenemos una cuerda de longitud T, con los extremos fijos en (0,0), (1r,0). Se tira de la cuerda
hasta que tenga la forma dada por la curva y = f(x) y se suelta. La pregunta es ;cual es el
movimiento descrito por la cuerda? Dicho movimiento vendra dado por una funcién u(x, t), donde
u(x,t) representa el desplazamiento vertical en un punto x entre 0 y 71 en un momento dado
t > 0. En otras palabras, para un valor fijo t, u(x,t) es la curva que representa la cuerda en dicho
momento. Nuestro problema es calcular u(x, t) a partir de f(x). Mas concretamente, la funciéon u
debe verificar

Pulx,t) _ *ulx,t)

o = o 0<x<mi>0
u(x,0) = f(x)
(7.1)
%:0 O<x<T

w0, t)=u(l,t)=0 t=0

La primera condicién es una ecuacion en derivadas parciales conocida como “Ecuacion de ondas”.
Las tres siguientes son condiciones sobre la posicion de la cuerda.
D’Alembert demostr6 que la solucion general viene dada por

u(x,t) = 3 [@(x +1) + ¥(x —1)]

donde ® y ¥ son funciones arbitrarias con derivadas de segundo orden continuas. Utilizando la

(x,t) = LOFEDEIXED Gonde solo se

condicion inicial, obtuvo que la solucién tenia la forma u
suponia que f era una extension par y periodica de f. El hecho de que esta formula tenga sentido
sin ninguna hipotesis de regularidad de la funcion f planteaba serias dudas a D’Alembert. Inde-
pendientemente, Euler también habia llegado a la misma conclusion, aunque ambos tenian serias
divergencias en cuanto a qué “funciones” se podian tomar como condicién inicial. Hay que tener
en cuenta que el concepto de funcién, tal y como hoy lo conocemos, no estaba nada claro. Como
ejemplo, las funciones definidas a trozos no eran aceptadas como “funciones” por D’Alembert y si
por Euler.

En 1753, Daniel Bernoulli, junto con su padre Johann Bernoulli y su tio paterno Jakob, propone otra
manera distinta de obtener una solucién del problema motivada por sus estudios en Acustica. La
idea consiste en descomponer la solucién u(x, t) como suma de funciones “simples” de la forma
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ulx,t) = Z an sen(nx) cos(nt).
n=1

De nuevo hay que observar que los conceptos de convergencia de series de funciones no estaban
planteados en aquel momento. A fin de cuentas, el problema fisico estaba claro que tenia soluciony
por tanto la suma debia tener sentido. Obsérvese también que si la soluciéon ofrecida por Bernoulli
fuese correcta se tendria que

f(x)=u(x,0) = Z anp sen(nx), Vx € [0, 1T].
n=1

El hecho de que funciones de muy diverso tipo se pudieran expresar como suma de funciones
periédicas no fue compartido por sus colegas D’Alembert y Euler. Veremos en este tema quién
estaba mas cerca de la verdad.

Difusion del calor

Medio siglo mas tarde, Joseph Fourier, matematico y fisico francés, tomo en cuenta las investigacio-
nes previas de Bernoulli para resolver otro problema. Al regresar a Francia de la campana de Egipto
con Napoleon, Fourier se interesa por la teoria de conduccion del calor en los cuerpos solidos en
respuesta a un concurso promovido por la Academia de Ciencias de Paris.

Mas concretamente, el problema era el siguiente: se considera una varilla delgada de longitud fija,
L, cuyos extremos se mantienen a 0°C y cuyos laterales estan aislados. Si la temperatura inicial de
la varilla viene dada por la funcién f(x), jcual sera la temperatura al cabo de un tiempo t?
Fourier demostré que, en condiciones apropiadas, si u(x,t) es la solucién debe verificar que

Fubet) - Loubat) ooy <0<t
u(0,t) =u(l,t)=0, 0<t (7.2)
),

u(x,0) = f(x 0<x=<L

La primera condicion es una ecuacion en derivadas parciales conocida como “Ecuacién del calor”.
La segunda condicién indica que la temperatura en los extremos se mantiene a 0°C siempre. La
ultima es la temperatura inicial de la varilla y K es una constante positiva que depende de las
propiedades termales de la barra.

Para buscar la solucién, Fourier supuso que era de la forma u(x,t) = f(x)g(t). Sustituyendo en
la ecuacion (7.2) obtenemos que

2

0=94% 19 = f"(x)g(t) - £f(x)g (1)

S}
<

g
=

Como la solucién u(x,t) = 0 no nos interesa, debe verificarse que f(x),g(t) = 0y, por tanto,
dividiendo en ambos lados por el producto f(x)g(t) y separando términos en x de términos en t
se llega a que:

ffx _1gw
fx) T g9

Como ambos miembros dependen de variables distintas, la inica posibilidad es que ambos sean
constantes (ya veremos cuanto vale dicha constante). Por ahora y por comodidad la denotaremos
—A:

Sl _ 1 g .y
Foo T K gty T
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con lo que hemos transformado nuestra ecuacion original en dos ecuaciones diferenciales:

L& = - = f"(x) +Af(x) =0, (7.3)
y
%Z’JQ =-A = g'(t) + AKg(t) = 0. (7.4)

La ecuacion (7.4) ya la conoces y tiene como solucion general g(t) = ae KAt Desde un punto de
vista fisico seria deseable que la temperatura de la barra fuera descendiendo al pasar el tiempo
paralo que A debe ser positivo también. La soluciéon general de la ecuacion (7.3) también la conoces:

f(x) =asen (\/Xx) + ap Cos (\ﬂx) ,
donde a; y a» son constantes. Combinando estas dos expresiones, tenemos que
u(x,t) = ae KM (a1 sen (\/Xx) + a» cos (\ﬁx)) )

Para acabar de resolver el problema necesitariamos conocer los valores de a,a1,a» y A y para esto
vamos a utilizar las condiciones que teniamos en la ecuacion del calor (7.2). En primer lugar,

u(0,t) = u(L,t) =0 = f(0)g(t) = f(L)g(t) =0, Vt >0,
y como g(t) # 0, se tiene que f(0) = f(L) = 0. Si sustituimos en la definicion de f,
0=rf(0)=a1 Sen(\ﬂo) + ap cos (ﬁo) =0+ap = a».

Si a> = 0, entonces a; debe ser distinto de cero para que f no sea constantemente cero. Ademas
f(L)=0,conloque0 = f(L) =aj sen (\/XL) y por tanto +/AL debe ser un cero de la funcion seno:

252
VAL=nm,nez = A= 7= = A
En consecuencia, para cada entero n tenemos un posible valor de A. Dicho de otra forma,
f(x)=a; sen( Anx)

es solucion de f'(x) + Anf(x) =0, £(0) = f(L) = 0. Resumiendo, cualquier funcion de la forma

—Kn?m2t
un(x,t) = ai sen <"Lﬂ) e~ 12

verifica la ecuacion del calor y la primera condicion. Ademas cualquier combinacion lineal también
las verifica. Por tanto
2.2

N N —Kncm-t
u(x,t) = > bpun(x,t) = > bpa sen(”Lﬂ)e 12
n=1 n=1

es la solucion mas general que tenemos hasta ahora.
;Qué pasa con la segunda condiciéon del sistema? Si u(x,0) = f(x), entonces f debe ser de la
forma

N
f(x) =u(x,0) = > bpai sen(%)
n=1

No es cierto que cualquier funcién se escriba de esta forma ni mucho menos. El acierto de Fourier
fue sustituir la suma finita por una suma infinita. Ya habiamos comentado que esta idea habia
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sido avanzada por Bernoulli en su solucién del problema de la cuerda vibrante. El paso dado por
Fourier en su libro sobre la teoria del calor fue demostrar que, efectivamente, la serie infinita era
convergente para convenientes coeficientes y calculd su valor en numerosos casos.

La historia de las series de Fourier no acaba aqui. De hecho, continua hasta nuestros dias. Las ideas
expuestas por Fourier suscitaron una gran cantidad de nuevas preguntas:

a) ;Qué funciones se pueden desarrollar de esta manera?

) ¢Como se calculan los coeficientes?

) ¢En qué sentido se entiende la convergencia de la serie?

) ¢Como se recupera la funcion a partir del conocimiento de los coeficientes?

) ¢Qué deben verificar los coeficientes para que den lugar a una funcién?

)

- o an o

Series de Fourier

El primer problema que tenemos que estudiar es cuando una funciéon f con periodo T se puede
escribir de la forma

9+ > [ancos(nwot) + by sen(nwot)] (7.5)
n=1

donde wq = 27T/ T. A las series de funciones la forma (7.5), las llamaremos series trigonométricas.
Hemos visto que la posibilidad de que una funcion periédica se pueda expresar como suma de
funciones periodicas mas sencillas, en este caso series trigonométricas, tiene una gran repercusion
en la solucion del problema de la difusion del calor.
¢Cuadles seran estas funciones? Comencemos con una funcion f periodica con periodo T y notemos
wo = 21t/T. Supongamos que se cumple que

f(t) =C+ > [ancos(nwot) + by sen(nwot)] (7.6)
nx=1
Utilizando que
sen(x) cos(y) = % (sen(x + y) + sen(x — v)), (7.7)

cos(x) cos(y) = % (cos(x +y) +cos(x —y)), ¥y
sen(x) sen(y) = % (cos(x — y) — cos(x +))
se obtiene lo siguiente.
Proposicion 7.5.
T/2
a) .[—T/Z cos(nwot) sen(mwot)dt =0, Vn, m € N,

T/2, sim=mn,

T/2
b) .[—T/Z cos(nwot) cos(mawot) dt = {O, sim < n

T/2, sim=mn,

T/2
c) LT/2 sen(nwot) sen(mawot) dt = {0’ sim < n

T, sin=0,

a) [}, costnwot)dt = |
2 €OSIWo “lo, sin=0

T/2
e) LT/Z sen(nwot) dt = 0.
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Demostracion. Utilizando integracion por partes y las ecuaciones (7.7)

a) LTT/Z cos(nwot) dt = [%“iﬁm]ffm = 0.

b) fﬁz sen(nwot) dt = [7%]1‘2/2 -0

) fﬁz cos? (nwot) dt = %fﬁz (1 + cos(2nwot)) dt = 3 [t + %W]ffﬂ =T/2.
0 1 -1 csam o =, 1

e) f_Tﬁz sen(nwot) cos(mwot) dt = %fﬁz [sen ((n + m)wot) + sen ((n — m)wot)] dt = 0, pa-
ran, me N.

Por ultimo, para n = m,

T/2

f) f_Tﬁz cos(nwot) cos(mewot) dt = %I—T/Z [cos ((n + m)wot) + Ccos ((n — m)wot)] dt =0,y

1 (T2

T/2
g) LT/z sen(nwot) sen(mwot) dt = 5 112

[cos ((n — m)wot) — COS ((n + m)wot)] dt =0.0
Esto se suele resumir diciendo que las funciones sen(nwot) y cos(nwot) son ortogonales. Pero
no olvidemos que queriamos calcular el valor de los coeficientes C, a, y bxn.

Si multiplicamos la igualdad (7.6) por cos(mwot) e integramos,

[e9)

T/2 T/2
J f(t)cos(mwot) dt =J [C + z (an cos(nwot) + by sen(nwot))] cos(mawot) dt
-T2 -T2 ol

T/2 o T/2

=CI cos(mawot) dt + Z “”J cos(nwot) cos(mawot) dt

~-T/2 ol —-T/2
T/2

+ > an sen(nwot) cos(mwot) dt
n=1 -T2

de lo que obtenemos que

, (T12
am = TJ - f(t) cos(mwot) dt,

paran=1,2,...
Si en lugar de multiplicar por cos(nwgt), multiplicamos por sen(mwyot), se obtiene que

T/2
by = 2 £(t)sen(nwot) dt, n =1,2,...
T) 12

Por ultimo, también podemos calcular C:

) T/2 1 T/2
C = TJ f(t)dt = TJ f(t)cos(Owot) dt,
—T/2 -T/2

si mas que tener en cuenta que cos(0) = 1. Para tener una féormula similar al resto de coeficientes
usaremos

5 T/2
ap=2C=2 me(t) dt,

con lo que
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, (172
am =2 LT/Zf(t) cos(mwot) dt,

paran=0,1,2,...

Definicion 7.6. Sea f: R — R una funcion periédica con periodo T. Llamaremos coeficientes de
Fourier alos siguientes numeros (si existen):

T/2
an = %J_T/z J(t) cos(nwot) dt, paran =0,1,2,...,y

T/2
by = %J—T/zf(t) sen(nwot) dt, paran =1,2,....

La serie de Fourier de la funcion f es

L+ > anpcos(nwot) + by sen(nwot) .
n=1

Como aun no conocemos la relaciéon entre f y su serie de Fourier usaremos la notacion

foe]
S =%+ Z an cos(nwot) + by sen(nwot)
n=1
Por ahora no sabemos si se da la igualdad. De hecho, ni siquiera sabemos la serie se pueda sumar.
Lo que si sabemos es que esta es la tnica posibilidad para desarrollar f de esta manera.

Observacion 7.7.

a) Cualquier intervalo de longitud T puede jugar el mismo papel. Por ejemplo, podriamos haber
tomado el intervalo [0, T].

b) Todas las funciones que han aparecido hasta ahora son peridédicas con periodo la longitud del
intervalo y las hemos considerado definidas en el intervalo [—% %] (o en R). Esto puede acarrear
problemas cuando planteamos la cuestion de la siguiente manera: calcular los coeficientes de
Fourier de la funciéon f(x) = x + 1 en el intervalo [—% %] Tal como esta enunciado, la fun-

cion f no es periodica. Para que asi fuera deberiamos definir f (—%) y f (%) con un mismo
valor. Ahora bien, a la hora de calcular los coeficientes de Fourier, el valor de la integral en
un punto no influye sobre su valor y por tanto la serie de Fourier que se obtiene es la misma
independientemente del valor de la funcién en los extremos.

Para que no se presente este problema, en muchos textos encontraras las funciones definidas
en ]—% %[ en [—% %[ 0 en ]—% %] Nosotros hemos optado por considerar siempre las
funciones en el intervalo cerrado o en todo R, pero hay que tener en cuenta que las funciones
tienen que ser periodicas. Por esto, aunque en algin problema no aparezca el valor de la funcién
en algunos puntos, sigue teniendo perfecto sentido el calculo de los coeficientes de Fourier.

Si el desarrollo de Fourier de una funciéon f es

9@+ > apcos(nwot) + by sen(nwot)
n=1

a las funciones %, an cos(nwot) + by sen(nwot) se las suele llamar armonicos de f. En cierta
manera, los armoénicos son los ladrillos de los que esta hecha la funciéon f. También podemos
escribir a, cos(nwot) + by, sen(nwot) como un nico coseno:

an cos(nwot) + by, sen(nwot) = w/a% + b% cos(nwot + ¢pyn),

donde
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b = arctan(ji”) , Sian =0
n — .
-7, sian =0.

La amplitud del n-ésimo armonico es \Jas + b3 y la fase es ¢y.

Los coeficientes de Fourier, la amplitud y el angulo de fase son datos muy importantes a la hora de
representar una sefal. Ademas de la representaciéon usual de la sefial como una funcion, podemos
representar las amplitudes (espectro discreto de amplitudes) o las fases (espectro discreto de fases)
cuando en el eje de abscisas representamos las frecuencias .

Ejemplo 7.8. Calcular la serie de Fourier de la funcion

FOx) = {

0, si—-m<x<-11/2
1, si—-m/2<x<TT

De acuerdo con la definicion de los coeficientes de Fourier

1 (™ 3
QOZFJ dng,

—17/2
T ni
_1 _ sen(nx) ™ _ sen(")
an = Ln/z cos(nx) dx = = ]—Tr/Z = —
(71)%1 Si n es impar
= n'n' ’
0, si m es par,
Yy
™ ni
1 _ —cos(nx) ™ _ —cos(nm) cos (%5°)
by = Ln/z sen(nx) dx = — >— ]717/2 = = =
1 . .
_ 3( o , si n es impar
w1l = (=1)™2], sin es par
Por tanto,

f(x) z% + % (cos(x) + sen(x) — sen(2x) — %cos(Sx) + %sen(Bx) + )

B w
3=

+ Z Zn%l [(—1)"‘1 cos((2n—1)x) +sen((2n — 1)x) — sen((4n — Z)X)]
n=1

Ejemplo 7.9. Sea f:[4,6] — R definida como

1, sid<x<5
2, SiS5<x=<6

fx) = {
En este caso a = 5y v = 1. Vamos a calcular sus coeficientes de Fourier:
5 6
aozj dx+J 2dx =3
4 5
Paran > 1,
5 6
an = J cos(ntr(x —5))dx + J 2cos(nm(x —5))dx =0,y
4 5

5 5 i 62 F 0, sinespar
n = L sen(ntr(x —5)) dx + L sen(ntm(x —5))dx = n% si n es impar

Por tanto f(x) = % + % Z ﬁ sen[(2n — 1)1 (x — 5)].
nx=1
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Funciones pares e impares

Se puede simplificar el calculo de los coeficientes de Fourier de una funcién f si sabemos que la
funcién es par o impar. Recordemos que una funcién es par si f(—x) = f(x), y que es impar si
f(=x) = —f(x). Sila funcion es par su integral de 0 a % coincide con la de —% a 0. Si es impar,
coincide salvo en el signo. Como el coseno es par y el seno es impar, la mitad de los coeficientes

de Fourier valen cero (dependiendo de en qué caso estemos).

Proposicion 7.10. Sea f : [—%, %] - R.

a) Si f es par, entonces f(t) ~ % + Yn_1 an cos(nwot), donde

T/2
an = T o f(x)cos(nwot)dt,vn=0,1,2,...

b) Si f esimpar f(t) = > _1 by sen(nwot), donde

T/2
by =7 . f(t)sen(nwot)dt,vn=1,2,3,...

Ejemplo 7.11. La funcion f(x) = x en [—1r, 7] es impar. Por tanto, su serie de Fourier so6lo
tiene coeficientes en senos.

T e e
bp =2 Jo x sen(nx) dx = = [—X7C°S<VL"X) (0 + Jo cos(nx) dx]

__ 2cos(nm) _ 2 (=1)n+1
- n - n '

Por tanto, f(x) ~ Z 2% sen(nx).
n=1

Extensiones periodicas de una funcion

Hay que recordar que estamos trabajando con funcio-

nes periodicas. Cuando consideramos una funciéon f en

[—1T,7T], en realidad estamos trabajando con la exten-

sion 2mr-periddica de f a todo R. Esto hace que la idea 6
que tengamos de la continuidad o derivabilidad de la

funciéon pueda inducirnos a error. Por ejemplo, la fun- 3
cion f(x) = x2 en [—1, 1] es continua pero no es de-

rivable en los extremos del intervalo. Un vistazo a su _37 —-27 -1 i 2w 3T
grafica (figura 7.2) puede dejarnos las cosas mas claras. Mustracién 7.2 f(x) = x2

Fijate que cuando decimos la funcién x2 en realidad es-

tamos diciendo: la funcion que vale x2 en [—1r, 1] v que hemos extendido de forma 2r-periédica.
Existen muchas formas de extender por periodicidad una funciéon dada. Supongamos por ejemplo
que f eslaidentidad en [0, 1T], esto es f(x) = x, que tenemos en la figura 7.3. Entre otras, podemos
considerar entonces las funciones fi, f2, f3 : [—m, ] — R definidas por

N flx+m), si—-m<x<0 fl=x), si—-m=<x<0
fl(x)_{f(x), si0<x < fZ(X)_{f(x), si0<x <™
| =f(=x), si-m=<x<0
Yf3(x)_‘§\f(x), si0<x <
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[
T
T
us s - _ —1T T | ™ e >
5 2T -7 Z 21T
flx) = x Funcién f;
[
TT
T
_ _ ™ i T
2T T -3 5 ™ 2T
_ _ m | n T
21T ™ -5 > ™ 21T
Funcioén f> Funcion f3

Iustracion 7.3 Extensiones periodicas de f(x) = x

y entonces extender cada una de ellas por periodicidad. Las propiedades de la representacion
trigonométrica obtenida depende enormemente de la eleccién que se haga. Por ejemplo, como se
puede ver en las figuras, la primera extension no es continua en el origen, ni en 1 ni en —7. En
cambio la segunda extension si es continua en el origen aunque no derivable. La tercera extension
es continua y derivable en el origen.

Series de Fourier complejas

En la primera parte del curso hemos visto que la notaciéon compleja es muchas veces mas adecuada.
Este es uno de esos casos. Recordemos que eil = cos(t) + isen(t), de lo que se deduce que

einwot + e—inwot einwot _ e—inwot
cos(nwot) = > , sen(t) = 2
Si desarrollamos
00 (o) (o]
Z Cneinwot =co + Z Cneinwot + Z Cine—inwot
n=—oo n=1 n=1

=cqo + Z cnlcos(nwot) + isen(nwot)] + Z c_nlcos(nwot) —isen(nwot)]
n=1

n=1
=co + Z [(cn + c—n) cos(nwot) + i(cn — c—n) sen(nwot)|
n=1

Por tanto, tomando ag = 2¢co, An = cn + C—n Y by = i(Cn —C—n) 0 co = % cn = % (an —ibn) y

Cop = % (an + iby) se tiene que

o0

> cpetmwot = % + > [an cos(nwot) + by sen(nwot)]

n=-oo n=1
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Obsérvese que los coeficientes ¢;; son ahora nimeros complejos que verifican ¢, = ¢—, y, en
particular, |cy| = [c—nl.

También podriamos haber calculado los coeficientes de Fourier complejos utilizando el mismo
truco que usamos para calcular a, y by, esto es, si suponemos que

o0
fy="3 cpetneot
N=—o0o
y que todo lo que aparece se puede integrar término a término. Multipliquemos ambos miembros
por ek@ol e integramos. Asi se obtiene el valor de los coeficientes cy,

Definicion 7.12. Sea f una funcién periodica con periodo T y frecuencia fundamental wg = ZT"

Entonces los coeficientes de Fourier complejos de f son

T/2 ,
Cn = = f(t)e @l gt paran € 7.
L

Los coeficientes de Fourier complejos los hemos calculado usando exponenciales complejas y pue-
den ser complejos. En segundo lugar, obsérvese que la definicion tiene perfecto sentido para fun-
ciones con valores complejos. De hecho, aunque Unicamente afirmamos que f es una funciéon
periodica, el enunciado completo seria

“Sea f : R — C una funcién perioédica con periodo T...”

Definicion 7.13. Sea f : R — C una funcion periodica con periodo T y frecuencia fundamental
wo = 211/ T. La serie de Fourier compleja de f es Z cpeinwot,

n=-—oo
Observacion 7.14. Existe una gran cantidad de literatura sobre las series de Fourier. Quiza la

notacién mas usual para los coeficientes de Fourier que el lector se puede encontrar f(n) para
denotar a dichos coeficientes, esto es, f(n) = ¢y, con lo que

ft) ~

M2

_]/E(Tl)einwot.
n [«

Ejemplo 7.15. Calcular la serie de Fourier compleja de la funcion f(t) =t, Vt €] — m, ].
Tenemos, en este caso, que T = 21Ty wg = 1. Paran = 0,

1 T/2 3 i
Cco = T JfT/Zf(t) dt = o Jﬁn tdt = 0.

Para n + 0,

1 T/2 . L ,
cn =7J T/zf(t)e‘mwotdt = EJ te~Mwol gt

a =TT
=2 ([tefim]irn - Jn et dt)
—TT
:21'_11111 (Tfe_i"" - e % (e—inrr _ einn))
=y (21T cos(nm) — 2 sen(nn))
=177{ cos(nTr)
= (D™
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7.4.2 Algunas funciones “tipicas”

Pulso rectangular ~ Ejemplo 7.16. ILlamamos pulsos rectangulares a aquellas sefiales que son nulas salvo un
determinado intervalo de tiempo en el que son constantes. El ejemplo tipico es la funcion
f [_I I] -~ R
7202
1, silx|<a/2,
0, en otro caso,

f(x):{

A

1
T

I
|
| | |
Py

[SEY S
™~

SIS

S

Ilustracion 7.4 Pulso rectangular

donde a es un nimero real positivo y menor que T. Los coeficientes de Fourier complejos de f
son

1 (T2 inwot 1 [ inewot
Cin TJ_T/zf(t)emwO dt = Tj e!nwot gi

—-a/2
_ [l e‘i"‘”ot]a/z _ 2 (ei"“’oﬂ/z—e‘i”woﬂ/z) _ sen(nwoa/2)
T LT —tnwo 1—g/2 T Tnwo 21 - Tnwy ’
distinto d ~L["" fwyar=1["" 1ae-&
para n distinto de cero, y ¢o = i T/2 =T —aj2 =T

Funcion triangular ~ Ejemplo 7.17. La funcion “triangular periédica” con periodo T esta definida como
|t]

f(x):{l_a’ si|t| <a,
0, paraa < |t| < T/2.

AN A

-1

v

=
LSS
o~

Ilustracion 7.5 Triangular

Calculemos sus coeficientes de Fourier.

T/2
%J f(t)eminwa gy
T/2

J e~ inwot g3 o Ja (1 _ L) e~ inwot g¢
0 a

% JO (1 - 7) cos(nwot) dt (integramos por partes)

_ a 1 (%
=% nwo [(1 - 7) sen(nwot) ‘o + < Jo sen(nwot) dt]

_ 2(1—=cos(nwopa))
- n2wiaT

y usando que 1 — cos(2x) = 2 sen®(x), cn = w.

n2wzaT
Es inmediato comprobar que ¢ = + j /2 f(t)dt = T-
Funciéon diente  Ejemplo 7.18. La funcion diente esta definida como f(t) = Z—Tt
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3T \T 3T
2 iz v
INustracion 7.6 Dientes
Sus coeficientes de Fourier complejos son
L (T2 inwot L (T2 inwot (="
Cp = = (t)e Mwol g = —J 2te”Mwolt g = L~
e J—T/Zf ) 12 n

sin+0ycy=0.

Propiedades de las series de Fourier

Linealidad

Proposicion 7.19. Sean f y g funciones T -periodicas con coeficientes de Fourierf(n) yg(n). Sean
a y b numeros complejos. Entonces, los coeficientes de Fourier de af + bg son

(af +bg)(n) = af(n) +bg(n),

para cualquier nimero entero n.

Conjugacion

Proposicion 7.20. Sea f una funcion periodica con periodo T y coeficientes de Fourier f(n).
Entonces los coeficientes de Fourier de la funcion conjugada son

~

fn) = f(-n), VneZ.

Podemos aplicar este resultado al estudio de los coeficientes de Fourier de funciones reales. En
este caso f(t) = f(t) y por tanto ¢, = ¢_y y, en particular, |c,| = |c—n], cosa que ya habiamos
comentado con anterioridad.

Traslaciones

¢Qué pasa si “movemos” una funcion hacia la izquierda o la derecha? ;Qué repercusion tiene esto
en los coeficientes de Fourier?

Proposicion 7.21. Sea f una funcion periodica con periodo T y coeficientes de Fourier f(n) y sea
to un numero real. Entonces, los coeficientes de Fourier de la funcion f(t — tg) son

e~inwoto £ () v € 7.

Como ‘e‘mwoto ‘ = 1, la amplitud (el modulo de los coeficientes de Fourier) de una funcién no
cambia al trasladarla.
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Inversion del tiempo

Si la variable t indica el tiempo, el cambio de t por —t simplemente cambia la direccién del tiempo:
en lugar de avanzar, retrocedemos en el tiempo. ;Qué pasa en este caso con los coeficientes de
Fourier?

Proposicion 7.22. Sea f una funcion periodica con periodo T. Entonces los coeficientes de Fourier
de f(—t) son f(—n).

Sobre los coeficientes de Fourier

Hasta ahora hemos dado una definicién de serie trigonométrica en la que no aparece ninguna fun-
cién y hemos hablado de serie de Fourier cuando los coeficientes estan asociados a una funcion.
En esta seccién vamos a ver qué condiciones deben verificar los coeficientes de una serie trigono-
métrica para ser los coeficientes de Fourier de una adecuada funcién.

En primer lugar, introducimos las funciones con las que vamos a trabajar a partir de ahora. Ob-
sérvese que para la definicién de los coeficientes de Fourier de una funciéon es necesario que las
integrales tengan sentido. Aunque esto no sea cierto para cualquier funcion, si lo es para las fun-
ciones que consideramos en la siguiente definicion.

Definicion 7.23. Una funcion f : [a,b] — R es continua a trozos si existe una particién a = xg <
X1 < X2 <...<Xp-1<Xn = Db delintervalo [a, b] de forma que

a) f es continuaen ]x;,x;s1[,parai =0,1,2,...,n -1,y
b) f tiene limites laterales en x;,i =0, 1,...,n. A estos limites los denotaremos f(x;+)y f(xi—),
esto es

im f(x) = flxi+) y lim f00) = flx-)

X —x{
Diremos que f es derivable a trozos si es derivable salvo en un conjunto finito de puntos en los

que existen derivadas laterales.

Ejemplo 7.24.
a) La funcion f:[0,10] — R definida como

X, si0<x =<5
f(x)=43x+1, sis5<x<7
x%—-x, si7<x <10

es continua a trozos. Es continua salvo en 5, 7 y 10, pero en dichos puntos los limites laterales
existen.
b) La funcion f : [0,1] — R definida como

0, six =0
1/x, si0<x <1

foo =

no es continua a trozos. Es continua en todos los puntos salvo en el origen, pero no tiene
limite en 0.

Las funciones continuas a trozos son integrables. Ademas, la integral la podemos calcular como
suma de integrales en cada uno de los intervalos donde la funcién es continua.

Si nos restringimos a este tipo de funciones no hay problema para el calculo de los coeficientes de
Fourier. Ahora vamos a ver cuando se puede sumar la serie de Fourier de una funcién y cuanto vale
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dicha suma. Los siguientes resultados nos ponen algunas restricciones sobre el comportamiento
de los coeficientes de Fourier.

Teorema 7.25. Sea f una funcion periodica con periodo T continua a trozosy con coeficientes de
Fourier cy,. Entonces

< 2 1 (T2 2
S leal? <4 [ LFw? ar.
ne"o -T/2
El siguiente resultado, de gran importancia, es una simple consecuencia del hecho que la conver-
gencia de una serie implica la convergencia a cero del término general.

Teorema 7.26. Sea f una funcion periodica con periodo T continua a trozos con coeficientes de
Fourier cy,. Entonces lim ¢, = lim ¢, = 0.
n—oo Nn— oo

Convergencia de las series de Fourier

La continuidad a trozos es una condicion suficiente para poder calcular la serie de Fourier de una
funcion segiin hemos visto en la seccion anterior. Pero todavia seguimos escribiendo

(o]
ft)y~ > cpetmeot
N=—o0o
porque aun no sabemos si la igualdad es cierta.
Para calcular la suma de una serie, hay que calcular el limite de la sucesion de sumas parciales. En
este caso

N

SN(X) = D cpe™eol,
n=-N

y queremos ver qué ocurre cuando N tiende a . La forma de calcular este limite pasa por reescribir
la suma parcial sy como una integral. En este calculo va a jugar un papel fundamental las funciones
que se conocen como nucleos de Dirichlet. Antes de pasar a estudiar la convergencia de la serie de
Fourier, veamos la definicion y algunas propiedades de estas funciones.

Definicion 7.27. Sea m un numero natural. El nucleo de Dirichlet de orden n es la funcion Dy,

n
definida como Dy (x) = > e~ kwox,
k=-n

El nacleo de Dirichlet es una funcion peridédica. Ademas
n .
Dn(X) — Z e—lkwox
k=-n
=eiMWoX 4 plN=DWoX | | 4 pr o+ 1+ IW0X 4y pTiM-Dwox | p=inawox

es una progresioén geométrica. Estamos sumando 2n + 1 términos empezando en ei"®oX y con
razon e '@oX Sy suma sera

pinwox (1 _eiw0(2n+1)X)

D'}’L(X) - 1—e-iwox
inwox _p-i(n+1)wox . 1. ca s
= (multiplicamos y dividimos por e®0¥/?)
_ei(n+%)w()x_efi(’ﬂ+%)w()x _ sen((nJr%)on)
T gibwox_-ifwox " sen(3wox)
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Condiciones
de Dirichlet

Teorema de unicidad

CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER SERIES DE FOURIER

Esto es cierto cuando e~ 0¥ =« 1 o, lo que es lo mismo, para wox + 2k 0 x # kT, k € Z. Pero de
la definicion del nicleo de Dirichlet se obtiene directamente que Dy, (kT) = 2n + 1 para cualquier
k ez

También es facil comprobar que D,, es una funcion par y se puede calcular su integral en [—%, %]

T/2 )
sin problemas usando que LT 12 e~ tkwox gx — 0, Vk = 0. De hecho, la integral no depende de n:
T/2 no.T/2 _ T/2
J Dy(x)dx = Z J e~ tkwox gy — J ldx =T. (7.8)
~T/2 ko -T2 -T/2

, T/2
Obsérvese que, como Dy, es par, Io Du(x)dx =T/2.

Condiciones de Dirichlet

Definicién 7.28. Una funcién T-perioddica f se dice que verifica las condiciones de Dirichlet si en
[0, T] es continua salvo una cantidad finita de discontinuidades de salto y tiene un nimero finito
de maximos y minimos locales estrictos.

Teorema 7.29. (Dirichlet, Riemann) Sea f periddica con periodo T, derivable a trozos. Entonces
la serie de Fourier es convergente y su suma es

[ee)

S faemoot = Lipeyy + fe-)].

N=—00

En particular, si f es continua en t, Z f(n)ei"“’"t = f(t).

n=-—co

Ejemplo 7.30. La funcion f(x) = 1+ x + [x| en ] — 1T, 77[ es continua y derivable a trozos.
Por tanto su serie de Fourier converge a f para cualquier x €] — 1, m[. ;Qué ocurre en los
extremos? El limite en 1t vale 27t + 1, y el limite en —7r vale 1. Por tanto la serie de Fourier tiende

a HZ%“ =1 + 1 en dichos puntos.

Una consecuencia directa del teorema anterior es que los coeficientes determinan la funcién.

Teorema 7.31. Sean f y g funciones periodicas con periodo T derivables a trozos. Sif(n) =g(n),
para todo n € Z, entonces f = g.

¢El final de la historia?

Durante mucho tiempo se penso6 que la continuidad era una condicién suficiente para la conver-
gencia de una serie de Fourier. De hecho, hay algunos resultados un poco mas generales que el
Teorema 7.29. En 1873 Paul Du Bois-Reymond encontr6 una funcién continua y acotada cuya se-
rie de Fourier no es convergente en el origen. Hubo que esperar hasta 1966 para resolver este
problema. Carlesson demostr6 que si f verifica que

J"f%ﬂw<m (7.9)

entonces su serie de Fourier converge salvo en un conjunto de medida cero. Al mismo tiempo, Ka-
hane y Katznelson probaron que, dado un conjunto de medida cero arbitrario, es posible construir
una funcién continua salvo en dicho conjunto y cuya serie de Fourier no es convergente en los
puntos de dicho conjunto.
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Si la funcion f no verifica (7.9), entonces la situacion puede ser atn peor. En 1926 Andrei Kol-
mogorov construy6 una funcién integrable, con cuadrado no integrable y cuya serie de Fourier no
converge en ningun punto.

Una imagen vale mas que mil palabras (I)

Consideremos la funciéon real f(x) =1 + x + | x|

Su desarrollo de Fourier real hastan = 1 es

o 4 cos(x)

1
T2

+ 2sen(x)

- _T T
2 2
paran =2
1+ g — 4(:078()() + 2sen(x) — sen(2x)
T
“r _nm Tt
2 2
paran =3
4 1+ g — 4(3078()() + 2sen(x) — sen(2x)
4 2
——cos(3x) + =sen(3x)
1 o 3
“r _nm Tt
2 2
paran =4
4 1+g_4c075(x)+23en(x)_
4 2
sen(2x) — — cos(3x) + = sen(3x)
T 91T 3
1
-= 4
> sen(4x)
“r _nm Tt
2 2
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paran =5
A 1+g—w+23en(x)
4 2
—sen(2x) — — cos(3x) + = sen(3x)
—% sen(4x)
4 2
. ~ %5 cos(5x) + gsen(Sx)
—_ m ™
T 5 z T

7.8 Otras propiedades

Convoluciéon

Teorema 7.32. Sean f y g funciones periddicas con periodo T y derivables a trozos. Si h(t) =

f(t)g(t), entonces h(n) = > Fk)-gn—k).

k=—oc0

Convolucion  Definicién 7.33. La convoluciéon de dos funciones f y g, que denotaremos f * g, se define como
L (T2
(Fra =+ | L= xg(x)dx.

Si las funciones f y g son periodicas con periodo T, entonces también lo es su convolucion.

;Cuadl es el motivo de introducir este producto “raro” de funciones? El motivo es responder a una
pregunta muy natural. Si ¢, v dy, son los coeficientes de Fourier de dos funciones f' y g, ;jqué se
puede decir de cyd,?, iqué funcidn, si es que existe alguna, tiene dichos coeficientes de Fourier?
y ¢qué relacion tiene con f y g? La solucion:

Teorema 7.34. Sean f y g funciones derivables a trozos, entonces

(Fxg)(n) = fgn), ¥Yn e z.

Identidad de Parseval

Vamos a ver que la desigualdad de Bessel es una igualdad en muchas ocasiones.

Identidad Teorema 7.35. Sean f y g funciones T-periodicas derivables a trozos. Entonces
de Parseval

Rk o L
TJ_T/Zf(wg(t)dt: S Fmam).

n=—o0

Corolario 7.36. Sea f una funcion T-periodica derivable a trozos. Entonces

%j_m Folac- S |l

T/2 n e

Derivacion

Teorema 7.37. Sea f una funcion periodica con periodo T derivable a trozos y continua. Supon-

gamos ademds que [’ es derivable a trozos. Entoncesj/f\’(n) = ina)of(n) Y, por tanto,
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f’(t+)J2rf’(tf) _ z inwof(n)emwot.
N=—00
Integracion

Teorema 7.38. Sea f una funcion periodica con periodo T derivable a trozos. Supongamos que

~ t
f(0) = 0. Entonces la funcion h definida como h(t) = I_T/Zf(x) dx es perioddica con periodo T.

Ademds h(t) = > h(n)e™®ot, donde

N=-—o00
f(n) :
~ MW, sin <0,
h(n) = © 2
=D"f(n) co
- > ey s Sin=0.
Nn=-o0,n=0

7.8.1 EIl fenomeno de Gibbs

Al igual que con el polinomio de Taylor, en la practica utilizaremos tinicamente una cantidad finita
de términos de la serie de Fourier para aproximar una funcion. Cabe preguntarse como de rapida
es la convergencia de los términos de la serie de Fourier a la funcién.

e e
- _nT us 'I? —-m _IT s T?
2 2 2 2
Orden 8 Orden 15
Orden 8 Orden 15
ampliado ampliado

Iustracion 7.7 Serie de Fourier de f(x) = x

Veamos un caso concreto. Vimos en el Ejemplo 7.11 que la funciéon f(x) = x en [—1, 1] tenia el
siguiente desarrollo de Fourier:

fx) = > 2(_1;”1 sen(nx)
n=1

Utilizando el Teorema 7.29, se tiene que la serie es convergente en todos los puntos del intervalo
abierto (la funcion es continua en esos puntos), esto es
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SUMABILIDAD. NUCLEOS DE FEJER. SERIES DE FOURIER

o
X = Z 2(_1%%1 sen(nx), Vx €] — m, [
n=1

En la Figura 7.7 se puede ver como cerca de los puntos donde falla la continuidad, 7t y —1, las
sucesivas aproximaciones dadas por la serie de Fourier siguen teniendo un error digno de tener en
cuenta.

En 1898 Albert A. Michaelson y S. W. Stratton pusieron de manifiesto este hecho en la revista Nature:
la convergencia de la serie no es buena cerca de los puntos de discontinuidad. Comprobaron el
desarrollo de orden 160 de la serie de Fourier y atin habia grandes diferencias entre la funciény su
serie. No hubo que esperar mucho tiempo para encontrar el motivo. La explicacién la dio el profesor
Josiah Willard Gibbs en la misma revista al aflo siguiente. Gibbs demostré que la amplitud de la
oscilacion tiende a ser % f(;T % dt =~ 0.089 veces el tamafio del salto, o sea, aproximadamente
un 9% del tamafio del salto.

Sumabilidad. Nucleos de Fejér.

Hemos visto que la convergencia de una serie de Fourier puede fallar en infinitos puntos en el
caso de funciones continuas y, ademas, no olvidemos que tenemos el fenémeno de Gibbs. Ambos
problemas se pueden subsanar considerando la convergencia en media. Este método se debe a
Lipot Fejér.

Recordemos que dada una funciéon f : [-1T, ] — R, sy denotaba las sumas parciales de la serie
de Fourier, esto es

so(x) =%ao, y

N
SN (x) :%ao + Z [an cos(nx) + by sen(nx)].
n=1

Consideremos ahora la media aritmética de sy:

N
1
oN(x) = SO(X)+51(]9\<])++1 +sn(x) _ o z s ()
n=0

Recordemos que teniamos una férmula para calcular sy (x) por medio de los niicleos de Dirichlet:
T
) =gk | fODN(E-x)dt
—TT

Obsérvese que si tomamos Dg constantemente igual a uno entonces la igualdad también es cierta
para N = 0. Por tanto

1
ON(X) =x17

E

b f FODN(t - x)dt
0 =TT

L
1
_EJ F(OEN(t —x) dt

—TT

al

donde Fy = ﬁ Z];L]:o Dy, se le suele llamar el nticleo de Fejér.
Teorema 7.39. Sea f:[-m, ] — R integrable. Si f tiene limites laterales en x, entonces

]\]ilm O'N(X) — f(X-%—);f(X—)

En particular, si f es continua en x, entonces ]\l]im oN(x) = f(x). Ademads, si f es continua en
— 00

[—7T,1T], entonces {on(x)} converge uniformemente a f en [—1, 1T].
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Una consecuencia facil de esto es el siguiente resultado.

Corolario 7.40. Sean f,g :[-m,] — R continuas e integrables con la misma serie de Fourier.
Entonces f = g.

Uno de los motivos por el que comenzamos a hablar de la convergencia en media y de los nicleos de
Fejér era el fenémeno de Gibbs. No vamos a entrar en los detalles pero si decir que no se presenta.
En otras palabras la aproximacion on (x) es mas parecida a f que sy (x). Compruébalo ti mismo
con alguna funcion.

Una imagen vale mas que mil palabras (Il)

Uno de los motivos para introducir la sumabilidad en lugar de la convergencia era el fenémeno de
Gibbs. Ya habiamos visto como la convergencia de la serie de Fourier de la funcion f(x) = 1+x+|x|
era buena con la excepcién de los extremos. En la figura 7.8 se puede comprobrar como la suma de
las medias no presenta los problemas que tiene la serie de Fourier debido al fenémeno de Gibbs.

- _ T T T - _T T 7T
2 2 2 2

convergencia orden 3 sumabilidad orden 3

MNustracion 7.8 Sumabilidad y convergencia
Aplicaciones de las series de Fourier

La construccion de una bodega

El problema de la difusién del calor tuvo una gran importancia en el desarrollo de las series de
Fourier. Estos trabajos no solo tenian importancia teorica. Para ilustrar esto de una manera sencilla
supongamos que queremos construir una bodega. ;Cual deberia ser su profundidad para que la
temperatura fuera la adecuada? ;Cual es la variacion de la temperatura a lo largo del afio? ;Es
posible que la temperatura permanezca constante a lo largo de las estaciones?

La propagacion del calor no es inmediata. Un dia caluroso no se traduce inmediatamente en una
temperatura similar varios metros bajo tierra. Hasta pasado cierto tiempo (cambio de fase) no se
alcanza un pico de temperatura en el interior. Piensa en un manantial de agua: no es dificil que ésta
este fresca en verano a pesar del calor. Ademas también es creible que los cambios de temperatura
sean mas débiles en el interior, que estén atenuados.

Si planteamos y resolvemos un modelo matematico (la ecuaciéon del calor) podremos extraer algu-
nas conclusiones. Se puede comprobar que la ola de calor alcanza una profundidad de 4.5 metros
con un cambio de fase equivalente a seis meses: cuando en la superficie es verano, a 4.5 metros
es invierno y viceversa. La atenuacion es, aproximadamente, 1/16 de la variaciéon que hay en la
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superficie. Si la diferencia de temperatura entre invierno y verano es de 40°, la diferencia en el
interior no llega a tres grados. ;Como hemos obtenido estos datos?

Primero, a la hora de buscar un modelo hemos tenido que simplificar un poco la situaciéon: hemos
supuesto que la tierra es plana y que la temperatura a grandes profundidades no es importante,
lo que no es demasiado suponer para la situacion en la que estamos.

La temperatura vendra dada por una funcion u(x, t) que depende de dos variables: la profundidad
x y el tiempo t. Suponemos conocida la temperatura en la superficie, esto es, u(0,t) = fo(t). La
ecuacion que modela este problema es

2
u_ g (7.10)

donde K es una constante que depende del tipo de suelo. Supondremos que la temperatura es una
funcion periodica con periodo T igual a un afio. Como siempre w = 27t/T denotara la frecuencia
angular. Usando el método de separacion de variables hemos visto que la solucion es

ux,t) =%+ > anexp (— %x) cos (nwt + Ppp(x)),

n=1

donde ¢pp(x) = P — /52X, Y
fot) =%+ > ancos(nwt + @yp).
n=1

Hemos expresado la solucion como una suma infinita en la que los términos decrecen exponen-
cialmente. Cuanto mayor sea 1, menor sera el valor del correspondiente sumando. Si s6lo nos
fijamos en el primer armonico y nos olvidamos del resto, el cambio de fase ¢1(x) y la atenuacion
exp (— %x) dependen de \/% . Para dar algin dato mas concreto nos hace falta conocer K. Ex-
perimentalmente se determina y, por ejemplo, K = 2 x 1073 cm?s~! para un suelo ordinario. T es
365 x 24 x 60 X 60 s. Para x = 450 cm obtenemos que el cambio de fase es aproximadamente 1T 0,
dicho de otra manera, la temperatura a dicha profundidad muestra un desfase de % (medio afo).
El factor de atenuacion es alrededor de e™™ =~ 1/16.

Si tomamos como T un dia (24 x 3600 s) los resultados son algo distintos. Sigue existiendo un
desfase de aproximadamente la mitad del periodo (medio dia). En cambio, s6lo es necesario llegar
a una profundidad de 25 cm para que el coeficiente de atenuacion sea 1/16. Esto quiere decir que
los cambios diarios de temperatura apenas penetran en el terreno.

La desigualdad isoperimétrica

¢Cual es la curva cerrada del plano que encierra un area mayor? Parece 16gico pensar que es la
circunferencia pero de ahi a demostrarlo hay un trecho. Veamos como podemos resolver este
problema.

Consideremos una curva y : [0,27] — C cerrada, derivable y con derivada continua. La longitud
de dicha curva es

21T
L=j0 ly’ (t)] dt.

Reparametrizando, podemos suponer que L = 27Ty que |y’ (t) | = 1. El area encerrada por la curva
es

A=

-

2
.JO y(t)y'(t)dt.
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Como y verifica las condiciones de Dirichlet, y coincide con su desarrollo de Fourier. Ademas,
podemos suponer que y(0) = 0. Si no, la curva y — y(0) es una traslacion de la curva y y que, por
tanto, tiene la misma longitud y encierra la misma area. Los coeficientes de Fourier de y y de y’
son facilmente calculables:

2
y(n) = Onﬁe’i”tdt =y(-n),

21

o~

y ¥y’ (n) = iny(n), segun vimos en el Teorema 7.37. Por tanto,

21 0 . ad .
A:%L ( S y(—n)emt>< S imy(m)elmf> dt

Nn=-—o00 m=-—oo
= Y n|ym|*.
n=0
Por otra parte,
21T 21T 5 5
L=2m= . dt=J0 ly' (0)]° dt =21 > n?|pm)|”~.

n=+0

Comparando término a término las dos igualdades, obtenemos la desigualdad isoperimétrica:
0=<m-—A. (7.11)
La igualdad se da si, y solo si,

S m?-n)|ym)|* =0,

n+0

0 sea, si, y solo si, |§/(n) |2 =0 paran # 0, 1. En ese caso, y(t) = ?(l)e”, que es la circunferencia
de radio |y(1)].

Proposicion 7.41. Siy es una curva con longitud L que encierra un drea A, entonces
4TTA < L2

y la igualdad se da si, y solo si, y es una circunferencia.

Demostracion. Aplicamos la discusion anterior a la curva o (t) = ZT" y(t) que tiene longitud 21 y

2
encierra un area A (ZT") . Por tanto, aplicando (7.11) tenemos que
2
osm-A(F),

0, lo que es lo mismo, 4TTA < L2. O

El problema de Dirichlet en el disco unidad

El problema de Dirichlet en el disco unidad = {z € C: |z| < 1} consiste en encontrar una
funcion u(x, y) con valores en R que sea armonica en D y que en la frontera, T = {z € C: |z| = 1},
tome los valores

u(cos(0),sen(0)) =U(0), VO €] — 1T, 1]

Teorema 7.42. Sila funcion U es 21t-periodica y su serie de Fourier es
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U(t) ~ %+ > ancos(nt) + by sen(nt),
n=1

entonces la solucion al problema de Dirichlet en D es

(o)

u(rcos(0),rsen(0)) = % + Z anr™cos(nO) + byr™sen(nb).

n=1

7.11 Ejercicios
Ejercicio 7.1

Comprobar que la definicion de los coeficientes de Fourier se puede utilizar el intervalo [0, T']
en lugar de [-T/2,T/2].

Solucion 7.1

Ejercicio 7.2
Calcular la serie de Fourier de la funcion

-1, si—-mm<x<0,
f(x)zjll, si0<x <1r

Solucién 7.2 Tomando f(0) =0,

4 < sen(2n+1)x
f(X)NnnZO 2n+1

Ejercicio 7.3

Calcular la serie de Fourier de la funcion

1, si—-mm<x<0,
f(x)={3’ si0<x <1

¢A qué converge la serie en 07

Solucion 7.3

4 S sen(2n+ 1)x
~ 2+ — _
fx) * T ngo 2n+1

1+3
En O converge a —= = 2.
Ejercicio 7.4

Calcular la serie de Fourier en cosenos de la funcion

1, si0<x <h,
f(x)—{o, sih <x <,
donde h €]0, 1[.
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Solucion 7.4

_2h|1 < sen(nh)
flx) = - [2 +n§1 —h Cos(nx)]

Ejercicio 7.5

Calcular la serie de Fourier en senos de la funcién f(x) = x(1r — x), Vx € [0, 1r]. Usar este
desarrollo para calcular la suma

Solucion 7.5

. 3
Tomando x = %, se tiene que la suma vale 13L2

Ejercicio 7.6

Sea h un numero entre 0 y 7r. Calcular la serie de Fourier en senos de la funcién

1, six=0,
fox)=12X si0<x<2h
0, sizh<x <

Solucion 7.6

o0 2
f(x) = % [; + > (sen(Zh)) cos(nx)]

n=1 n

Ejercicio 7.7

Calcular la serie de Fourier en senos de la funciéon f(x) = % — %, Vx e [0,1].

Solucion 7.7

o0

fx)= >

n=1

sen(2nx)
2n
Ejercicio 7.8

Calcular la serie de Fourier en cosenos de la funcion f(x) = % — % Vx € [0, ].

Solucion 7.8

cos(2n +1)x

2 o0
foo~ X (2n+1)2

n=0
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Ejercicio 7.9

Calcular la serie de Fourier en senos de la funcién f(x) = x2, Vx e [0,1].

Solucion 7.9

o 2
Z |:7; + l((—l)” - 1)} sen(nx)

Ejercicio 7.10

Demostrar que
(o]
_ T 4 cos(2n—-1)x 1)x
x| =5 nz n-D7 , Vx € [—m, 1]
;Qué series se obtienen cuando tomamos x = 7T 0 x = —717?

Solucion 7.10

falta

Ejercicio 7.11

Calcular la serie de Fourier de la funcién 2m-periddica f(x) = x2, Vx € [0, 21r].

Solucion 7.11

f(x)z4L+4ZM_4nZM

n=1 n=1 n

Ejercicio 7.12

Calcular la serie de Fourier de la funcion |sen(x)| en [—1r,7r] y demostrar que converge en
cualquier punto de dicho intervalo. Utilizar esto para probar que

(o] (o] a

1 _ =it 2
Z mz—1 -2 Y Z an2-1 —
n=1 n=1

N —

Solucion 7.12 falta

Ejercicio 7.13

Utilizar las series de Fourier de las funciones x2,x* y x3 — 2x en el intervalo [—1r, 7] para
probar que

n=1
i 1 2
(_1)1’L+ _ 1T
b) Z n2 12
n=1
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Solucion 7.13 falta
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8.1

TRANSFORMADA DE FOURIER ORIGEN HISTORICO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Transformada de Fourier

8

Origen historico de la transformada de Fourier

El trabajo de Fourier que hemos comentado en el capitulo anterior acab6 plasmado en la memoria
“Mémoire sur la propagation de la chaleur” (1807) y en una version extendida, “Théorie du move-
ment de la chaleur dans les corps solides”, que presentd en 1812 al Instituto de Francia (algo asi
como la Academia de las Ciencias) para participar en un concurso sobre el estudio del calor. Premio
que, por cierto, consiguio.

En dichos trabajos, Fourier se plantea estudiar el problema de la difusién del calor en una barraideal
de longitud infinita. Para resolver este problema, en lugar de una serie de coeficientes, aparece una
funcion a determinar dentro de una integral relacionada con las condiciones iniciales del sistema.
Esa funcién es lo que hoy conocemos como transformada de Fourier.

La transformada de Fourier fue “redescubierta” un poco mas tarde por Cauchy y Poisson estudiando
el movimiento de un fluido. Ambos estudiaban ecuaciones del tipo

Puy Pu _ (8.1)

lo que se suele llamar ecuacion de Laplace o ecuacion del potencial porque, en su version para
dimensioén tres, fue estudiada por Laplace para resolver problemas relacionados con la atraccion
gravitacional y la forma de los planetas. Este tipo de ecuaciones ya habian aparecido en trabajos
de Euler y Lagrange. Por ejemplo, Lagrange la habia utilizado para estudiar la propagaciéon de una
onda en una capa de agua. También tienen relacion con la propagaciéon del calor, de la electricidad
0 con el magnetismo.

La ecuacién (8.1) modela la propagacion de ondas en una capa fina de agua si ademas suponemos
que el liquido es homogéneo (tiene la misma densidad en todos sus puntos), incomprensible (la
densidad no cambia con el tiempo) y que el trabajo necesario para llevar una particula de un lugar
a otro es independiente del camino elegido (o que se suele expresar diciendo que la velocidad es
un campo conservativo).

Veamos con un ejemplo como la busqueda de funciones armoénicas verificando unas determina-
das condiciones en la frontera esta relacionada con la transformada de Fourier. Consideremos el
problema de Dirichlet en un semiplano. Mas concretamente, sea

Dz{(x,y)e[RZ:y>O)§, yﬁz{(x,y)e[Rz:yzO}.

Queremos encontrar una funciéon u : D — R continua en D, de clase C2 en D, armoénica en D, esto
es,

2 2
S RE=0, (8.2)
y que verifique
u(x,0) = f(x), vx eR (8.3)

donde f es una funcién continua y acotada dada.
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8.2

DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER TRANSFORMADA DE FOURIER

Para resolver este problema, usaremos el método de separacion de variables como en el caso de la
ecuacion del calor. Supongamos que existe una solucion u(x, y) de la forma F(x)G(y). Entonces,
sustituyendo en la ecuacion (8.2) se tiene que

F G
F — G -

Como la parte de la izquierda solo depende de x y la de la derecha s6lo depende de y, la tnica
posibilidad es que ambas sean constantes:

F G

de donde
F'"+AF =0, G —AG=0.

Si A < 0, las soluciones de F no son acotadas. Para A = 0, las tnicas soluciones acotadas son las
constantes. Por ultimo, si A es positivo, la soluciéon general de F y G es

F(x) = acos (\/Xx) + b sen (\/Xx) . G(y) =ce™ 4 de=VAy

donde a, b, c y d son constantes.
Para que la solucién sea acotada en y, tenemos que tomar ¢ = 0, con lo que podemos escribir la
solucién general de la forma

ulx,y) =F(x)G(y) = e*ﬁy[A cos(vAx) + Bsen(vAy)]
Si notamos w = /A, las soluciones acotadas son de la forma
u(x,y) = F(x)G(y) = e Y [A(w) cos(wx) + B(w) sen(wy)],

donde A(w), B(w) indica que tenemos un par de constantes para cada valor de w mayor o igual
que cero.

Al igual que en la ecuacién del calor, la suma de soluciones de este tipo sigue verificando la ecua-
cion (8.2) pero en este caso tenemos un continuo de soluciones en lugar de una cantidad numerable.
Por esto la solucion mas general sera de la forma

L:oo e WY [A(w) cos(wx) + B(w) sen(wx)] dw (8.4)

en lugar de una suma.

Definicion de la transformada de Fourier

Sea f : [—, 1] — R una funciéon 27r-periodica, continua a trozos y con derivada a trozos. Sabemos
que podemos expresar f como suma de senos y cosenos. También podemos expresar f como una
serie de Fourier compleja de la siguiente forma

+00
fx)= > cpe™,

NnN=—oo

1 ™ —in
donde ¢y = 5 Lnf(x)e mXx dx.
Los coeficientes ¢, son, en general, nimeros complejos, pero usando el desarrollo en senos y
cosenos podemos establecer facilmente una relacion. Sabiamos que
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+ 00
f(x) =%+ > (ancos(nt) + by sen(nt)). (8.5)

n=1

Usando la definicion de la exponencial compleja:

(o)

(o]
f(x) =co+ Z cnei™* 4 Z C_pe inx
n=1 n=1

=Co + Z cn(cos(nx) + isen(nx)) + Z c_n(cos(nx) —isen(nx)) (8.6)
n=1

n=1
o0

=Co + z [(cn + c—pn)cos(nx) +i(cy — cn) sen(nx)].
n=1

Si comparamos las ecuaciones (8.5) y (8.6), se tiene que
ao = 2¢o, an = cn + C-n, Yy by = i(cn — cn).

Si cambiamos a una funcién 2L-periédica definida en el intervalo [—L,L], entonces la serie de
Fourier compleja asociada a f seria
imTnx

+00
fx)= > cpet

N=—00

Para representar una funcion que no sea periodica, vamos a calcular su representacionen [—L,L]y
después haremos tender L a co. Intuitivamente, vamos a considerar una funcién no periédica como
una funcién periodica de periodo infinito. El resultado es lo siguiente:

Definicién 8.1. Sea f : R — R una funcién localmente integrable. Si la siguiente integral existe,
entonces la funcion f :R — C definida como

00

A~ + )
FLFHw) = flw) = %J Flx)e 0% g

(o)

se llama transformada de Fourier de f. La integral
+oo i
J fw)et** dw
se llama la integral de Fourier de f.

Ejemplo 8.2. Sea 6 > 0. Calcular la transformada de Fourier de la funcion

1, silx|<3§,
0, si|x|=6.

f(x) = {
Dado w € R,
1 0 —iwx
f(w) =EJ_66 dx
5
J 6cos(wx) —isen(wx) dx

sen(wo)

)
_ 1 _
=5 La cos(wx) dx = =

Ejemplo 8.3. Dado a € R, calcular la transformada de Fourier de f(x) = e~ Ixla

- 101 -

Transformada de
Fourier



PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER TRANSFORMADA DE FOURIER

€1

5 e \x\a wuxdx

( e —(iw+a)x dx + IO
0

3
+8

— 00

e—(iw—a)x dx)

_ a
tw+a iw— a) — mw(w?+a?) -

N N
:F 5~

Observacion 8.4. Si se consultan diferentes textos puede parecer en principio que existen mul-
titud de definiciones de la transformada de Fourier pero, en realidad, sélo se diferencian en cons-
tantes.

Teoremade Teorema 8.5. Sea f:R — R una funcion derivable a trozos. Entonces
inversion

fX+)+f J f 20X Jop

400 A .
En particular, si f es continua en x, se tiene que f(x) = LOO flw)et®* dw.

8.3 Propiedades de la transformada de Fourier

Linealidad Proposicion 8.6. Sean f,g : R — R con transformadas de Fourier F[f]y Flg]l. Supongamos
ademads que a, b € C. Entonces

Fllaf +bg)l =afFlfl1+bFlgl.

Traslacion Proposicion 8.7. Sea f una funcion con transformada de Fourier F[f]y sea a € R, entonces
en el tiempo

Flf(x —a)l(w) = e e F[ fl(w)

Dilatacion Proposicion 8.8. Sea f una funcion con transformada de Fourier F[f] y sea a € R, entonces
en el tiempo

FUf@x))(w) = g FLF(2).
En particular, F[f(-t)][(w) = FLf1(—

Traslacion Proposicion 8.9. Sea f una funcion con transformada de Fourier F[ f], entonces
en frecuencia

et ()] = FIf1(w - a).

En el caso particular de funciones pares o impares, las integrales que definen la transformada de
Fourier se pueden simplificar un poco.

Proposicion 8.10.
a) Sea f una funcion par, entonces F[f](w) = % L:O f(x)cos(wx) dx.
b) Si f es una funcion impar, entonces F[f1(w) = —#' IOOO f(x)sen(wx) dx.

Proposicion 8.11. Sea f : R — R con transformada de Fourier F[f]. Supongamos ademds que
a € C y x € R. Entonces la transformada de Fourier de

FLf N w-c)+ FLAI(w+x)
a) f(x)cos(xx) es 5 )

f[f](w—a)z—f[f](ww()
L

b) f(x)sen(xx) es
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TRANSFORMADA DE FOURIER CONVOLUCION DE FUNCIONES

Teorema 8.12. Sea f : R — R continua e integrable en R. Supongamos que
xlil}:loof(x) = xl—l—IPoof(x) =0.

Entonces, si f' es continua a trozos e integrable, se tiene que J/C\’(w) =iwF[f1(w).

Corolario 8.13. Sif,f’,f”,... verifican las hipdtesis del Teorema 8.12, entonces

—

FM(w) = ()" FLFH(w).

Ejemplo 8.14. Veamos como podemos aplicar la transformada de Fourier para resolver algunas
ecuaciones diferenciales. Consideremos la ecuacion diferencial

-y +y=f
Supongamos que todas las funciones que aparecen tienen su transformada de Fourier. Entonces
WP (w) + P (w) = FLfHw),
de donde se deduce que

y(w) = FLAUw) =7

Del Ejemplo 8.3, sabemos que la transformada de Fourier de g(x) = e X! es w21+1. Por tan-

to, ¥ = F[f1g donde f y g son conocidas. Veremos en la proxima seccion como podemos
“recuperar” y desde fyg.

Teorema 8.15. Sea f una funcion con cuadrado integrable (energia finita). Entonces su transfor-
mada también tiene energia finita y de hecho

[ rwiac= [ 1F@ ) dw.

Convolucion de funciones

Definicion 8.16. Sean f,g : R — R localmente integrables. Se define la convoluciéon de fy g
como
+00

frgx) =22 | flo)gx-s)ds (8.7)

para todos aquellos x € R para los que la integral tenga sentido.

Puede parecer una definiciéon un poco extrafia en principio, pero, tengamos en cuenta que buscamos
un “producto” de funciones que respete la transformada de Fourier. Haciendo un poco de trampa:
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8.5

EJERCICIOS TRANSFORMADA DE FOURIER

(f % 9)(x) =5 f($)g(x —s)ds
1 (77
-2

.
[o(1

2; JHO (JM (w)g(x —s)et®s dw) ds
[ (J

~

Flw)et®s dw) g(x —s)ds

8

8

+

8

w)g(x —s)e'®s dw) ds
( % J g(x —s)el®s ds) dw
+00
+oo + 00 i
:J (J g(t)elw(x—t) dt) dw

w)e iwx dx

Il
%
+
8

f g)(x)

Teorema 8.17. Sean f,g:R — R integrables y una de las dos continua a trozos. Entonces
f*g=fa.

Proposicion 8.18. Sean f,g,h: R — R localmente integrables. Entonces

a fxg=gxfy

b) fx(g+h)=f*xg+fx*xh.

Proposicion 8.19. Consideremos f : R — R integrable y g : R — R acotada y continua a trozos.
Entonces existe f * g en todo R y es continua.

Ejemplo 8.20. Vamos a continuar con la solucion de la ecuacion diferencial que empezamos
en el Ejemplo 8.14. La solucion y debia verificar 9 = £§. Por tanto, la solucién sera

+ 00

=(f*g)(x) = % B (s)g(x —s)ds = J F(s)e1x=sl ds.

Esto que hemos hecho para “resolver” la ecuaciéon diferencial, lo podemos hacer en otros casos:
a) Hacemos la transformada de Fourier de las ecuaciones diferenciales,

b) resolvemos las ecuaciones resultantes y obtenemos la transformada de Fourier de las incognitas,
¢) calculamos la solucion a partir de su transformada de Fourier, y

d) deberiamos comprobar que, en efecto, es solucién de la ecuacion diferencial.

De estos cuatro pasos, los dos primeros suelen ser faciles y la dificultad estriba, normalmente, en
calcular la transformada inversa y en comprobar que de hecho es solucion. El tercer paso se suele
realizar con ayuda de tablas de transformadas de Fourier.

Ejercicios

Ejercicio 8.1

Calcular la transformada de Fourier de la funcion
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1, sil|x| <1,
0, si|x|>1.

Flx) = {

Como consecuencia, obtener la transformada de Fourier de la funcion

1, si|x|<a/2,
0, si|x|>a/2.

Ma(x) = |

Solucion 8.1 FALTA

Ejercicio 8.2

Calcular la transformada de Fourier de la funcion

Flx) = {

1-|x|, si|x| =<1,
0, si|x| > 1.

Solucion 8.2 FALTA

Ejercicio 8.3

Calcular la transformada de Fourier de la funcion

1, si—-1<x<1,
fx)=4-1, sil<x<?2
0, en otro caso.

Solucion 8.3 FALTA

Ejercicio 8.4

1

Calcular la transformada de Fourier de la funcion f(x) = 15%-

Solucion 8.4 FALTA

Ejercicio 8.5

Calcular la transformada de Fourier de la funciéon f(x) = 2xe X",
Solucion 8.5 FALTA

Ejercicio 8.6

Calcular la transformada de Fourier de la funcion que tiene como grafica

A

3

-6 -4 -2 2 4 6

Ilustracion 8.1
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Solucion 8.6 FALTA

Ejercicio 8.7
Sean a, b € R. Calcular la transformada de Fourier de las siguientes funciones.
a) f(t)=e altl,

b) f(t) = e 4t sen(bt),
c) f(t) = e tlcos(bt)

Solucion 8.7 FALTA
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9.1

TRANSFORMADA DE LAPLACE DEFINICION

Transformada de Laplace

9

Definicion

Algunas de las funciones elementales, como las constantes, la exponencial o los senos y cosenos,
no tienen transformada de Fourier ya que no son integrables en R. Existe una manera “simple” de
arreglar esto: multiplicamos la funcion por otra de forma que el producto sea integrable, trans-
formamos el producto y luego “arreglamos” la fébrmula para invertir el proceso. Esto, que sera la
transformada de Laplace, se suele aplicar a procesos que dependan del tiempo. Es por ello que to-
das las funciones que vamos a considerar estaran definidas en [0, +o[. En el caso de las funciones
usuales consideraremos su extension por cero en los negativos. Por ejemplo, cuando hablemos de
la funcién f(t) = t nos estaremos refiriendo a

0, sit<0,
f(t):{tz, sit>0

Para conseguir una funcion que sea integrable en R, necesitamos una funcion que esté cerca de
cero. De las funciones elementales la que tiene crecimiento mas rapido es la exponencial. Lo que
vamos a hacer es dividir por ella para conseguir una funciéon pequeia, esto es, consideraremos
funciones del tipo f(t)e~9t. En el caso que teniamos, f(t) = t2, obtenemos una funciéon integrable
siempre que o sea positivo. A este producto ya si le podemos calcular su transformada de Fourier:

%JO f(t)€7(0+iw)tdt

Tomando t como variable y notando s a o + iw, tenemos la definicion de la transformada de
Laplace.

Definiciéon 9.1. Sea f: [0, o[~ C verificando que f(t)e~“! es integrable para algin valor o € R.
Entonces la funciéon F : C — C definida como

F(s) = J: ft)estde

con dominio Df = {s € C: f(t)e 5! es integrable} se llama la transformada de Laplace de f.
También se suele notar L{f} o L[ f]. Al operador £ lo llamaremos transformaciéon de Laplace.

Ejemplo 9.2. Sea f:[0, +oo[— C definida como f(t) = a, donde a € C. Entonces

_ T st _ 1 ae st h_g
F(s)—J‘an dt—;ljl}o[ 75]0—5,

siempre que Re(s) > 0. En particular £[1] = %

Ejemplo 9.3. Sea f: [0, +oco[— C definida como f(t) = e%t, con a € C. Entonces

o0 a-s b
F(s) = J e @9t gt = lim [‘” ”] -1
0

oL a-s lo” s-a

si Re(s) > Re(a).
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Formula de inversion

9.2

Linealidad

Unicidad

Traslacion en el eje

Dilatacion en el eje £

Traslacion en el eje S

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE TRANSFORMADA DE LAPLACE

Parece natural buscar condiciones que nos garanticen la existencia de la integral. No es dificil
encontrar ejemplos de funciones para los que la integral no tiene sentido.

Ejemplo 9.4. La funcion f(t) = e'* no tiene transformada de Laplace puesto que

tlim f(t)e ot =
y, por tanto f(t)e~°t no es integrable para ningun valor de o.

Este ejemplo y los comentarios que lo preceden son el motivo por el que s6lo vamos a trabajar con
funciones tales que al multiplicarlas por e~9! obtengamos funciones integrables. Estas funciones
cumplen que crecen mas despacio que una exponencial.

Definicion 9.5. Diremos que una funcién f : R — C (que se anula en los negativos) tiene creci-
miento exponencial si existen nameros reales M > 0 y K tales que

| F(t)| < MeKE, vit.
El siguiente teorema resuelve el problema de obtener la funcion f a partir de su transformada de
Laplace.

Teorema 9.6. Sea f € L con transformada de Laplace F, continua y derivable a trozos. Sea o un
numero real tal que f(t)e=“t es integrable en R{. Entonces

+ o0

= F(o +iw)e! Ot dew = L (f(t+) + f(t-)). 9.1)

+00 i
En particular, % I_oo F(o + iw)e'oHi0t gy = £(t) en cualquier punto t donde f sea continua.

El nombre de transformada de Laplace se debe a que casos particulares de la definicion aparecen en
el libro “Théorie analytique des probabilités” publicado en 1812 por Laplace. Sin embargo su uso
generalizado debe esperar un siglo hasta que, a finales del siglo XIX, el ingeniero eléctrico Olivier
Heaviside la empieza a utilizar para resolver algunas ecuaciones diferenciales relacionadas con
transmisiones telegraficas a larga distancia. Antes de ver un ejemplo, comentemos la propiedades
basicas de la transformada de Laplace.

Propiedades de la transformada de Laplace

Proposicion 9.7. Sean f,g € L con transformadas de Laplace L[ f] y L]G] respectivamente, y a
v b dos constantes. Entonces L[af + bg]l = aL[f]+ bL[g].

Proposicion 9.8. Sean f,g € L. Si L[ f] = L[g], entonces f = g.

Proposicion 9.9. Sea f una funcion con transformada de Laplace L] f] y a > 0, entonces
LIf(t-a)H(t —a)] = e¥ L[f],

donde H denota la funcion de Heaviside.

Proposicion 9.10. Sea f una funcion con transformada de Laplace L[ f], entonces
Lif(at)] = 2201(2) .

Proposicion 9.11. Sea f una funcion con transformada de Laplace L[ f], entonces
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TRANSFORMADA DE LAPLACE PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

clemfm)] = £if1s - a).
Proposicion 9.12. Sea f una funcion con transformada de Laplace L[ f], entonces
LIfan]) = GLU1(5)-

Proposicion 9.13. Sea f una funcion con transformada L[ f], entonces f' tiene transformada de
Laplace

LI ()]1(s) = sLIF )] = £(0).

Repitiendo el proceso obtenemos la transformada de Laplace de la derivada segunda, tercera, ... En
general, se tiene que la transformada de Laplace de la derivada n-ésima es

LIFM (O] = s"LLF)] — s"LF(0) = s"2F1(0) - ...
—s2fn=3) () — sfn=2)(0) — =1 ().

t
Proposicion 9.14. Sig es una funcion continua, £ [JO g(x) dx] = lL[g(t)].

N

Ejemplo 9.15. La linealidad de la transformada de Laplace, primera propiedad que hemos
enunciado, nos permite calcular la transformada de Laplace de las funciones 1, t, t2,..., t" y, a
partir de estas, la de cualquier polinomio.

a) La transformada de Laplace de f(t) = 1 ya la ha sabiamos: £(1) = % Esto se deduce de la
definicion o usando la transformada de la derivada. Como f'(t) = 0, L[f'(t)] = sL[f(t)] —
f(0), de donde 0 = sL[f(t)] — 1.

b) Si f(t) = t, entonces f’(t) = 1. Aplicando de nuevo la féormula de la transformada de la
derivada, se tiene que

LIF ()] = sLIFB)] - f(0) = LIt]=1.

¢) Por induccién se puede demostrar que L[t"] = S,’ﬂl .

Transformada Laplace de funciones trigonométricas e hiperbdlicas

El calculo de la transformada de Laplace de funciones trigonométricas o hiperbélicas es facil tenien-
do en cuenta que estas funciones estan definidas usando la funcion exponencial y su transformada
(vease Ejemplo 9.3).

f(t) = sen(at) LIf] = o2
f(t) = cos(at) LIf] = 7z
f(t) = senh(at) LIf] = 2%
f(t) = cosh(at) LIf] = 22

Tablas 9.1 Transformada de Laplace

Ejemplo 9.16. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = senh(at), donde a € C.
Como f(t) = (e™ —e=aL)/2 el Ejemplo 9.3 nos da que
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9.2.2

Convoluciéon
de funciones

9.3

EJEMPLOS Y APLICACIONES TRANSFORMADA DE LAPLACE

Convolucion

La convolucion de funciones nos permite relacionar la transformada del producto con el produc-
to de funciones. La definicion de convolucion de funciones para la transformada de Laplace nos
proporciona un resultado similar al que teniamos para la transformada de Fourier.

Proposicion 9.17. Sean f,g:R* — R. Entonces
LIfxg]l=CLI[f]-L[g], donde
t
(f#9)(0) = | FO0g(t - x) dx

es el producto de convolucién de f y g.

Ejemplos y aplicaciones

La utilidad principal de la transformada de Laplace se encuentra en la resolucién de problemas de
valores iniciales para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. La tranformada
de Laplace transforma una ecuacién diferencial de este tipo en una ecuacion algebraica. Una vez
resueltas estas, la transformada inversa nos da la solucion de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 9.18. Consideremos el problema de valores iniciales

y'-y=1
¥(0) =0
y'(0)=0

Multiplicamos en ambos miembros por e 5! y, supongamos que y (t)e 5! y v’ (t)eS! tienden a
cero en +oo y son integrables. Si Y denota la transformada de Laplace de y, aplicando integracién
por partes se obtiene que

ro y'(t)eStdt = [y(t)e*”];o + sroy(t)e*”dt = —y(0) + sY(s) = sY(s)
0 0

J Y (t)eStdt = [y’(t)e*”];o + SJ Y (t)e Stdt = —y'(0) + s2Y(s) = s2Y(s)
0 0
Por tanto, nuestro problema se transforma en

S2Y(s) = Y(s) = L(1)(s)

En consecuencia, Y (s) = ﬁ[(l)(s). Usando el Ejercicio 9.2, L(1)(s) = %, con lo que

2

—

U | =

112 1
Y(s) = (s2=1)s — s—1 RS

—|

4=

Usando ahora el Ejemplo 9.3,

y(t) = %(et +e7 ) —1=cosh(t) - 1.
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9.4 Ejercicios

Ejercicio 9.1

Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(t) =3 +tH)4,
b) f(t) = (2 + e2t)3,

(t)
o) f(t) =t2e3t,
d) f(t) = tcos(5t),
e) f(t) = t2sen(t).

Solucion 9.1 FALTA

Ejercicio 9.2

Calcular la transformada de Laplace de la funcion

{0, si0<t =<3,

ft)=41, si3<t<5,y

t, sit>>5.
Solucién 9.2 FALTA
Ejercicio 9.3
Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = Jot x cosh(x) dx.
Solucién 9.3 FALTA

Ejercicio 9.4

Calcular la transformada inversa de la funcion f(t) = mz)lﬂ
Solucion 9.4 FALTA

Ejercicio 9.5

1

Calcular la transformada inversa de la funcion f(t) = 7.

Solucion 9.5 FALTA

Ejercicio 9.6

Resolver la ecuacion diferencial v — 5y’ + 6 = 0 con las condiciones iniciales y(0) = 1,
¥’(0) = 2 usando la transformada de Laplace.

Solucion 9.6 FALTA
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Ejercicio 9.7

Resolver la ecuacion diferencial v/ — v’ + 6y = H(t) con las condiciones iniciales y(0) = 0,
v’ (0) = usando la transformada de Laplace, donde H denota la funcion de Heaviside.

Solucion 9.7 FALTA
Ejercicio 9.8

t
Resolver la ecuacion integral f(t) = ¢t — t2 + jo f(x)dx usando la transformada de Laplace.

Solucién 9.8 Tomando transformadas se tiene que

t
LLf] = £It] —£[t2]+£U0f(x)dx} — Iif]=-
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10.1

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER MUESTREO DE SENALES CONTINUAS

Transformada discreta de Fourier

10

En este capitulo vamos a introducir una herramienta muy 1util para analizar fen6menos que pro-
vienen de procesos discretos como, por ejemplo, los que proceden del procesamiento de sefiales
digitales. La transformada discreta de Fourier y su implementaciéon computacional, conocida como
FFT (Fast Fourier Transform), es uno de los conceptos matematicos que mas han influido en la vida
cotidiana. Sus aplicaciones incluyen campos como los CD, la mecanica aplicada, actstica, analisis
de imagenes (tomografia), analisis sismografico, procesamiento digital de sefiales, radares, etc.
En los capitulos anteriores hemos visto como se pueden calcular transformadas de sefiales en
tiempo “continuo”. Sin embargo, en la practica hay muchas situaciones en las que s6lo conocemos
los valores de la sefial en algunos instantes. Cuando tenemos una cantidad limitada de datos de
una sefial lo que primero que debemos tener en cuenta es que podemos estar perdiendo parte
de la informacién. Si la cantidad de datos es lo suficientemente alta esto no sera un problema; la
dificultad sera otra: encontrar formas y métodos para procesar dichos datos con rapidez. En este
aspecto, el desarrollo de microprocesadores cada vez mas veloces y, por otro lado, de mejores
algoritmos ha jugado un papel decisivo. A Consecuencia de esto las aplicaciones del procesado
digital de sefales se han extendido a todos los campos ya citados.

En este capitulo veremos en primer lugar como discretizar una sefial continua sin perder “de-
masiada” informacion. En segundo lugar aprenderemos a trabajar con sefiales discretas y, para
acabar, comentaremos brevemente la FFT: una implementacién muy eficiente de la transformada
de Fourier de sefiales discretas.

Muestreo de senales continuas

Vamos a comenzar pasando de sefiales continuas a sefales discretas y viceversa. Vereremos cO6mo
debe ser el muestreo para que se pierda informacién en el paso de un tipo de sefial al otro.

El ejemplo mas sencillo de co-

mo obtener una senal discre- 1
ta (en el tiempo) es el siguien-
te: partimos de una sefal con-
tinua f : R — R y un nimero
positivo T, consideremos

3

--"»ﬁ"
S N—

fInl:= f(nT), Vn eZ -1

Simplemente lo que estamos INlustracion 10.1 Muestreo de una sefial continua
haciendo es quedarnos con los

valoresde fen...,—2T,-T,0, T, 2T, ... A esto es lo que se suele llamar un muestreo de f, T es
el periodo de muestreo y ws = 271/ T frecuencia de muestreo.

Veamos un ejemplo: consideremos la sefial f(t) = sen(8t).

Si tomamos wg = 8, entonces

fIn] = sen (%"Sn) =sen(2mtn) =0, Vn.
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NANANAAAS
AR

Ilustracion 10.2 w; = 8

—

Si tomamos w, = 64 (REPASARLO!!!!)
finl = sen(%—ZSn) = sen (%) , V.
Por ultimo, si tomamos w;, = e, se tiene

fIn] = sen(Z""), vV n.

e
Obsérvese que el muestreo de una sefial peridodica puede dar como resultado una sefial discreta
periodica o no.

Definicion 10.1. Llamaremos pulso unidad a la sefal discreta

1, sin=0
6 — { y y
) 0, sin+0
1
-3 -2 -1 1} 1 2 5

Ilustracion 10.3 Pulso unidad

Observacion 10.2. Dada una sefial discreta f[n], se cumple que

+ 00
flnl= > flklé[n-k], Vnez
k=—o0
Dicho de otra manera, cualquier sefial discreta se puede escribir como superposicion de trasladados
de pulsos unidad.

Ejemplo 10.3. Consideremos la sefial discreta

3, sin =0,
1, sin=1,
-2, sin=2,
0 , en otro caso.

fln] =

Es facil comprobar que f[n] = 36[n] + 6[n — 1] — 26[n — 2].

Si queremos trabajar con funciones periddicas nos seran de gran utilidad las siguientes funciones.
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Definicion 10.4. Sea N € N. Definimos

1, sin esmaultiplo de N,
0, en otro caso

oyinl = |

-1 1) 1 2 3 4 5 6 7
Iustracion 10.4 63

Observacion 10.5. Si f[n] es una sefal discreta periédica con periodo N. Entonces

N-1
finl= > flklonIn-k], VneZ
k=0
Ejemplo 10.6. La senal
1, sin =0,
s sin=1,
Fnl=1_1 sin=2,

0, sin=3
Definicion 10.7. La senal salto unidad:

1, sin=>=0,
0, sin<O0

en] = {

es un ejemplo de sefial causal.
10.1.1 Ejercicios
Ejercicio 10.1
Dibuja la grafica de la sefial f[n] = 264[n — 1] + €[n + 1].
Ejercicio 10.2
Sea z = %(\/§ + i). Demuestra que f[n] = z" es periddica.

10.2 Reconstruccion de una senal

El muestreo de una sefial continua nos deja con una sefial discreta. Es evidente que en este proceso
se puede perder parte de la informacion original. En esta seccion vamos a estudiar como podemos

reconstruir la sefial primitiva.
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10.3

EL TEOREMA DE SHANNON TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Hay muchos métodos de reconstruccion. Quiza el

mas sencillo sea la interpolacion lineal: construi- Rl N
mos una funcioén continua que coincida en los pun- e N
tos (nT, f[n]) uniendo mediante rectas dichos pun- e )/ N
tos. ¢ \

La reconstruccion de sefiales mediante interpola- \ )
cién lineal se puede escribir facilmente como su-
perposicion de pulsos triangulares. Esto es conse-
cuencia de que sabiamos escribir una sefal discreta
como superposicion de trasladados del pulso uni-
dad. Recordemos que

Iustracion 10.5 Interpolacion lineal

1, sin=k
6 _ k _ { ] y
(n ] 0, sin=+k,
y, utilizando interpolacién lineal:
1, sin=k
_ k — { y i)
arln ] 0, sin =k,
MENTIRA!!IM! + DIBUJO!!MIM
Sabiamos que
+oo
finl= > flkls[n - k]
Nn=—oo

y es de esperar que la operacion de interpolar nos de
+00
f)y= > flklar(t - kT).
N=—0o00
En efecto, este resultado es cierto.

Teorema 10.8. Sea f[n] un muestreo de f(t) con periodo de muestreo T y sea g(t) la serial
obtenida de f[n] mediante interpolacion lineal. Entonces

+ 00
gt)= > flklar(t - kT).

N=—o

De lo que hemos visto hasta ahora, sabemos que la interpolacion lineal puede ser una buena apro-
ximacion si la frecuencia de muestreo es suficientemente alta. En cualquier caso, es posible que
esta aproximacion no sea tan buena en los puntos de la forma t = nT. Los cambios bruscos de
direcciéon afiaden frecuencias altas a la reconstruccion que la sefial original no tiene porqué tener.

El Teorema de Shannon

Definicion 10.9. Una senal f(t) con espectro F(w) diremos que es de banda acotada o espectro
acotado si existe w, > 0 tal que F(w) = 0 cuando |w| > we.

Ejemplo 10.10.
a) La sefal f(t) = sen(t) + 3 sen(2t) es de banda limitada.

b) La senal f(t) = %t“t) es de banda limitada. Comprueba que F(w) = 0 si |w| > «.
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TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER EL TEOREMA DE SHANNON

Cuando tengamos una sefial con espectro acotado, digamos que F(w) = 0 si |lw| > w,, veremos
que si la frecuencia de muestreo es mayor que dos veces w, entonces no hay ninguna pérdida de
informacion. La senal puede recuperarse completamente.

Evidentemente, si w, es una cota del espectro de f, cualquier otro valor mayor también lo serd vy,
por tanto, la frecuencia de muestreo deberia ser mayor. La situacién idénea seria conocer el menor
valor w, que es valido.

Definicion 10.11. Si w. es el menor real positivo tal que F(w) = 0, si |w| > w,, entonces 2w, se
suele llamar frecuencia de Nyquist. La condicion ws > 2w, se suele llamar condiciéon de muestreo,
donde w; es la frecuencia de muestreo.

Para tener una idea intuitiva la frecuencia de Nyquist es dos veces la frecuencia mas alta que aparece
en la sefal. El siguiente resultado nos dice como se hace la reconstruccion.

Teorema 10.12. Sea f(t) una serial de espectro limitado y con frecuencia de Nyquist 2w.. Sea
fIn] un muestreo de f(t) con frecuencia de muestreo ws y periodo de muestreo T = 21 /ws. Si
ws > 2W¢, entonces

+00
() = Z f[n]zsen(wS(t_nT)/Z),Vte[R{.

o ws(t —nT)

Ejemplo 10.13. La senal f(t) = Serﬁ% tiene espectro F(w) = mq2r(w), donde gz es el

frecuencia de muestreo verifica ws > 41 se puede hacer la reconstruccion completa de f. En
este caso hace falta que 27t/T > 41T 0, lo que es lo mismo, que T < % Por ejemplo, para T = %

se tiene que

sen? (1tt) 5 Jrf sen?(nrr/4) _sen(4m(t — n/4))

T2 W N2 41t (t — n/4)
16 Jio (=1)" sen?(nr/4) sen(41rt)
= n2(4t — n)

Observacion 10.14. El oido humano medio no percibe sonidos cuya frecuencia sobrepase los
20 kHz. Esto quiere decir que, para nuestro oido, el sonido se comporta como una sefial con es-
pectro limitado. El teorema de Shannon se aplica y nos dice que con 40.000 muestras por segundo
debe bastar. Este es el fundamento de la mayoria de los métodos de compresion de sonido.

El problema del “aliasing”

El “aliasing” o enmascaramiento se produce cuando la frecuencia de muestreo es demasiado baja
como para poder recuperar la sefial original. Es posible que la sefial que reconstruimos sea muy
diferente a la original. Un ejemplo cotidiano de esto lo tenemos en las llantas de un coche: hay
veces que parecen estar paradas o ir hacia atras aiin cuando el vehiculo se desplaza hacia adelante.
PELICULA DE LA RUEDA QUE PARECE IR HACIA ATRAS

Ejercicios

FALTAN
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LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

La transformada de Fourier discreta

Vamos a comenzar intentando dar una definicion de transformada de Fourier de sefales discretas
periddicas. Una manera facil, como ya hemos visto, de obtener este tipo de sefiales es muestrear
sefiales continuas y periodicas con una frecuencia de muestreo que sea un multiplo entero de la
frencuencia principal.

Si f es una funcion periodica con periodo T e integrable en [0, T'], podemos aproximar la integral
de la siguiente forma: dividimos el intervalo [0, T] en N trozos iguales

[, ]

paran = 1,2,...,N y aproximamos por el area de los rectangulos. Obtenemos

T
JO fydt~L(FO)+ 1) +...+ FIN-1)).

Como la funcion f es integrable
- N-1 T
lim 3 =J t)dt.
lim ngo , S®

Igual que en otras ocasiones, asi podemos aproximar el valor de la integral de la funcion utilizando
de manera adecuada una muestreo de la funcion.

Recordemos ahora que los coeficientes de la serie de Fourier de f se calculan mediante integrales.
Bueno, pues vamos a aproximarlos de la misma forma. Si

T )
Ck = %Jo f(t)e tkwot gt

con wg = 21t/ T, entonces

N-1
Ck z% % Z f[n]e—tkw(mT/N
n=0
N-1
— Z f[n]e72nink/N
n=0

Si notamos F[k] = f[n]e 2Tink/N tenemos que
1
cx ~ LFIKI.

Este es el motivo de la siguiente definicion.
Definicion 10.15. Sea f[n] una sefal discreta y periodica con periodo N. La sucesion

N-1
Flkl= > fInle 2T™nkIN 'k c 7

n=0
es la transformada discreta de f[n]

A F[k] lo notaré N-DFT de f[n].

Ejemplo 10.16. Calcular la 2-DFT de f[n] = (-1)™.
Sabemos que f[0] =1y f[1] = —1. Entonces, para k = 0,
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1
F[0] = > flnle 2m™inki2 = 1.0 4 (~1).e"=1-1=0.
n=0

Yparak=1

1
F[11= > flnle2mnk/2 1.0 4 (1) ™ =1+1=2.

n=0
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TABLAS DE TRANSFORMADAS DE FOURIER Y LAPLACE

TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Tablas de transformadas de Fourier y La-

place
A

A.1 Transformadas de Laplace

1 1 Re(s) > 0
s
£ n Re(s) > 0
STL+1
ta Ila+1) Re(s) > 0 accC
Sa+1
et 1 Re(s) >Re(a)| aeC
s—a
- a
f(t) =sen(at) | r[f]= iz Re(s) > 0 acRk
_ g
f(t) =cos(at) | r[f] = Tia? Re(s) > 0 aeR
f(t) =senh(at)| r[f] = ﬁ Re(s) > a aeR
f(t) =cosh(at)| r[f] = S Re(s) > a acR

Tablas A.1 Transformada de Laplace
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