Capitulo 6

El teorema de Taylor

El célculo del valor de un polinomio en un punto cualquiera es una ope-
racién algebraica elemental, ya que se reduce a un ndmero finito de sumas
y productos. No ocurre lo mismo, en general, con una funcién no polinémi-
ca, ni siquiera para funciones elementales sencillas; por ejemplo, ;cémo se
calcula sen 1, 6 eV2? Resulta por ello de gran importancia practica el poder
aproximar una funcién cualquiera (suficientemente regular) en las proximi-
dades de un punto por un polinomio adecuado. En este capitulo estudiaremos
esta cuestién, prestando especial atencién a obtener estimaciones del error
cometido al reemplazar una funcion por su aproximacién polinémica.

Un polinomio P de grado < n estd univocamente determinado por el
valor de sus derivadas P*)(a) de orden k < n en un punto cualquiera a. En
efecto, si

P(k)(a) = ¢y, 0<k<n

(donde hemos utilizado la notacién PO = P), entonces es facil probar que

n

Pz) =Y %(a: —a)*.

k=0

En particular, si P y @ son dos polinomios de grado < n, y P%)(a) = Q¥ (a)
para k =0,1,...,n, entonces P = Q.

Sea f : R — R una funcién n veces derivable en un punto a¢ € R; en
particular, obsérvese que las derivadas de orden < n—1 de f estédn definidas
en un intervalo abierto centrado en a. Llamaremos polinomio de Taylor
de orden n de f en a al polinomio P, 4 de grado < n cuyas derivadas
de orden < n en el punto a coinciden con las de f. Por la observacion del
apartado anterior,

(g
Paos@) =3 T — )t

k=0
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Frecuentemente escribiremos P, ,, o incluso P,, cuando la funcién f y el
punto a queden claros por el contexto. Para muchas funciones elementales
sencillas, el cilculo de P, , r no ofrece ninguna dificultad. Por ejemplo,

k
P2m,0,cos(37 Z(_ (2k’ P2m+1,0,cos(x)

L2k+1
Pori1,0,sen () = Z(— m = Pom42,0,sen ()

nok

X
Pn,O,exp(x) = Z F

k=0

n T — k
P 10s(7) = Z(—MH%_

Sin embargo, para otras funciones elementales también muy sencillas el
calculo de P, , s a partir de su definicién puede ser mds complicado; por
ejemplo, considérese la funcién f(x) = arctan x en a = 0.

Una primera propiedad interesante del polinomio de Taylor de orden n
de una funcién en un punto es la siguiente:

Proposicién 6.1. Si f: R — R es n veces derivable en a € R, entonces

lim f(@) = Poay(x)

=0.
z—a (x —a)”

(En otras palabras, el error cometido reemplazando f(x) por P, , ¢(x) tiende
a cero cuando x — a més réapido que (z —a)".)

Demostracion. Si

(@) f(’“ @,

Q(x) n 1 af(x) Pn,a,f(x) - n Z

k=

—a)",

hay que probar que

o @) = Q) _ ™)

z—a  (xr—a)®

Aplicando la regla de L'Hospital n—1 veces (téngase en cuenta que f*)(a) =
Q™ (a) para k < n — 1, por definicién de P, q,7) se obtiene

fl@)= Q) . f'(z) —Q(z) FU D () — QU V()

lim —————~ = lim —————~* =-.- = lim

z—a  (x—a) a—a n(r—a)*1 z—a nl(z — a)
i 070 = £ @) S
z—a nl(x —a) n!

por definicién de £ (a). Q.E.D.
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Diremos que dos funciones f y g son iguales hasta orden n en a si
estan definidas en un intervalo abierto centrado en a, y se cumple

o 1@) = 9(@)

Jim = =0

En particular, hemos probado que una funcién derivable n veces en un punto
a y su polinomio de Taylor de orden n en a son iguales hasta orden n en
a. Es muy fécil ver (apliquese, por ejemplo, la regla de I’Hospital), que
dos polinomios de grado < n son iguales hasta orden n en a si y sdlo si son
iguales. De esto se deduce la siguiente propiedad caracteristica del polinomio
de Taylor de una funcién en un punto:

Corolario 6.2. Sea f : R — R una funcion n veces derivable en a, y sea
P un polinomio de grado < n. Si f y P son iguales hasta orden n en a,
entonces P = Py, 4 .

Demostracion. Basta observar que Py P, , ¢ son dos polinomios de grado
< n iguales hasta orden n en a, ya que

i P@ = Paas@) o P@) = f@) | (@) = Puas(@)

=0.
T—a (. —a)" z—a (x—a)” T—a (x —a)"

Q.E.D.

Si f es m veces derivable en a, definimos el resto de orden n en a
mediante

Rn,a,f(x) = f(l’) - Pn,a,f(x)'

Por lo visto anteriormente, R, , r(x) se hace muy pequeno cuando x — a;
en efecto, R, q ¢(z) tiende a cero més rdpido que (z — a)" cuando z — a.
El siguiente resultado nos proporciona estimaciones mucho mas precisas (y
muy Utiles en la préctica) de este resto:

Teorema de Taylor. Si f : R — R esn+1 veces derivable en el intervalo
[a,x] (con x > a), entonces existen t1,ty € (a,x) tales que

f(n+1)(t1) .
1) Ryar(z) = T(m —t1)"(z —a) (resto de Cauchy)

f(n+1)(t2)( gyt

N (resto de Lagrange)

1) Ry f(x) =

1) Ademds, si ft1) es integrable en [a,x] entonces se verifica

T f(n+1)(t)
Ry f(x) = / 1 (z—t)"dt (forma integral del resto)
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Six < a, el mismo resultado es vdlido reemplazando los intervalos (a,x) y
[a,x] por (z,a) y [z,a], respectivamente.

Demostracion. Supongamos, para fijar ideas, que x > a. Si t € [a, 2|, defi-
nimos

n. (k)
§0) = B sle) = ) =3 LD a
k=0 )

obsérvese que x es un numero real fijo, mientras que t es una variable real
que recorre el intervalo [a,z]. Por definicién, S(z) = 0, y S(a) = Ry, o ¢(x)
es el nimero que queremos estimar. Por las hipotesis sobre f, S es derivable
en [a,z], y se cumple:

S'(t) = Zf

Si f("*+1) es integrable en [a,z], lo mismo ocurrird con S’ (puede probarse
que el producto de funciones integrables es integrable), y por tanto

(k+1 (n+1 (t)

T T r(n+1)
S(z) — S(a) = 0 Ry f(z) = / /() dt = —/ fT(t) (@ — )" dt,

lo cual demuestra la formula integral del resto.
Para obtener la forma de Cauchy del resto aplicamos el teorema del valor
medio a S en el intervalo [a, x], obteniendo que

S ()

S(x) —S(a) = —Rpq,f(x) = S’ (t1)(x —a) = — . (z —t1)"(x —a)

para algin t; € (a,z). Finalmente, aplicando el teorema del valor medio
de Cauchy a las funciones S(t) y g(t) = (z —t)"*! en el intervalo [a,x]
obtenemos

S() = S@) _ Fuayl) _ St
0—(z—a)"*l  (z—a)"t  —(n+1)(z—1t)"
— D () — tp)" /n! (2
—(n+1)(z—t)»  (n+1)!

para algin to € (a,z), lo que conduce a la forma de Lagrange del resto.
Q.E.D.

Nota. Para n = 0 el teorema de Taylor proporciona el teorema del valor
medio de Lagrange y la regla de Barrow.
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Ejemplo 6.3. Utilizando la forma de Lagrange del resto se obtienen facil-
mente las siguientes estimaciones:

2!
|Rn,0,cos(l’)| < m, (613)
|x|n+1
Ry o sen ()] < 777 6.1b
| n,O,se (Jf)| — (n+ 1)' ( )
n+1
Gx%, x>0
|Rn,0,exp(l’)| S |I’|n+1 ' (610)
EESTME
|Jf . 1|n+1
[ B 1 10g ()] < Tar1 z =1 (6.1d)
Si 0 < x <1, puede probarse que
(Ru g ()] < 221 (6.2)

véase el ejercicio al final de este capitulo.

Estas estimaciones permiten calcular el valor de las funciones elementales
anteriores en un punto = con la aproximacion que se desee si |R;, ¢q(x)| — 0
cuando n — oo (a = 0 6 1 en este caso).

En primer lugar, obsérvese que si m € N y ¢t > 0 entonces

En efecto, si m > N = [t] entonces podemos escribir

et ot t ottt
m! m m-1 N+1 NI = m NI

donde el dltimo término es constante (no depende de m) y el primero tiende
a cero cuando m tiende a infinito. Por tanto, cualquiera que sea x € R para
f = cos,sen, exp se cumple que |R, o s(x)| tiende a cero cuando n tiende a
infinito. Para la funcién logaritmo, sélo se puede asegurar esto si |z — 1| < 1,
es decir si 0 < z < 2 (ya que la estimacién del resto que hemos utilizado sélo
vale si z > 0), pues sélo entonces |z — 1| estd acotado cuando n — cc.

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular sen(1/2) (es decir, el
seno de un dngulo de 90/7 ~ 28,65 grados) con un error menor que 10712,
Teniendo en cuenta que P,i10sen = Pant2,0sen ¥ Utilizando la féormula de
Cauchy para el resto de orden 2n + 2 obtenemos

|m|2n+3

|sen z — P2n+1,0,sen(1’)| < m
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Tomando z = 1/2 en esta férmula se deduce que basta con que 22743 (2n +
3)! > 10'2. Teniendo en cuenta la tabla siguiente de valores de 2273 (2n+4-3)!:

|n| 22F3(2n+3)! |
48

3840

645120
185794560
81749606400

51011754393600

Tk W N~ O3

se ve que basta tomar n = 5, lo que proporciona el valor
1 1 N 1 1 N 1 1
2 86 32-120 128-5040 512362880 2048 - 39916800

39192849079
= S17a9606400 = 472 41
81749606400 — 0-479425538604183,

a comparar con el valor exacto con 15 decimales sen(1/2) = 0,479425538604203.

Nota. Obsérvese, sin embargo, que para calcular log 2 con la misma precision
que antes jnecesitarfamos utilizar un polinomio de Taylor de orden 102!

Ejercicio. Calcular el polinomio de Taylor de orden m de arctan en 0, y
estimar el error cometido reemplazando arctan(z) por Pp, 0 arctan ().

Solucidn. En primer lugar, nétese que para todo x € R podemos escribir

. / dt
arctan r = — .
o 1+2

La férmula para la suma de una serie geométrica de razén r = (—t?)
n+1

Zr 11_jr , r#1,

proporciona la identidad

2k n+1 t 2
2{:( k2R 4 (=1)

1+ﬁ 1+¢2

Integrando esta igualdad entre cero y x (las funciones del miembro derecho
son claramente continuas en todo R) se obtiene

k x2k+1
arctan o = Z(— + Qony1(),
siendo
1 x t2n+2 "
= —1 n .
Quinla) = (11 [T
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Por el Corolario 6.2, para probar que el polinomio de Taylor de orden 2n+1
de arctan en 0 es

£2k+1

2k +1’

n
P2n+1,0,arctan(37) = Z(_l)k
k=0

basta probar que
fm Q2n+1(37)

= 0.
z—0 g2ntl

Pero esto es inmediato, ya que

/ dt| <
o 1+

En particular, de esto se sigue que

2n+3

* 2n+2 _ || "
t dt| = —.
0 2n+3

Rony1,0,arctan (T) = (_1)n+ /0 1+ ¢2 dt
y que
‘m‘2n+3
‘R2n+1,0,arctan(x)| S 2n+ 3 (63)
Nétese que, al cumplirse también
. Qapq1()
o oz =0

se verifica

P2n+2,0,arctan (37) = P2n+1,0,arctan (37)7
y por tanto

arctan®*)(0) = 0, Vk e NU{0},
lo cudl era de esperar al ser arctan una funcién impar. L]

Ejercicio. Si f(x) =log(1 + z), utilizando la identidad

vodt

log(1+2) = | -2
g(l+) o 1+t

y la misma técnica del ejercicio anterior, pruébese que
X t?’b
R )= (=1)" — dt, x> —1,
was@) = 0" [ 1

y dedtizcase (6.2).



Capitulo 7

Sucesiones y series

7.1. Sucesiones numéricas

Una sucesién de niimeros reales es una funcién ¢ : R — R tal que
doma = N (6, a veces, doma = NU{0}). Tradicionalmente, a(n) se denota
por a,, y la sucesién se indica por {a,},~ ;.

Si {ay, },- es una sucesién de niimeros reales, la definicién de lim,, .o ap,
es un caso particular de la de lim,_. o f(z). Sin embargo, por su importancia
merece la pena recordarla explicitamente:

Definicién 7.1. Si {a,},-, es una sucesion de ntimeros reales y [ € R, se
dice que

lim a, =1
n—oo

si para todo € > 0 existe N € N tal que
n>N=l|a, —I| <e.

Cuando existe (i.e., es un nimero real) lim,,_,, a,, diremos que la suce-
sién {an}zoz1 es convergente, y divergente en caso contrario. Las propie-
dades del limite de una sucesién se deducen como caso particular de las del

limite cuando x tiende a infinito de una funcién f(x):

Proposicién 7.2. Sean {an},~; y {bn} o, dos sucesiones de nimeros rea-
les.

1) Silim, o a, existe, entonces es unico.

11) Si existen lim, o a, = a y lim,_ b, = b, entonces las sucesiones
{an +bn}2y y {anbn}or son convergentes, y se tiene

Iim (a, + b,) = a+ Db, Ifm (a,by,) = ab.

n—oo

147
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1) Si, ademds, b # 0, entonces existe m € N tal que b, # 0 para todo
n > m, y se tiene
fm L1
n—cob, b
En particular, de la proposicién anterior se deduce que si lim,, o0 ap = a
entonces para todo A € R se tiene

lim (Aa,) = Aa,
n—oo
y si ademds lim,_,» b, = b # 0 entonces la sucesion a, /b, estd definida

para n € N suficientemente grande, y se tiene
. an @

lim — = -
n—oo b, b
Ejemplo 7.3.
0, x| <1
lim 2" = {1, x=1
n—oo
00, x> 1.

Sixz < —1 entonces lim,_,~, 2™ diverge y no es ni siquiera +oo, ya que en
este caso z™ tiene signo alternado cuando n — oo. Todo esto se deduce
facilmente utilizando las férmulas 2™ = e™1°8% si z > 0 y 2" = (=1)" |z|" si
z < 0.
n n

Ejemplo 7.4. lim,, 2n_2~_1 i E_BRH = %

En primer lugar, nétese que el denominador no se anula para ningin
n € N (es, de hecho, mayor ¢ igual que 5). Basta entonces tener en cuenta

que

2 ()" g+ 12 1
on+l1 + (—1)”+1 14+ (_213:;_1 n—oo 1 2

Ejemplo 7.5. Si z es un nimero real, por lo visto en el capitulo anterior
se tiene

Im = =0
n—oo n!
n!
Ejemplo 7.6. lim,, .o, — = 0.
n?’b
En efecto,
n! 12 n—1n _1
sz <0
n" nmn n n- n n—ooo
TL2
Ejemplo 7.7. — diverge a infinito.
n!
En efecto,
TL2 ny\n

ya que 2" > n para todo n € N (férmula del binomio de Newton).
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Ejemplo 7.8. Supongamos que existe una funcién f : R — R definida en
[1,00) tal que a,, = f(n) para todon € N. En tal caso, si existe lim,_, f(z)
entonces también existe lim,, ., ay, y se tiene

lim f(z) = lim a,.

rT—00 n—oo
Por ejemplo, para la sucesién a, = {/n se puede tomar f(z) = 2/*. Como
(aplicando la regla de L’Hospital)
log x 1

Iim = lim — =0,
r—o0 I T—00 T

se tiene lim,_ o /% = 1, y por tanto

lim {/n = 1.

n—o0

Nétese, sin embargo, que de la no existencia de lim,_ . f(x) no se pue-
de deducir la no existencia de lim,,_,o a,. Por ejemplo, si f(z) = sen(mx)
entonces no existe lim,_, o, f(z), mientras que
Iim sen(7n) = lim 0= 0.
n—oo n—oo
El siguiente resultado caracteriza de forma sencilla la existencia del limite
de una funcién en un punto mediante sucesiones que tienden a dicho punto:

Proposicion 7.9. Sea a un punto de acumulacion del dominio de una fun-
cion f : R — R, y sea |l € R. Entonces lim,_, f(x) =1 si y sdlo si para
toda sucesion {a,},; que cumple

1) a, € dom f para todo n € N
1) ap # a para todo n € N
i) lim, o0 an = a

la sucesion { f(an)}ory cumple lim, . f(a,) = L.

7.1.1. Teorema de Bolzano—Welierstrass

Un tipo muy importante de sucesiones de nimeros reales son las suce-
siones mondtonas. Por definicion (que en realidad es un caso particular de
la definicién andloga para funciones de R — R), una sucesién {a,},-, es
mondétona creciente (resp. no decreciente) si a,, > a, (resp. a, > ap)
para todom > n (m,n € N). De forma anédloga (invirtiendo el sentido de las
desigualdades anteriores) se define una sucesién mondtona decreciente 6 no
creciente. Como en el caso de funciones, se dice que una sucesion es estric-
tamente mondtona si es mondétona creciente 6 decreciente. La siguiente
propiedad fundamental de las sucesiones mondtonas se deduce directamente
del axioma del supremo:
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Proposicién 7.10. Una sucesion mondtona no decreciente (resp. no cre-
ciente) es convergente si y sélo si estd acotada superiormente (resp. infe-
riormente).

Demostracion. En primer lugar, podemos restringirnos a sucesiones no de-
crecientes (el resultado para una sucesion no creciente {a,},-, se obtie-
ne considerando {—a,}, ). En segundo lugar, toda sucesién convergente
estd acotada, tanto superior como inferiormente (la demostracién es casi
idéntica a la del resultado analogo para funciones arbitrarias). Por tanto,
basta probar que si {ay},.; es no decreciente y esté acotada superiormente
entonces es convergente.

Si {an}oe, estd acotada superiormente, el conjunto no vacfo
A={a,:neN}

estd por definicién acotado superiormente, y por tanto (axioma del supremo)
existe a = sup A. Veamos entonces que lim,_.., a, = a. En efecto, por
definicién de supremo para todo € > 0 el conjunto AN (a — €, al es no vacio.
Por tanto, existe N € N tal que a — ¢ < ay < a. Por ser la sucesiéon no
decreciente, y ser a = sup A, se cumplird

n>N=—=a—c<ay <a, <a,

y, en particular,
n>N=|a—a,| <ec

Esto implica nuestra afirmacion. Q.E.D.

Nota. Es muy facil probar que una sucesion monétona no decreciente (resp. no
creciente) no acotada superiormente (resp. inferiormente) diverge a infinito
(resp. menos infinito).

Ejemplo 7.11. Probaremos a continuacién que

1 n
lim <1 + —) = e,
n—oo n

con 2 <e <3.

. . n .z
Veamos, en primer lugar, que si a, = (1 + %) entonces la sucesién
{an},2 es mondtona creciente. En efecto, utilizando la férmula del binomio

de Newton para n > 2 obtenemos

<1+%>n:2+§i<2%%

k=2

"1 1 2 kE—1
=2 —(1=-=)({1==2) (1= el
i (ma) (-2) () <
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ya que

| L
n n+1

Esto también demuestra que a,, > 2 para todo entero n > 2. Por otra parte,
al ser 1/k! < 1/2F~1 para todo k € N se verifica

1
B 277,—1 :

n 1 n—1 1 1— 1

_ _ 2n

a”§2+§:§:T_1+zxﬁ_1+j_i_
k=2 k=0 2

Esto prueba que la sucesién {a,, },- | estd acotada superiormente (por 3), por
lo que (al ser mondtona creciente) es convergente. Ademds, al ser 2 < a,, < 3

para todo entero n > 2 y ser {a, } - | creciente se tiene

2 < lim a, =e < 3.
n—oo

Una subsucesién de una sucesion {a,}, -, es una sucesion {by},-, tal

que by = ap, con ny <ng < ... <N < Nggq < ...

Lema 7.12. Toda sucesion contiene una subsucesion que es ¢ bien no cre-
ciente 6 bien no decreciente.

Demostracion. Diremos que m € N es un punto cumbre de una sucesion

{an},2 | st am > apn para todo n > m. Si {a,},-, contiene infinitos puntos
cumbre ny < ng < ... < np < ng41 < ..., entonces la subsucesion {an, }ro

es monotona decreciente. Supongamos, por el contrario, que el nimero de
puntos cumbre de la sucesién {a,},-; es finito (posiblemente igual a cero).
En tal caso, sea n1 un numero natural mayor que todos los puntos cumbre de
la sucesion. Como n1 no es un punto cumbre, existird ny € N tal que ny > nq
Y Upy = Gy, . Como ny > nq tampoco es un punto cumbre, existird ng € N tal
que 3 > N2 y Apy = An,. Procediendo de esta forma, es claro que obtenemos

una subsucesion no decreciente {an, } oo ;- Q.E.D.

El corolario de este lema, que se conoce como Teorema de Bolzano—
Weierstrass, es de gran importancia tedrica:

Teorema de Bolzano—Weierstrass. Toda sucesion acotada tiene una sub-
sucesion convergente.

Demostracion. Sea {ay},. | una sucesién acotada. Por el lema anterior, esta
sucesién admite una subsucesiéon {ay, };-; no creciente é no decreciente.
Como esta subsucesién es acotada tanto superior como inferiormente (al
., [e'e) « ez . [e’s)
serlo la sucesion {a,},~ ), de la Proposicién 7.10 se sigue que {a,, },—, es
convergente. Q.E.D.
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7.1.2. El criterio de Cauchy

Hasta este punto, el dnico resultado que permite averiguar si una sucesion
es convergente sin necesidad de tener una idea previa acerca del valor de
su limite es la Proposicion 7.10, que se aplica sélamente a un tipo muy
particular de sucesiones (las acotadas). El criterio de Cauchy, que veremos
a continuacion, caracteriza de forma relativamente sencilla a las sucesiones
convergentes sin necesidad de conocer cudl es su limite.

Definicién 7.13. Una sucesién {a,} -, es una sucesién de Cauchy si
para todo € > 0 existe NV € N tal que

n,m > N = |a, — an| < €.

Toda sucesion convergente es claramente de Cauchy. En efecto, si a =
lim,, .0 ap, entonces para todo € > 0 existe N € N tal que
€

nZN:>|an—a|<2

De esto se deduce que

€ €
n,m > N = |ay, — am| < |an — a| + |am — a] <§+§:e.

El axioma del supremo de los nimeros reales (a través del teorema de

Bolzano—Weierstrass) garantiza que, reciprocamente, toda sucesién de Cauchy

es convergente:

Teorema 7.14. Una sucesion de niumeros reales es convergente si y solo si
es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Basta probar que una sucesion de Cauchy es convergente.
Veamos, en primer lugar, que si {a, },.; es una sucesién de Cauchy entonces
{an},2 estd acotada. En efecto, existe N € N tal que (por ejemplo)

m,n > N = |ay, —a,| < 1.
En particular,
n> N = la,| <l|a, —an| + lan| < 1+ |an]|.

Entonces {a, : n € N} estd acotado por max(1 + |an]|, |a1],...,|an—1]).

Por el teorema de Bolzano—Weierstrass, toda sucesiéon de Cauchy {a, },~
posee una subsucesion convergente {ay, };- ;. Veamos, para finalizar la de-
mostracion, que esto implica que {a,},-, es convergente. En efecto, para
todo € > 0 existe M € N tal que

€
m,nZM:>|am—an|<§.
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Por otra parte, si a = limy_, a,, existe K € N tal que
€

k’ZK:>|ank—a|<2

Como (por definicién de subsucesién) la sucesion de nimeros naturales
{ny}r, es mondtona creciente, existe m > K tal que n,, > M. Si tomamos
N = n,,(> M) entonces se cumple

€ €
nZN:nm:>|an—a|§|an—anm|+|anm—a|<§+§:€.

Q.E.D.

7.2. Series numeéricas

Por definicién, la serie >~ aj es igual a la sucesion {s,},~, definida

por
n
Sp = Z ag.
k=1

El nimero s, se denomina la n-ésima suma parcial de la serie Y 7, aj.
Diremos que dicha serie es convergente si y sélo si la sucesién de sumas par-
ciales {s,},- ; es convergente. Si > ;° | aj es convergente y s = lim, o sp,

diremos que s es la suma de la serie Y- | ag, y escribiremos

o
S ums
k=1
es decir
o n
Z ap — lim Zak.
n—oo
k=1 k=1

De las propiedades elementales de las sucesiones se deducen propiedades
analogas para las series. En primer lugar, si una serie es convergente su
suma es unica. En segundo lugar, si Y oo ap = $1 Y Y peybr = s2 son
dos series convergentes y A, € R, entonces la serie > 27, (Aag + pby) es
convergente, y se tiene

o0

D (Mag + pbr) = Asy + pso.
k=1

El producto de dos series Y 2, ar y > _peq by €s, sin embargo, una operacién
mucho mas delicada, ya que, en principio, dicho producto es una serie doble
> 1 Gnbm que puede ser escrita como serie ordinaria de infinitas formas
distintas y en general no equivalentes. (Véase Spivak, p. 663.)

El criterio de Cauchy para sucesiones proporciona el siguiente criterio
de Cauchy para series:
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Proposicién 7.15. La serie > ;- | ai es convergente si y sélo si para todo
€ >0 existe N € N tal que
m
m>n> N — Z ap| < €.
k=n+1
Tomando m = n + 1 en el criterio de Cauchy obtenemos la siguiente
condicidn necesaria para que una serie sea convergente:

Corolario 7.16. Si > 7, aj es convergente, entonces limy_, o ar = 0.

Ejemplo 7.17. Consideremos la serie geométrica ) 7, z*, siendo la

razén r un numero real arbitrario. Por el corolario anterior, esta serie es
divergente si |z| > 1. Recfprocamente, veamos a continuacién que si |z| < 1
la serie es convergente. En efecto, si x # 1

1 — gt

Za: -z

n+1 k

1 : o0
| —— 0. Por tanto, la serie » ;- ,z" es
n—oo

Como |z] < 1, ‘a: = ||

convergente en este CasSo, y Su suma es

oo
> ot — <t

k=0
Ejemplo 7.18. Veamos que la serie arménica ) ., 1/k es divergente

(aunque su término general tiende a cero). En efecto, basta tener en cuenta
quesin>1

1 1 1 n 1

- +o > =

n+l n+2 n+n n4+n 2

Al no cumplirse la condicién de Cauchy para ¢ = 1/2 (y m = 2n), la serie
es divergente.

7.2.1. Criterios de convergencia

Un tipo muy importante de series son las series de nimeros no negati-
vos, es decir las series > .~ ay tales que a > 0 para todo k € N. En tal
caso, la sucesion de sumas parciales es monétona no decreciente, y por tanto
una serie de numeros no negativos es convergente si y solo si la sucesion de
sus sumas parciales estd acotada (en caso contrario, la serie diverge a infini-
t0). Evidentemente, consideraciones anédlogas pueden hacerse para series de
nimeros no positivos.

Una ventaja de las series de término general no negativo (6, en algunos
casos, positivo) es que para este tipo de series se dispone de criterios sen-
cillos para establecer su convergencia. Empecemos por el siguiente criterio
elemental, consecuencia directa de la Proposicién 7.10 aplicada a las sumas
parciales de la serie:
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Teorema (criterio de comparacién). Si 0 < a, < b, para todo mimero
natural n > M y 220:1 bi es convergente, entonces 220:1 ag es convergente.

Demostracién. Al ser ) 7 | b, convergente, para todo n > M la suma par-
cial Y ai estd acotada por Z],:i_ll(ak —bi) + > ey bi. Q.E.D.

Corolario 7.19. Si b, < a,, < ¢, para todo numero natural n > M, y las
series Y ooy b Y > poq Ck SON convergentes, entonces y .y Gk €S CONVETgen-
te.

Demostracion. En efecto, si n > M se tiene
0<ap,—"0b, <cp—by.

Por el criterio de comparacién, » 7, (ay — by) es convergente, de donde se
deduce la tesis al ser > ;2 by convergente. Q.E.D.

Si Y32, ai es una serie arbitraria, > .-, |ax| es una serie de términos
no negativos. Se dice que > 77 aj es condicionalmente convergente si
oo o0 .
Y hey aj converge pero y -, |ay| diverge, y absolutamente convergente
si Y pey |ag| es convergente. Como indica la notacién, no es dificil ver que
una serie absolutamente convergente es automaticamente convergente:

Proposicién 7.20. Si Y7 |a| es convergente entonces Y p- | aj es tam-
bién convergente.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del criterio de comparacién,
ya que para todo n € N se tiene

- |an| <a, < |an| .

Hay muchas series condicionalmente convergentes. Por ejemplo, vere-
mos més adelante que la serie > 72, (—1)¥*1/k es convergente, mientras que
> poyq 1/k es divergente (es la serie arménica). En general, las series absolu-
tamente convergentes tienen mejores propiedades que las condicionalmente
convergentes; por ejemplo, el producto de dos series absolutamente conver-
gentes Y 7, ar ¥ Y pey br se puede escribir de infinitas formas como una
serie absolutamente convergente al producto (3,2 ar) (3 p—; bx). Una serie
absolutamente convergente tiene también la propiedad de que su caracter
convergente ¢ divergente y el valor de su suma no cambian si se reordenan
los términos de dicha serie, cosa que no ocurre en general con las series con-
dicionalmente convergentes (véase Spivak, pp. 658—663). Ademds, establecer
la convergencia de una serie condicionalmente convergente suele ser dificil,
ya que no pueden usarse los criterios elementales de convergencia validos
para series de nlimeros no negativos que veremos a continuacion.
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Ejemplo 7.21. Cualquiera que sea el nimero real 0, la serie

. sen(k6
3 2l

k=1

es absolutamente convergente. En efecto, para todo k& € N se tiene
1
|sen(k@)| <

k2 T kY
y la serie > 77, k—lg es convergentes (lo probaremos en breve, utilizando el
criterio de la integral).

Un corolario sencillo pero ttil del criterio de comparacion es el siguiente:

Proposicion 7.22. Sea b, > 0 para n > M, y supongamos que existe
limy, o0 G /by, = ¢ (donde admitimos que ¢ = £00). Se tiene:

1) SiceRyc#0, Y 2, ar es convergente siy sélo si > g by lo es.
1) Sic=0y> 72, by es convergente, entonces » ;- | aj es convergente.
1) Sic=do0 y > ;o by es divergente, entonces Y p- , aj es divergente.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar ¢ > 0 6 ¢ = oo
(si ¢ < 06 ¢c = —o0, bastarfa aplicar el razonamiento que sigue a la serie
Zfﬂ(—an))-

i) Al ser ¢ > 0 existe N € N, que podemos tomar > M sin pérdida de

generalidad, tal que

c ap 3¢
>N = —< — < —
"= 250, S 2

de donde se sigue (multiplicando por b, > 0)
3
n2N=0<5 by<an< b

Si > p2, by es convergente, la ltima desigualdad y el criterio de comparacién
implican que ».7 a; es convergente. Por tltimo, si >~ by es divergente
entonces de la segunda desigualdad y el criterio de comparacién se sigue que
> poy aj es también divergente.

ii) Si ¢ =0, existe N > M tal que

n>N=—1<"c1,
br,
Multiplicando por b, > 0 y aplicando el Corolario 7.19 se deduce que
Y peq Gk €s convergente.
iii) Si ¢ = oo, existe N > M tal que
n>N= "1
br,

Multiplicando por b, > 0 se obtiene, por el criterio de comparacién, que
> peq ai es divergente. Q.E.D.
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El criterio anterior permite deducir el siguiente resultado, que es suma-
mente Util a la hora de estudiar la convergencia de una serie de nimeros
positivos:

Teorema (criterio del cociente). Sea a, # 0 para todo nimero natural
n > M, y supdngase que existe el limite 1im,_ o |ant1|/|an| = 7 (donde
admitimos que r = 00). Entonces 220:1 a es absolutamente convergente si
r <1, y divergente sir > 1 6 r = o0.

(Si r = 1, el criterio del cociente no decide: hay series tanto convergentes
como divergentes de términos positivos con r = 1.)

Demostracidn. Supongamos, en primer lugar, que r < 1. En tal caso, para
todo € > 0 existe N € N, que podemos tomar > M, tal que

lan+1]

n>N—nr,= <r+4e

|an|
Como r < 1, podemos tomar ¢ < 1—17, en cuyo caso s = r + € estd en (0, 1).
Ademads, para n > N se tiene

n—N+1 _ lan| gl

0<l|ant1| =rnrn—1 ... 7N lan| <s lan| N
Como s < 1, la serie geométrica » 7, sk es convergente; por el crite-
rio de comparacién (nétese que |ay|/s" es una constante), también lo
serd Y 7 |an].

Supongamos, por dltimo, que fuerar > 1 6 r = co. Si r = o0 y tomamos
s > 1 arbitrario, existe un nimero natural N > M tal que

n>N=s<r,. (7.1)

Sir > 1 es finito, tomando 0 < ¢ < r—1 y llamando s = r—e > 1 deducimos
de nuevo que existe un ntimero natural N > M tal que se cumple (7.1). Por
tanto, para todo n > N se tiene ahora

|an41] > "N Jan| > |an| > 0,

lo cual implica que el término general de la serie Y 7° | a no tiende a cero
cuando k — oo, de donde se deduce que ;2 aj es divergente. Q.E.D.

Ejemplo 7.23. La serie
k

oo
>

|
— k!
converge absolutamente para todo x € R. En efecto, si z = 0 el resultado
es trivial, y si & # 0 basta observar que

janst] 2™ /1) el
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k L
Ejercicio. Estudiar la convergencia de la serie > ;2 4 TR siendo ¢ un nume-

ro real.

Solucion. Si ¢ = 0, la serie converge trivialmente (su sucesién de sumas
parciales es constante). Si ¢ # 0, aplicando el criterio del cociente se obtiene

aper] _ el s DY) T "
—||( )—<

lan| le|™ n!/nm n+1 1+ L)% n—oo e

Por tanto, la serie dada es absolutamente convergente para |c¢| < e, y di-
vergente para |c| > e. Para ¢ = =e, el criterio del cociente no decide. Sin
embargo (véase Spivak, problema 21-13), al ser

n

e"n!

> e, YneN, n>1,

n?’b
el término general de las series > oo (£e)* k!/k* no tiende a cero cuando
k — o0, por lo que dichas series son divergentes. U]

Citaremos sin demostracion el siguiente criterio andlogo al del cociente
(aunque ligeramente mds fuerte que éste; cf. Spivak, problema 21-18):

Teorema (criterio de la raiz). Si lim, .. ¥/|an| = r (donde admitimos
que r = ), entonces 220:1 a es absolutamente convergente si r < 1, y
divergente sir > 1 ¢ r = co.

Para muchas series importantes (como, por ejemplo, > -7, 1/(n?)), el
criterio del cociente (y, en este y en otros muchos casos, también el de la
raiz) no decide, porque lim, o |an+1]/|an| es exactamente igual a 1. En
algunos de estos ejemplos en que fallan los criterios del cociente y de la raiz
se puede aplicar con éxito el siguiente criterio:

Teorema (criterio de la integral). Sea f : R — R wuna funcién positiva y
no creciente en [1,00), y supongamos que f es integrable en [1,x] para todo
x> 1. Siap = f(k) para todo k € N, entonces la serie y_ -, ay converge si
y solo si la integral impropia floo f es convergente.

Demostracion. En primer lugar, nétese que al ser f positiva la integral im-
propia [;° f es convergente si y slo si el conjunto { [ f : @ > 1} es acotado,
o equivalentemente si y sélo si existe lim, .o [;* f. S1 P = {1,2,...,n}, al
ser f no creciente se tiene

n n n n—1 n—1
LAP) =3 ) =Y ac< [ 1<UGP) =3 10 =Y o
k=2 k=2 ! k=1 k=1

Como ay = f(k) > 0 para todo k € N, de estas desigualdades se deduce
facilmente la tesis aplicando la Proposicién 7.10. Q.E.D.
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1
Ejemplo 7.24. La serie >_° — converge si y sélo si p > 1. En efecto, si

p < 0 la serie es divergente porque su término general no tiende a cero, y si
p > 0 basta aplicar el criterio de la integral (con f(z) = x7P).

Practicamente todos los criterios de convergencia de series vistos ante-
riormente son aplicables sélo a series de nimeros no negativos. El criterio
que veremos a continuacion, sin embargo, es uno de los méas importantes
y sencillos que son validos para series cuyo término general no tiene signo
constante:

Teorema (criterio de Leibniz). Si a, > apt1 > 0 para todo n € N, y
1My — 00 an, = 0, entonces la serie > oo (—1)""a, es convergente.

Demostracion. Spivak, p. 656. Q.E.D.

Ejercicio. Probar que si {ay, },. ; cumple las condiciones del criterio de Leib-

niz entonces para todo m € N se tiene

0<(-1)" (i(—l)”*lan - i(—l)”“an) < i1,
n=1 n=1

siendo estas desigualdades estrictas si {a, },.; es estrictamente decreciente.
En tal caso, el error cometido truncando la serie tiene el mismo signo que el
primer término despreciado ((—1)"*2a,,+1), y valor absoluto menor que el
valor absoluto de dicho término.

00 (_1)n+1

el es condicionalmente con-

Ejemplo 7.25. La serie alternada

vergente.

7.3. Sucesiones y series de funciones

Sea {f,:n € N} una coleccién de funciones definidas en un dominio
comtn D. Diremos que la sucesién de funciones {f,} ° , converge pun-
tualmente en z € D si la sucesién {f,(x)},7, es convergente. Sea A C D
el conjunto de todos los puntos = en que {f,},—; converge puntualmente.
El limite puntual de la sucesién { f,, },~ es la funcién f : R — R definida
por

flx) = lim f,(z), Vo € A.
n—oo

o0

Diremos entonces que la sucesién {f,},~

en A, y escribiremos

converge puntualmente a f

f= lim f,.

Obviamente (ya que las series son un caso particular de las sucesiones) de-
finiciones andlogas son vélidas para una serie de funciones.
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Ejemplo 7.26. Para todo = € R la sucesién de funciones { P 0,exp .o
converge puntualmente a exp en R. En efecto, hay que probar que para
todo z € R se tiene

nok

T ./
hm Pnoexp(ﬂf) fnhm Z o e’.
Y, efectivamente (véase (6.1¢)), se verifica
) ‘JT‘TH_I
x _ x
€ = Prgexp()| = |Rgenp()] < mix(Le®) ¢ Zsy

En otras palabras, hemos probado que
. "
=y = Vz € R.
— n!

De forma andloga (utilizando las estimaciones (6.1) y (6.3)) se prueban las
férmulas

o0 2n
n &
cosx = E (—1) —(277,)!’ Ve e R

2n+1

senm—Z( (2 1 Vre R

log (1 I 1Y o= LA R
os(1+4)= 31y 1<

x2n+1

o0
arctan r = Z(—l)”m, 1<z <1
n

En particular, esto demuestra las siguientes igualdades interesantes:

o0

1
=2
n=0
00
(_1)n+1
l p—
2=y Y
n=1

El problema fundamental que afecta al concepto de convergencia puntual
de una sucesién (6 una serie) de funciones es que el limite puntual de una
sucesion de funciones { fn},—, no hereda en general las buenas propiedades
(por ejemplo, la continuidad ¢ la diferenciabilidad) que puedan tener las
funciones f,. Esto es precisamente lo que ocurre en el siguiente ejemplo:
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“2 ) 1 2
Figura 7.1: Gréfica de arctan(z?") paran = 1,...,4
Ejemplo 7.27. Consideremos la sucesién de funciones {f,},~; en que f,
esta definida por
fn(x) = arctan(z"), Vn € N.

Las funciones f, estdn definidas y son diferenciables (de hecho, infinitas
veces) en toda la recta real (fig. 7.1). El limite puntual f de la sucesién
{fn}or, existe para todo z € R, y estd dado por

0, lz| < 1
fle)=97 =41
o3 |z| > 1.

A pesar de que las funciones f,, son diferenciables en todo R, el limite
puntual f = lim, .. fr no es ni siquiera continua en los puntos x = +1.

Pueden construirse también ejemplos (véase Spivak, p. 683) de sucesio-
nes de funciones {f,},-, integrables en un intervalo [a,b], que convergen
puntualmente a una funcién f integrable en [a, b], pero tales que

/abf N / (i, ) # i, / e

7.3.1. Convergencia uniforme

En vista de ejemplos como los anteriores, es claro que es necesario definir
un concepto de convergencia de una sucesion de funciones méas fuerte que la
convergencia puntual, de forma que el limite de una sucesion convergente de
funciones tenga propiedades andlogas a las de las funciones de la sucesién.
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Para llegar a este nuevo concepto de convergencia, examinemos en detalle lo
que significa que la sucesién {f,},2 ; converja puntualmente a f en A. Esto
quiere decir que, dado € > 0, para todo x € A existe N € N, que en general
dependerd de € y de x, de forma que sin > N entonces |f(x) — fn(z)] < €.
El problema de los ejemplos anteriores es que, fijado ¢ > 0, el N de la
definicién anterior puede depender de z. Si pedimos que esto no ocurra

llegamos al importante concepto de convergencia uniforme:

Definicién 7.28. Se dice que la sucesién de funciones {f,},2, converge
uniformemente a la funcién f en el conjunto A C R si para todo € > 0
existe N € N tal que

n>N=|f(z) — fo(z)| <€, para todo x € A.

La interpretacién grafica de la convergencia uniforme es muy clara: se
pide que para todo € > 0 toda la graifica de la funcion f, en A esté compren-
dida en una franja abierta de anchura 2¢ centrada en la gréfica de f en A,
para n suficientemente grande (fig.7.2).

Figura 7.2: Convergencia uniforme de una sucesién de funciones

Es evidente de la definicién que si {f,} -, converge uniformemente a f
en A entonces {f,}, -, converge puntualmente a f en dicho conjunto, pero
el reciproco no es cierto en general (por ejemplo, puede verse que falla en el
Ejemplo 7.27).

Los siguientes teoremas afirman que, en lineas generales, el limite de
una sucesion de funciones uniformemente convergente goza de propiedades
analogas a las de las funciones de la sucesién:

Teorema 7.29. Sea {f,},—, una sucesion de funciones uniformemente con-
vergente a f en [a,b].

1) Si fn es integrable en [a,b] para todo n € N, entonces f es integrable
en la,b] y se cumple

b b
/ f= lim fn
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11) Si f, es continua en c € [a,b] para todo n € N, entonces f es continua
en c

Demostracion. Obsérvese, antes que nada, que si se cumplen las hipdtesis
de este teorema entonces se tiene

[ (i g) = g [,

Ifm ( fm fn(a:)) ~ lim (h’m fn(a:)) :
r—C \n—0oo n—oo \r—=cC
Demostremos, por ejemplo, el segundo apartado (la demostracién del prime-
ro, bajo condiciones algo més restrictivas, puede verse en Spivak, p. 6871).
Sea € > 0 arbitrario. Por la convergencia uniforme de f,, a f, existe N € N
tal que
n>N=|f(t)— fu(t)| <€/3, vt € [a, b].

Ademads, al ser fy continua en c¢ existe § > 0 tal que
|z —c| <0 = |fn(x) — fn(c)] <¢/3
(suponiendo, por sencillez, que ¢ € (a,b)). Si | — ¢| < § se cumple entonces:

[f(@) = f()| <1 (@) = (@) + | fn(2) = In(©)] + [fn(e) = F(o)]

<€+€+€
— — — =€
3 3 3

Q.E.D.

Si{fn}yey converge uniformemente a f en (a,b), y las funciones f,, son
derivables en (a, b) para todo n € N, no siempre es cierto que el lfmite f sea
derivable en (a,b), o que si f es derivable f’ coincida con lim, . f, (para
convencerse de esto dltimo témese, por ejemplo, f,(z) = sen(nx)/y/n). Sin
embargo, se verifica el siguiente resultado més débil:

!Si admitimos sin demostracién que f es integrable en [a, b], entonces dado € > 0 existe
N € N tal que

n> N = |f(z) — fa(z)| < Yz € [a,b].

2(b—a)’

Por tanto,

b
[t < [1r-nls spes - <e
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Teorema 7.30. Supongamos que, para todon € N, f, : R — R es derivable
en (a,b), siendo ademds f}, integrable en [a,b]. Si {f)}.—, es uniformemente
convergente a una funcién g en (a,b), y eziste c € (a,b) tal que la sucesion
{fn(c)}o2y es convergente, entonces:

1) {fn},—, es uniformemente convergente a una funcion f en (a,b)

11) f es derivable en (a,b), y f' =g en (a,b).

En otras palabras, si se cumplen las condiciones del teorema anterior
entonces

Demostracidn. Vamos a suponer, para simplificar la demostracion, que g es
continua en (a,b) (por ejemplo, esto ocurrird automaticamente si todas las
funciones f], son continuas en (a,b)). En primer lugar, las hipétesis hechas
sobre f; justifican la aplicacién de la regla de Barrow, que conduce a la
identidad

fn(x) = fule) + /$ fl, Vx e (a,b).

La convergencia uniforme de f], a g en (a,b) implica, por el Teorema 7.29,
que para todo = € (a,b) la integral del miembro derecho converge a ff g.
Al ser f,(c) convergente a f(c) se sigue que f, converge puntualmente en
(a,b), siendo

i fu@) = f@ = f@)+ [ 9. Veeladl (@)
La convergencia es uniforme en (a,b), ya que

(@) = fula)| = ‘f(C) - [ —g>‘ < 1£(e) = ful0)] +
<1F(Q) = Fal0) + (b—a) sup |Fi(x) —g(a)] -

z€(a,b)

[ Vil

Por tltimo, si g es continua en (a,b) de (7.2) y el Teorema Fundamental del
Célculo se sigue que f/'(z) = g(z) para todo x € (a,b). Q.E.D.

7.3.2. Series de funciones

Una serie de funciones ) ;- fi es uniformemente convergente en un con-
junto A silo es la sucesion de sumas parciales {s, } -, siendo s, = > _; fx-
Al ser las series un caso particular de las sucesiones, los resultados sobre su-
cesiones de funciones uniformemente convergentes que acabamos de ver se
aplican con modificaciones obvias a las series de funciones uniformemente
convergentes.



CAPITULO 7. SUCESIONES Y SERIES 165

Supongamos que Y .-, fi es una serie de funciones uniformemente con-
vergente a una funcién f en un intervalo [a,b]. En primer lugar, si las fun-
ciones fj son integrables en [a,b] para todo k& € N lo mismo ocurre con la

funcién f, y se cumple
b
/ [ = Tk
k 174

/Qka—Z

k=179
Si las funciones fj son ademds continuas en ¢ € [a,b] para todo kK € N
entonces f es continua en ¢, y por tanto

lm Y fi(e) = lim fi(z).
k=1 k=1

Finalmente, si f,, cumple las hipétesis del Teorema 7.30 para todo n € N,
> rey fr converge en algin ¢ € (a,b) y > 7~ fj. es uniformemente conver-
gente en (a,b) entonces

(Zn) => fi  en(ab).
k=1 k=1

En el caso de series de funciones hay un criterio muy sencillo que garan-
tiza la convergencia uniforme:

es decir

Teorema (criterio M de Weierstrass). Sea > ;- fr una serie de funciones
definidas en un conjunto A, y supongase que para todo n € N existe M, € R
tal que

[fo(@)] < Mp,  Vz e A

Si la serie " p- My es convergente, entonces Y -, fr converge absoluta y
uniformemente en A.

Demostracion. En primer lugar, por el criterio de comparacion la serie
> roy Jr(x) converge absolutamente para todo z € A. En segundo lugar,
si para x € A definimos f(z) = >, fe(x) entonces para todo n € N y
para todo z € A se verifica

< Y | fal@)
k=n+1
3

Como el miembro derecho puede hacerse mas pequefio que cualquier € > 0
tomando n suficientemente grande (al ser ) 2, M}, convergente), la serie
dada converge uniformemente en A. Q.E.D.

f(@) = ka(ﬂf Z fi()

k=n+1

<> =y

k=n+1

, YV € A.
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7.4. Series de Taylor y series de potencias

Dada una funcién f infinitas veces diferenciable en un punto ¢ € R, es
natural considerar la serie de Taylor de f centrada en ¢, definida por

0 (k) (0

Escribiremos simbdlicamente

k),
)~ 3 D o (7.3)

k!
k=0

para denotar que el miembro derecho es la serie de Taylor centrada en c del
miembro izquierdo. Nétese que la serie de Taylor no es mas que una serie de
funciones Y~ fr en la que las funciones fj son particularmente sencillas:

®) (e
fulr) = L o

En general, una serie de funciones de la forma

Z ag (x — c)*
k=0

se denominard serie de potencias centrada en c.

La pregunta fundamental que nos hacemos es la siguiente: ; bajo qué con-
diciones (es decir, para qué funciones f y con qué restricciones sobre )
podemos reemplazar ~ por = en (7.3)7 Antes de continuar, obsérvese
que la serie de Taylor de f centrada en c puede ser convergente en algin
punto z a un nimero distinto de f(x). Por ejemplo, puede probarse que si
f estd definida por f(0) =0y f(x) = e~ 1/ para todo = # 0, entonces [ es
infinitamente diferenciable en R y se cumple

Ff®y=0, Vk=0,1,....

Por tanto, para todo x # 0 la serie de Taylor de f centrada en 0 converge a

07 f(x).

Definiciéon 7.31. Sea f una funcién infinitamente diferenciable en un in-
tervalo (a,b) (diremos en tal caso que f es de clase infinito en (a,b) y
escribiremos f € C*(a,b)). Se dird que f es analitica en ¢ € (a,b) si la
serie de Taylor de f centrada en ¢ converge a f(x) para todo x en un cierto
intervalo abierto centrado en c.
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Por ejemplo, por lo visto anteriormente las funciones cos z, sen z, log(1+
x) y arctan x son analiticas en 0, mientras que la funcién del ejemplo anterior
no lo es.

La convergencia de 3 32 f®)(c)(x — ¢)*/k! a f(x) significa que

o B )
fa) = Jim ST o o~ i o),

0, equivalentemente,
Iim R, ¢(x)=0. (7.4)
n—oo

Por tanto, f serd analitica en ¢ si es de clase C*°(c — r,¢ + r) para algin
r > 0, y para todo x € (¢ —r,c+ ) se cumple (7.4).

Proposicién 7.32. Sea f € C*®(a,b), y supongamos que existe M > 0 tal
que para todo k = 0,1,... se cumple

\f(’“)(a:)\ <MF, Ve (ab).

Entonces f es analitica en c, para todo ¢ € (a,b).

Demostracion. Si ¢ € (a,b), sea r = min(c — a,b — ¢), de forma que (¢ —
r,c+r) C (a,b). Si x € (¢ —r,c+ r) entonces (teorema de Taylor) existe ¢
en el intervalo (¢, x) 6 (x,c¢) (ndétese que ambos intervalos estdn contenidos
en (a,b)) tal que
Fe () 1
R = — )"t
y por tanto
(M | — c[)"*!
(n+1)! n—00

[ Rnc,p(2)] <
Q.E.D.

Al ser las series de Taylor un caso particular de las series de potencias,
el estudio de las propiedades de las series de potencias tiene un interés
indudable. En particular, dicho estudio nos permitird probar que una serie
de potencias convergente en un cierto intervalo abierto no vacio es siempre
la serie de Taylor de una funcién (concretamente, de la funcién a la cual
converge la serie).

Para simplificar (sin pérdida de generalidad), nos restringiremos a con-

siderar series de potencias
oo
k
> ok (7.5)
k=0

centradas en 0. El resultado fundamental es el siguiente:
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Teorema 7.33. Supongamos que la serie de potencias (7.5) es convergente
en x = c# 0. Entonces se cumple:

1) La serie (7.5) converge absolutamente para todo x € (—|c|,|c|) a una
funcion f.

11) La convergencia de (7.5) a f es uniforme en todo intervalo [—b,b] con
0<b<]|c.

111) Para todo x € (—|c|,|c|) la funcidn f es derivable en x, y se verifica
oo
flle)=> kapa"",
k=1

siendo esta iltima serie absoluta y uniformemente convergente a f' en
todo intervalo [—b,b] con 0 < b < |c|.

Demostracion. En primer lugar, al ser la serie Y7 ax ¢ convergente, su

término general tiende a cero cuando k — oo, y por lo tanto estd acotado:
existe M € R tal que

‘akck‘ <M, VYkeNuU{o}.

Si0<b<|c|ly —b<az <b entonces

k k Jfk b k
‘akm‘:‘akcH—‘ <M|—) , k=0,1,....
¢ ]

Como 0 < b/ |c| < 1, la serie numérica (geométrica) S22 (b/ |c|)* es conver-

gente, y por tanto el segundo apartado se deduce del criterio M de Weiers-

trass. Al ser b € (0,]|c|) arbitrario, esto prueba también el primer apartado.
Para probar el tercer apartado, nétese que si x € [—b, b] entonces

k-1 k—1
‘kakmk_l‘:k‘akck‘—‘x‘ <I<:M—b _ M (b

k
< = — ; vk € N.
ef* et )

]

Como (al ser de nuevo 0 < b/|c| < 1) la serie numérica > 32, k (b/|c|)*
es convergente (criterio del cociente), por el criterio M de Weierstrass la
serie > o2 kag zF~1 converge absoluta y uniformemente en [—b,b], y por el
Teorema 7.30 su suma es f’. Como 0 < b < |c| es arbitrario, esto prueba el
ultimo apartado. Q.E.D.

El teorema anterior tiene varias consecuencias importantes que veremos
a continuacién. En primer lugar, dada una serie de potencias - apxk
existe un ndmero R > 0, llamado radio de convergencia de la serie,
tal que la serie es (absolutamente) convergente para |r| < Ry divergente
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para |z| > R (si la serie converge para todo € R, por definicién se toma
R = 0). En efecto, si la serie no converge en todo R (en cuyo caso R = c0)
por el teorema anterior R = sup {\a:\ : Zzozl aka:k es convergente}. Nétese
que R puede ser cero, lo cual significa que la serie s6lo converge para z = 0;
por ejemplo, veremos a continuacién que la serie > 72 E!'z* tiene radio
de convergencia 0. Para calcular el radio de convergencia de una serie de
potencias > 7 ak z®, podemos utilizar el criterio del cociente 6 el de la rafz
aplicado a la serie de valores absolutos > 72 |a| |a:\k Por ejemplo, para
aplicar el criterio del cociente hay que calcular

n+1

r— dm el
n—oo  ay| || n—oco

An+1
Qp,

(donde se supone que a,, # 0 para todo n suficientemente grande). Si existe

An+1
Qp,

g = lim , (7.6)

n—oo
y es distinto de 0, la serie > 77 ax z* converge absolutamente si lz| < 1/q,
y diverge si |x| > 1/q. Si ¢ =0, r = 0 y la serie converge para todo = € R,
mientras que si ¢ = 0o entonces r = oo para todo x # 0 y por tanto la serie
diverge para todo x # 0. Luego si existe el limite (7.6) entonces el radio de
convergencia de la serie es 1/¢ (tomando 1/¢ = oo si ¢ =0,y 1/q = 0 si

q = 00), es decir
-1
R = < lim ) = lim
n—oo n—oo

De forma andloga aplicando el criterio de la raiz se demuestra que si existe
lim,, .0 ¥a, entonces

Gn+1 G

an

An+1

RZ(M]M%DA.

Por ejemplo, para la serie > ;2 k! z" se tiene a; = k!, y por tanto

R = lim

n—oo

An+1

Supongamos que el radio de convergencia de la serie de potencias > ;-  ag zF
es R >0, y sea

o
f@) =S axs*,  Jo| <R,
k=0

su suma. Por el Teorema 7.33 (aplicado a cualquier ¢ € (0, R)), f es derivable
en (—R,R)y

o0

fl(z) = Zk‘ak 1 = Z(k‘ + 1) ajqq z¥, |z| < R,
k=1 k=0
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siendo la serie del miembro derecho (absolutamente) convergente en (—R, R).
Aplicando el Teorema 7.33 a esta tltima serie deducimos que f’ es derivable
en (—R,R) y

fr=3 k(k=1Dapa"? =Y (k+2)(k+ Dagpa®, |2 <R,
k=2 k=0

siendo esta ultima serie absolutamente convergente. Repitiendo este razo-
namiento las veces que sean necesarias obtenemos que para todo n € N la
funcién f es n veces derivable en (=R, R), y f™ estd dada por la serie de
potencias

fP @) =) n+k)m+k=1)... (k+ 1) appp 2"
k=0

> /n+k
:nlz< i )an+kmk, || <R, n=0,1,....
k=0

donde la serie del miembro derecho es absolutamente convergente en (—R, R).
Por tanto, f es de clase C°(—R, R). Ademds, de la férmula anterior se de-
duce que

F™(0) = nla,.

Esto significa que en el interior del intervalo de convergencia (—R, R) la
serie de potencias y ;o o ay zF es la serie de Taylor de su suma f.



