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Introduccion a ecuaciones diferenciales =< s

Una ecuacion diferencial es aquella que involucra derivadas de una funcion desconocida
denominada funcién solucién.

mi+cx+kx(t)=f(t), x(t,)=x,,%x(t,)=v,

au+ du_10p Vﬁzu u=u(x,t)
ot  ~0x Pox oyt

u(x,to):uo(x) ) u(Xo»t):uo(t) ) u(L't):uL(t>

Si la solucién es funcidn de una variable se denomina ecuacién diferencial ordinaria (EDO).

Si es una funcién multivariable se denomina ecuacién diferencial en derivadas parciales
(EDP).

Si solamente posee derivadas primeras se denomina ecuacion diferencial de primer orden.



Introduccion a ecuaciones diferenciales

orden

EDO segundo

\

Falling stone

Parachutist

Water level h

Outflowing water
W = -k NI /

(Secs. 2.4, 2.8)

0
(Sec. 2.8)

L y” =g = const. mv’ = mg - bv’
(Sec. 1.1) (Sec. 1.2) (Sec. 1.3)
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on a spring = S e
my” +ky=0 y”+m§y=cosmt, @, =o Lr +RI+EI_E

(Sec. 2.9)

Kreyzig E, “Advanced Engineering Mathematics” 9Ed
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EDO primer orden
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Introduccion a ecuaciones diferenciales

de valores iniciales

Se busca la funcion solucion de %ZG_XCOS(X) , y(0)=0,x€[0,0)

Cuando se conoce el valor de la solucion en el extremo izquierdo del intervalo y se buscan
los valores hacia el lado derecho, estamos frente a un “problema de valores iniciales”.

En este ejemplo particular se busca el valor de la solucién en x=4
Campo de soluciones

o6

02f
-1

10

0.2 .
2 4



Métodos numeéricos para

EDO de valores iniciales
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Los métodos de solucion pueden ser: de un paso, multipaso o predictor-corrector.

Los métodos de un paso aproximan la solucion a partir de una aproximacion de la

pendiente ¢.

Yi+1ZYi+q)h+O(hp>

dy _ &
=€ cos(x)

o8r

Los métodos de un paso utilizan esta
formula sucesivamente a partir de
un valor inicial y avanzan de a un
paso a la vez. En cada paso van
agregando error numérico.
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Meétodo de Euler simple PAGHS YNARRASS

Se asume que la derivada es constante en todo el intervalo h.

Sise evalua en el extremo inicial (x,y,) obtenemos el método de Euler simple explicito.
q):f(xi»Yi)_)Yi+1:}’i+f(xir}’i)h

El método es de primer orden, es decir es O(h).

Sise evalua en el extremo final (x,,,y:,1) Se obtiene el método de Euler simple implicito.
A A
Vier ® Y, ®

d=f(x.0,y..)

E
- Yie1 ) -
><i+1 X

i—1 i
Fuler hacia adelante Fuler hacia atras



Algoritmo
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XY oh

i

I q) — f ( Xactual ) Yactual)

¢

Ynuevo — Yactual + h (I)actual
X +h

nuevo Xactual

v

Xactual €< Xnuevo
Yactual € Ynuevo

;Ultimo paso?

Evaluacion de ¢

Prediccion nuevos valores

Actualizacion

Falso /\Verdadero -
j Fin
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Utilizando el método de Euler integre numéricamente la siguiente ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden.

d
2 = 2x+12X°—20x+85 con x€[0,1]Ay(0)=1

dx
X, e=f(xy) Y, e=t(xy) Y, P=f(x,y,) Y, Y analitca
(h=0,5) (h=0,25) (h=0,125)

0 8,500 8,500 1,000 8,500 1,0000
0,125 6,1836 2,0625
0,25 4,2188 2,8354
0,375 2,5820 3,3628
0,5 1,2500 3,6855
0,625 0,1992 3,8418
0,75 -0,5938 3,8667
0,875 -1,1523 3,7925

1 -1,500 3,6484
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Solucion analitica
- = - Euler h=0,5

Euler h=0,25
- - 4- - Euler h=0,125

O I I I I I I I I I

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1



Meétodos mejorados de un paso
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Métodos de un solo paso
Yi+1ZYi+h¢(X;Y)+O(hp)

l

Ecuacion de una recta
con pendiente .
;Cual es la mejor
aproximacion de ¢?

Euler simple
q)(X'Y):f(XiJYi)
Yi+1ZYi+hq)(X’Y)+O(h)

® es la pendiente en el
inicio del intervalo

Método de Heun

f(Xi»Yi)"'f(Xm»YFn)

¢(x,y)=

2

Yi+1:}’i+h¢(X;Y)+O(h2)

Método de punto medio

(p(X:Y):f(Xiﬂ/z»YFﬂ/z)
2
Yi+IZYi+hq)(X'Y)+O(h )

® es el promedio de la
pendiente en el inicioy en el

final del intervalo.

® es la pendiente en el
centro del intervalo.
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Primer paso, Euler simple
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Segundo paso, evaluar
pendiente en prediccion de
Euler simple
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M étodo de H eu n EXACTAS Y NATURALES

Tercer paso, promediar
pendientes
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Cuarto paso, avanzar con
pendiente promediada

I
E
yi+l
E
Yis1 9 _f(xi’yi)+f<xi+l’yi+l)
X, =
o (x,y) .
Vo, =y +hd(x,y)+0(h?)
Y,
4 —
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Utilizando el método de Heun integre numeéricamente
diferencial ordinaria de primer orden.

la siguiente ecuacion

i—z:—2x3+12x2—20x+8,5 con x€[0,1]Ay(0)=1

X, Yy k, e - k, ¢ o
0 1,0000 | 8,5000 | 2,0625 | 0,1250 | 6,1836 | 7,3418 | 1,9177
0,125 | 1,9177 | 6,1836 | 2,6907 | 0,2500 | 4,2188 | 5,2012 | 2,5679
0,25 | 2,5679 | 4,2188 | 3,0952 | 0,3750 | 2,5820 | 3,4004 | 2,9929
0,375 | 2,9929 | 2,5820 | 3,3157 | 0,5000 | 1,2500 | 1,9160 | 3,2324
0,5 | 3,2324 | 1,2500 | 3,3887 | 0,6250 | 0,1992 | 0,7246 | 3,3230
0,625 | 3,3230 | 0,1992 | 3,3479 | 0,7500 | -0,5938 | -0,1973 | 3,2983
0,75 | 3,2983 |-0,5938 | 3,2241 | 0,8750 |-1,1523 | -0,8730 | 3,1892
0,875 | 3,1892 |-1,1523 | 3,0452 | 1,0000 | -1,5000 | -1,3262 | 3,0234
1 3,0234 |-1,5000 | 2,8359 | 1,1250 | -1,6602 | -1,5801
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- - I - Euler Simple

- -%¥--'Heun

= Analitico

O I I I I I I I I I
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
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Método del punto medio PAGR VAL

Primer paso, Euler simple
hasta la mitad del paso




= FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS

Método del punto medio PAGR VAL

Segundo paso, evaluar
pendiente en prediccion de
Euler simple \

kZZf(Xi+l/2’yiE+l/2)

i i+1/2 i+1



Método del punto medio
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Tercer paso, avanzar con
pendiente 3

¢(X’y):f<xi+1/2’yiE+l/2)
Vs =Y +h o (x,y)+0(h’)
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Generalizacion de métodos O(h?) Runge-Kutta 4 O(h*)
Familia Runge-Kutta 2 o RK2 K 42k +2 k. 4k
¢(Xi,yi,h):(1—m)k1+ﬂ)k2 q)(XiIYiih): Ak 2-;2 _—
k,=f(x,,y;
1 _<X1+ -‘Q k=flxy)
Xeval— Xj 2 W kZZf(Xi+?,yi+?k1)
_ +h_k h h
Yeva—Yi 2m 1 k3:f(Xi+§JYi+2 kZ)
kzIfiXeVaI;Yeval) \ k,=f(x,+h,y,+hk;)
w=1/2 w=1
k +k o (x;,y,,h)=k
vy . h)=—L 2 vy ?
¢(x;,y;,h) 5 k,=f(x,,y,)
klzf(xirYi) k2:f(xi+}zl,yi+}2lk1)

k,=f(x;+h,y+hk,)
Método de Heun Método de punto medio



Algoritmo
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X,y h

i

I (I) — f ( Xactual ) Yactual)

¢

Ynuevo — Yactual + h (I)actual
X =X +h

nuevo actual

v

Xactual € Xnuevo
Yactual € Ynuevo

;Ultimo paso?

(I)(Xi»}’irh):(l_(”)kf"wkz

Fvaluacionde ¢ < k,=f(x;,y)
k ——f(x.+h— .+h—k )
2 20 T e

Prediccion nuevos valores

Actualizacion

Falso AVerdadero
- - v
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function [x,y]=RK2(x0,y0,xn,h)

% Solucion de EDO de primer orden con Runge Kutta 2 Funciones auxiliares

% Uso: [x,y]=RK2(x0,y0,xn,h)

% Entradas: x0=posicion inicial, yO=condicion inicial #

% xn= posicion final, h=paso de integracion

% Salidas: x=vector de posiciones function [f]=evalfun(x,y)

% y=vector de solucion para cada x %Evaluacion de la funcion

f=%colocar f(x,y)%;

npasos=ceil((xn-x0)/h); %Redondea para arriba end

x(1)=x0;

y(1)=y0;

for i=1:npasos
%Evaluacion con funcion externa function [Fl]=evalFI(x,y,h)
Fl=evalFI(x(i),y(i),h); %Evaluacién de la pendiente ©
%Prediccion w=1; %1/2 Heun, 1 Punto medio
y(i+1)=y(i)+h*Fl; k1=evalfun(x,y);
%Avance k2=evalfun(x+h/(2*w),y+h/(2*w)*k1);
x(i+1)=x(i)+h; FlI=(1-w)*k1+w*k2;

end end

end
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valores iniciales

dY1__
Tt = 10y:(t)+4y,(t) (dylldt)_[—lO 4],(y1) LAY
4 e =~ -
Y ay,roy,()  dvelde) 4 0fLy,) e
Y1(O):5»Yz(0):3
Evaluar ¢ (t,Y,) Nuevo valor
o(t, Y, h)=(1-0)K,+0K, Y. =Y +ho(t,Y;)
K,=A-Y,
h
teval_ti-l-%
h
Yeval:Yi'l'z_(DKl
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function [x,y1,y2]=RK2_sis(x0,y10,y20,xn,h)
% Solucion de sistemas de EDO de primer orden

% Uso: [x,y1,y2]=RK2._sis(x0,y10,y20,xn,h) Funciones auxiliares

% Entradas: xO=posicion inicial, y10=condicion inicial 1

% y10=condicion inicial 2 ‘

% xn= posicién final, h=paso de integracién

% Salidas: x=vector de posiciones function [f]=evalfun(x,y)

% y1=vector de solucién1 para cada x %Evaluacion de la funcién

% y2=vector de solucién2 para cada x f=[-10,4;-4,0]*y; %Ay

npasos=ceil((xn-x0)/h); %Redondea para arriba end

x(1)=x0;

y(1,1)=y10;

y(2,1)=y20;

for i=1:npasos
%Evaluacion con funcién externa function [Fl]=evalFl_sis(x,y1,y2,h)
Fl=evalFI_sis(x(i),y(1,i),y(2,i),h); %Evaluacién de la pendiente ©
%Prediccion y=[y1;y2]; |
y(,i+1)=y(,i)+h*Fl; w=1; %1/2 Heun, 1 Punto medio
%Avance k1=evalfun_ej7(x,y);
x(i+1)=x(i)+h; k2=evalfun_ej7(x+h/(2*w),y+h/(2*w)*k1);

end Fl=(1-w)*k1+w*k2;

y1=y(1,2); end

y2=y(2,:);

end
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iniciales

EDO de segundo orden
axX+b X+cx(t)=d(t) ) X(to)ZXo;X(to):

Para resolver numéricamente este problema hay dos opciones:
* realizar una reduccion de ordeny aplicar los métodos vistos
* utilizar el método de diferencia central

La reduccidn de orden consiste en realizar un cambio de variables.

Primero se define un vector Z que contiene las derivadas de orden menor.

o

Luego se deriva Z componente a componente y se reemplaza la derivada mas grande por

a EDO. d_Z:(x): %
dt \%) a '(d—cx—bx)

Finalmente se expresa todo en funcion de Z

dz [z, 0 1 0 dZ
=== — 7+ —F t z Sistema EDO!
dt (al(d—czl—bzz)) !_alc _alb] (ald) dt ‘




EDO de orden superior con valores

iniciales

Oscilaciones de un péndulo simple
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Z
6+2sen6=0, 0(0)=0,,0(0)=0 Z—(G dz g = ¢
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