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Parciales

Temario

* Introducciéon a EDP. Clasificacion
* Ecuacion de onda (hiperbdlica)

* Soluciones numéricas: esquema explicito por diferencia central

Ecuacion del calor (parabdlica)

Soluciones numeéricas: Crank-Nicholson

Ecuacion de Laplace (eliptica)

Fjemplo

Referencia: Capitulo 10 de Métodos Numeéricos con MATLAB, Mathews y Fink
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IntrOdUCCién a EDP EXACTAS Y NATURALES

Una EDP es una ecuacion que involucra una o mas derivadas parciales de una funcion desconocida
que depende de dos o0 méas variables. El orden de la derivada mas alta representa el orden de la
ecuacién.

Se denomina EDP lineal si los coeficientes son constantes o funciones lineales de las variables
independientes. De lo contrario se denomina EDP nolineal. Se denomina EDP lineal homogénea si

todos los términos contienen a la funcion desconocida o alguna de sus derivadas. De lo contrario se
denomina inhomogénea.

Ecuaciones clasicas:

iy o°u 0% u
Ecuacién de onda 1D: = (x,t)=c"=—(x,t)
X
2
Ecuacién de conveccién-difusién: g(x,t)+u£(x,t):aa E’ (x,t)
ot 0X OX
4 au _ 26211
Ecuacién de calor 1D: a—(x,t)—oc —(x,t)
t X
2 2

Ecuacién de Laplace 2D: 0 : (x,y)+a 2 (x,y)=0
O0X oy
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ClaSificaCién EXACTAS Y NATURALES

Aa7+BaX8y +C6y2 =f| x

o’u _0°u o°u ( ou au)

Siendo A,B,C constantes.
Segln los valores que tomen A,B,C se clasifica las EDP cuasilineales de la siguiente forma:

Si B*—4 AC<0->laecuaciénsedenominaeliptica
Si B*—4 AC=0-laecuaciénsedenomina parabdlica

Si B*—4 AC>0->laecuaciénsedenominahiperbélica

Las ecuaciones elipticas representan problemas de equilibrio en dominios cerrados, donde a partir de
la informacidn del contorno se encuentra la solucién en todo el interior,

Las ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas representan problemas de propagacién en dominios
abiertos. La solucidn se obtiene propagando las condiciones iniciales.
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EcuaCién de la onda 1D EXACTAS Y NATURALES

La ecuacion de onda puede modelar distintos fenédmenos fisicos, como por ejemplo:

* Pequefios desplazamientos transversales de una cuerda elastica, tensada en sus
extremos.
* Propagacion de ondas de sonido viajando a una velocidad c en un medio uniforme

* Desplazamientos axiales de una barra elastica.

62u zczazu
ot* o x”

Es una ecuacion hiperbdlica de segundo orden.

Cc es una constante asociada a la velocidad de propagacion de la onda. Para el caso de |a
cuerda tensada, c?=T/p donde T es la tensidon aplicada en los extremos y p es la densidad
de la cuerda.

Necesita dos condiciones de borde (posicidon de ambos extremos) y dos condiciones
iniciales (posicion y velocidad).
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XN GE)

Esquema explicito
Se aproximan las derivadas parciales por formulas centrales de orden 0(h?%) y O(t?).
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Luego se plantea la ecuacion discreta en cada punto interior del espacio y se busca
la solucion conjunta en todo el espacio.

wt| e e 0 o Q) ey
t+1 2 2(1_r2) 2 0 u e 0
wnf o 00 2l ) e
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Inicio del método

Por lo general se cuenta con la posicion inicial f(x) y la velocidad inicial g(x).
Realizando una expansion en serie de Taylor se pueden determinar los valores
previos al inicio.
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u(x;,1)=u(x;,0)+ +O(At3)
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u(x;, 1):f<xi)+g(X1>At+2_<u(xi—1,0)_2 u(xi,0)+u(xi+1,0))+0 (At3)
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Ejemplo: Ecuacion de onda
function [u]=onda1D(n,tfinal) function [A,b]=matinit(n,r,u1,un)
c=2; %constante onda A=zeros(n-2);
dx=1/(n-1) %paso espacial A(1,1:2)=[2*(1-r*2),r"2];
r=1 A(end,end-1:end)=[r"2,2*(1-r*2)];
dt=dx/c %paso temporal for fila=2:n-3
nt=tfinal/dt; % numero de pasos A(fila,fila-1:fila+1)=[r"2,2*(1-r"2),r'*2];
u=zeros(n,nt); endfor
x=[0:dx:1]"; %discretizacion espacial b=zeros(n-2,1);
#condiciones iniciales b(1,1)=u1;
f=sin(pi*x)+sin(2*pi*x); %posiciones iniciales b(end,1)=un;
g=0*x; %velocidades iniciales b=r?2*b;
u(:,1)=f; endfunction

u(2:n-1,2)=(1-r*2)*f(2:n-1,1)+dt*g(2:n-1,1)+0.5*r"2*(f(1:n-2,1)+f(3:n,1));
#condiciones de borde
u1=0;
un=0;
[A,b]=matinit(n,r,u1,un); #Inicializo matriz de coeficientes
for i=2:nt
u(2:end-1,i+1)=A*u(2:end-1,i)-u(2:end-1,i-1)+b;
endfor
endfunction
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EcuaCién del Calor EXACTAS Y NATURALES

La ecuacién del calor modela un proceso de difusion.
Algunos ejemplos que se pueden modelar con esta ecuacion son:

* Distribucion de temperaturas en un alambre aislado con distintas temperaturas en sus
extremos.

* Distribucién radial de temperaturas en un cafio cuyas paredes se encuentran a distintas
temperaturas.

* Distribucion de velocidad dentro de una capa limite.

ou_ 0o
ot _aaxz

Es una ecuacién parabdlica de segundo orden.
a es una constante asociada a la conductividad térmica o la viscosidad de un fluido.

Se necesitan dos condiciones de borde (posicion de ambos extremos) y una condicién
inicial (posicion).
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del calor

El esquema explicito es condicionalmente estable (debe cumplir 0 < a At /(Ax?) < 1/2).
Para evitar este problema se emplean estrategias implicitas como por ejemplo Crank-
Nicholson.

Primero se aproximan las derivadas parciales en el espacio por la férmula central y la

derivada temporal por la férmula hacia adelante.

t+1 t 2 t t t
ﬁu(. . u, —u 0 u(X,t)Nui—l_Zui+ui+1

x1,t1) i

ot  (At) ‘ox° (Ax)’

Luego al reemplazar las aproximaciones en la ecuacion del calor, la derivada espacial se
reemplaza por la suma de dos derivadas, evaluadas en distintos tiempos.
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del calor

Se plantea la ecuacion discreta en cada punto interior del espacio y se forma un SEL.

.2(1+r) —r 0 .. 0 1 /uz \ /ut3+u1 \ /u1\
—r 2(1+r) -r ... 0 uy’ u,+u, 0
0 —r Z(1+r) -r ... Tuy™" [T ug+u;  [TT(0
o o0 ro20ten)f{wn) fue] U

AU '=rU+rb

En este caso se debe resolver un SEL para avanzar en el tiempo.

Requiere més esfuerzo de computo que un método explicito pero tiene la estabilidad
garantizada. Esta es una propiedad de los métodos implicitos.
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Ejemplo: Ecuacion del calor
function [u]=onda1D(n,tfinal) function [A,b]=matinit(n,r,u1,un)
alfa=1; 9%constante onda A=zeros(n-2);
dx=1/(n-1) %paso espacial A(1,1:2)=[2*(1+r),-r];
r=1 A(end,end-1:end)=[-r,2*(1+r)];
dt=r*dx”2/alfa %paso temporal for fila=2:n-3
nt=ceil(tfinal/dt) %onumero de pasos A(fila,fila-1:fila+1)=[-r,2*(1+r),-r];
u=zeros(n,nt); endfor
x=[0:dx:1]"; %discretizacion espacial b=zeros(n-2,1);
#condiciones iniciales b(1,1)=u1;
f=sin(pi*x)+sin(3*pi*x); %posiciones iniciales b(end,1)=un;
u(:,1)=f; b=r*b;
#condiciones de borde endfunction
u1=0;
un=0;
[A,b]=matinit(n,r,u1,un); #Inicializo matriz de coeficientes
t(1)=0;
for i=1:nt-1
u(2:end-1,i+1)=A\(r*(u(3:end,i)+u(1:end-2,i))+b);
t(i+1)=i*dt;
endfor

endfunction
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Ejemplo: Ecuacion del calor FACULTAD D s
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EcuaCién de laplace EXACTAS Y NATURALES

La ecuacion de Laplace representa problemas potenciales.
Algunos ejemplos que se pueden modelar con esta ecuacion son:
e Campo electrostatico

* Campo de velocidades para fluido ideal (sin efectos viscosos)

e Campo gravitacional

* Conduccion estacionaria del calor

VZ _82u 82u_
u(XrY)— >+—=0
0x" 0y

Es una ecuacion eliptica de segundo orden.
Se necesitan cuatro condiciones de borde (todo el contorno).
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de laplace

Al ser una ecuacion eliptica, representa un problema de equilibrio y no posee problemas de
estabilidad. Se aproximan la derivada parciales en el espacio por la férmula central en

ambas direcciones.

2 2
0 Uy y) Nui_l,j—Zui,j+ui+1’j %) Uy y) Nui,j_l—Zui,j+ui,j+1
ox’ (Ax) oy’ (Ay)’

Se reemplazan las aproximaciones en la ecuacion de laplace y se obtiene la “roseta” o
“molécula” de célculo.

i,j—1

Wi_q =20 j+ U, +u —2u; ;+u
(Ax) (Ay)*

i,j+1 _0

Se acostumbra considerar que Axy Ay son iguales.

U ;—4u; +u,, +u; +u; =0




Solucion numeérica de la ecuacion = FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

de laplace

Se plantea la ecuacion discreta en cada punto interior del espacio y se forma un SEL.

En este caso se debe resolver un SEL un Unica vez. A-U=b
Ver codigo en libro de Mathews-Fink
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