Elementos de Caélculo 11
7. Aplicaciones de la derivada.

La bibliografia que utilizaremos para este tema es:

e Principal: Capitulo 6 de las Notas de clase.

e Principal: Seccién 2.4, 2.6 y 4.3 , Marsden-Tromba , "Célculo vectorial", 5 ed. Perason Addison-

10.

Wesley.

. Calcule el vector velocidad y aceleracién para la curva v (t) = (cost, sent), t € (0,7). Interp-

retarlo geometricamente

. Suponiendo que una particula sigue la trayectoria o (t) = (t2, 3 — 4t, 0) y sale por una tangente

en t = 2. Calcule la posicién de la particula en ¢t = 3.

. Supongamos que un pato nada sobre la circunferencia v (t) = (cost, sent), t € (0,27) y que la

temperatura del agua estd expresada por la férmula T (x,7y) = z2e¥ — zy3. Halle el cambio de la

temperatura del agua por unidad de tiempo t. Planteelo de dos formas distintas.

. Teniendo en cuenta la siguiente definicién: Sea o : [a,b] — R™ una trayectoria de clase C!, la

longitud de o estd definida por
b
(o) = / " (8)]| dt
Calcule la longitud de arco de:

(a) la hélice definida por o : [0,47] — R3, o (t) = (cos 2t, sen2t, 5t).
(b) la curva r: [0,10] — R?, o (¢) = (¢°, 24¢).

L Demuestre que la trayectoria r (t) = (cost, sent) es una linea de flujo para el campo vec-
torial F' (z,y) = (—y,x). ;Hay mds lineas de flujo?

. Calcule las lineas de campo de la funcién vectorial F'(x,y) = (x, —y) y determine la que pasa

por el punto (1,2). Interprete el resultado graficame

ln(x2+1)

oy yg:]R3—>R,

Calcule el gradiente de las funciones f : A € R? — R, f(z,y) =
9(z,y,2) = zy. cos (yz).

. Sea f(x,y) = % + 92, Determine la ecuacién de la curva de nivel que pasa por el punto (2,1) y

calcule el gradiente Vf (2,1). Interprete geométricamente.

. Para cada una de las siguientes funciones, encuentre la derivada direccional en el punto xg, en

la direccién del vector u.
(a) f(@y) =% =y u=(Z F) %0 = (1,1).
<b> f(xvyvz) =ITYyz, a :(17 17 1)7 X0 = (1707 1)

El punto (1,—1) estd sobre la superficie z = —10,/|zy|. Partiendo del punto dado, jen qué
direccién u debe uno moverse en cada caso?



11.

12.

13.

14.

15.

(a) para subir mds rapidamente,
(b) para permanecer en el mismo nivel,

(¢) para subir con pendiente 1.

Si la distribucién de temperatura en cada punto (z,y, z) de la esfera sélida de radio 3 centrada
en el origen es dada por T'(z,y, z) = yz + zx + xy, encuentre la direccién en la cual T' crece més
réapidamente en (1,2,2) y en (3,2,1).

Considerando el Teorema de la funcién inversa: Sea A C R" un abierto y sea F': A — R"
una funcién C;. Sea x¢ = (a1,...,a,) vy Yo = (b1, ..., b,) tal que yo = F (x¢). Si

O (f1ss fn) %(Xo) %(XO)
y ey Ty %(X) %(X)
81’1 0 6CBn 0

entonces

i) existen conjuntos abiertos U y V en R" tal que xg € U y yo € V donde F : U — V  es uno
a uno sobre U, F(U) =V

ii) si G es lainversa de F, G : V — U tal que G (F (x)) = x, x € U entonces G es C! .
Analice cada uno de los incisos siguientes:

(a) Sea (z,y) = F (r,0) = (rcosf,rsend), jes posible escribir 7 y 6 en términos de x,y para
r =07 jcerca de qué puntos (r,6) podemos realizarlo ?

(b) Considerando la funcién (z,y,2) = F (p, o, 8) = (pcosa senf, p sena senf3, pcos ), jcerca
de qué puntos (p, o, ) podemos resolver para escribir p,« y [ en términos de x,y, 27

Divergencia. Calcule la divergencia de la funcién vectorial F (z,y,2) = (32a%y—2%)i+
(2%y? + y*2) j+ (22° — y2*) k en el punto (—2,3,2).

Rotor. Halle el rotor de los siguientes campos vectoriales.

(a) F (z,y,2) = (senz —y)i+ (2% + 2) j+ 2°k
—

(b) F (x,y,2) = (:B2 - lny) i+ 2yzj+ 2’k en el punto (—1,1,0).
Una ecuacién para una funcioén f (x,y) desconocida que relaciona derivadas parciales con respecto
a al menos dos variables diferentes se llama Ecuacién diferencial parcial. Si sélo aparecen

derivadas con respecto a una variable se llama Ecuacién diferencial ordinaria. Una funcién
g (x) es solucién de la ecuacion diferencial si verifica dicha ecuacion.

Considerando la Ecuacién de Laplace

#f () | ) (a.y)

Ox2 Oy? =0

y la Ecuacién de ondas
*f (z,y)  9*f(z,y)
Ox2 Oy?
Decide en cada caso si las siguientes funciones son solucién de la Ecuacién de Laplace, de la
FEcuacién de ondas o de ninguna de las dos.

a) f(z,y) = 22° - 2y° c) f(z,y) = sen (5z) sen (5y)
b) f(w,y) =at =62y 4yt d) f(@y) =In (Vo 47)

=0




Ejercicios adicionales
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1. Sea f(x,y) = yaef%y para z > 0 e y > 0. Halle el valor de la constante « tal que f(z,y)

satisfaga la ecuacion
of 1 /0 ,0f
P e 0
oy a2 (83::8 or )’ =Y >

2. (Final febrero 2017) Homero Simpson se durmi6 sobre el panel de control de la estacién nuclear de
Springfield y como resultado de ello, la planta emané radiacién. Suponiendo que la intensidad
de radiacién estd dada por la funcién f(z,y) = 2z + 2%y + y?, donde = e y son medidas en
kilémetros.

(a) Suponiendo que estés localizado en (1,1). En qué direccién debes moverte para que decrezca
la intensidad de radiacién tanto como sea posible?

(b) Suponiendo que parte de la posicién (1, 1) en la direccién del vector (1,2) con una velocidad
de 10km/h ;Cuadl es la razén de cambio de la intensidad de radiacién en funcién del tiempo?

(c) Utilice la aproximacién lineal para estimar el nivel de radiacién de un vecino localizado en
(1.1,1.2)

3. Encuentre la aproximacién lineal L (z,y) de la funcién f (z,y) = /10 — 22 —5y2 en (2,1) y
estime f(1.95,1.04).

4. Si sabemos que la linealizacién de la funcién f (z,y) = \/y + cos?z en el punto (zg,yo) es
L(z,y) = 1+ 1y. Encuentre (20, o)

5. Sean las siguientes ecuaciones diferenciales

2 2
(a) La Ecuacién de onda 9 gg,m) =2 gy(:g’x) rige el movimiento de la luz o del sonido, verifique

que la funcién f (t,x) = sen (x —t) + sen (x + t) satisface la ecuacion.
8fg;’x) — 32552’36) describe la dif;lsién del calor o la propagacién de
una epidemia, verifique que la funcién f (¢, z) = ﬁe_l’ /4

92 92
Ja‘(zﬂg,y) + g(u’g,y)

(b) La Ecuacién del calor

satisface la ecuacion.

(¢) La Ecuacién de Laplace = 0 determina la forma de una membrana,

verifique que la funcién f (t,z) = 23 — 3zy? satisface la ecuacién.
6. Escriba al Laplaciano en coordenadas polares y en coordenadas esféricas.
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