Calculo I1
8. Integrales Dobles y Triples.

La bibliografia que utilizaremos para este tema es:

e Principal: Capitulo 8 de las Notas de clase.
e Principal: Capitulo 5, 6, Marsden-Tromba , "Célculo vectorial", 5 ed. Perason Addison-Wesley.

e Complementario: Capitulo 15, G. Thomas, "Célculo. Varias variables." 1led. Pearson Educa-
cién.

1 Integrales dobles.

1. Resuelva las siguientes integrales iteradas.
3 1 1 2 2
(a) [5 [-, (3z%y + 2x) dxdy M [ 5 7963”1622“ 3y2dy dx
2. Para cada una de las integrales dobles:

(a) dibuje la regién de integracion,

(b) escriba los limites de integracién | [, f (x,y) dzdy y calcule su valor
(c) invierta el orden de integracién y calcule su valor

i. [[p(z*+3zy) dA, D= {(z,y) eR*:2? <y <4z +5}

i. [[pydA, D= {(m,y) eER?:22+(y—1)2<1A 2—x§y}
iii. [[ye"¥dA, D={(z,y) eR?:y<z <y  A1<y<2}

v [ fp ke dA D = [0,1] % [0,1]

v. [ [E5dA, D =04 x [1,1], >0

—

3. Evalue la integral
[
————dydx
0 Jvz vV +y?
4. Para cada una de las siguientes funciones f (x,y) definida sobre el cuadrado D = [0,1] x [0, 1],
se pide determinar el conjunto
C ={(z,y) € D: f no es continua en (z,y)}
y calcular la integral [ [, f (2, y) dA.

2 +y? 2?4y <1

l—(z4+y) =z+y<l B
) = 0 en otro caso

f@y) = { 0 en otro caso

5. Dibuje la regién de integracion, estudie la existencia de la integral y calcule su valor en cada uno
de los siguientes casos. Piense una estrategia para resolver estas integrales de la manera més
sencilla posible.

(a) [ Jpxcos(xz+y)drdy donde D es el triagngulo de vértices (0,0), (,0), (7).
(b) [ [pe"t¥ donde D = {(z,y) € R?: ||(z,y)[|; < 1}.
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(c) f f D z2y%dxdy siendo D la porcién acotada del primer cuadrante situada entre las dos
hipérbolas xy =1 y xy = 2 y las lineas rectas y =z e y = 4x.

@ [ Jp(x —y)? .sen (z +y) dedy donde D es el paralelogramo de vértices (m,0), (2,7),
(m,m) y (27, 27).

(e) ffD(x+y)2 dz dy, D:{(:c,y)eRQ:x2+y2§1}

&) [ Jplog (1‘2 + y2) dx dy, donde D es la region en el primer cuadrante comprendida entre
las circunferencias 2 + y? = a? y 22 + y?> = a?, con 0 < a < b.

6. Graficar las siguientes regiones y calcular sus dreas por doble integracién.
(a) D={(z,y) eR?: 2? <y <z +2}
(b) D={(z,y) eR*: 22 +y> <9 A9 —2? <6y}

xT

7. (Para final) Es sabido, aunque dificil de demostrar, que una primitiva de la funcién e~ * 1o puede

expresarse en términos de las funciones elementales usuales. Esto dificulta el cédlculo f: e dx.
Sin embargo, el siguiente truco notable permite calcular de manera simple la integral impropia

+oo 2 R 2
I :/ e "dr = lim e Tdx

—00 R—oo J_p

(a) Observe que I? = fj;o fjoooo e~V dady.
(b) Calcule la integral de (a) como limite de integrales en circulos utilizando coordenadas
polares.

2 Integrales triples
1. Calcule las siguientes integrales triples.
(a) f02 fox fox+y 6e” (y + 22) dzdydz

(b) f12 Jo Jo 5 xz%fyz dy dz dz

2. Encuentre el volumen bajo el grifico de f (x,y) = |z + y| sobre el disco de centro en (0,0) y
radio 1.

3. Grafique los siguientes sélidos y calcule su volumen.

(a) D es la regién limitada por los planos coordenados y el plano 7 que contiene al punto
(0,0,1) y es generado por los vectores (1,0,2) y (3,2,0).
(b) D es el interior del elipsoide x2 + 432 + 922 = 1.
() D={(z,y,2) eER3: 2?2+ <1 Az+2<2A0< 2}
(d) D={(z,y,2) eR3: 22 +y> < 2 <8—2a? —y?}
e) D es el interior de la esfera de centro en (0,0,0) y radio R.
)

f) El volumen comiin de la esfera 22 + y? + 22 = 44? y el cilindro 22 + % = a2

(
(



3 Aplicaciones

1. La temperatura en los puntos del cubo @ = [—1,1] x [—1, 1] X [-1, 1] es proporcional al cuadrado
de la distancia al origen.

(a) ;Cuadl es la temperatura media? sabiendo que el valor medio estd definido por

SISy T y,2) dV
Tl = ?fbmf

(b) (En qué puntos del cubo es la temperatura igual a la temperatura media?

2. (Tercer parcial 2019) Sea una ldmina ubicada sobre el plano XY dada por D = A — B, donde

A = {(as,y)€R2:7$2+1§y§57$,0§33§3}
B = {(z.y) eR*:||(z,9) — (2] <7}

Teniendo en cuenta que la ldmina tiene una densidad de masa ¢ (x,y) = = + 1, calcule

://6mwmw

D

(b) Sir =1/2, calcule el centro de masa o de gravedad de D : (Z,7)
! // 6 (2, ) dud

m (D) x.0 (z,y) dedy
1

m(D //yéwydwdy

(c¢) ¢Cémo varia el centro de masa, de acuerdo a dénde se ubica el "agujero" con centro en
(2,1) y radio 7. (Ayuda: analice casos extremos) Interprete el resultado obtenido.

(a) Sir=1/2, la masa total de D
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