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Temario:

* Raices de funciones

» Método de la Biseccion

* Método de Regula Falsi
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Raices (SOI“CioneS) de funciones EXACTAS Y NATURALES

5

' -
X, = —;—+\/ AST: 0,61803398874989484820458683436564
;— — \/ 1 =—1,6180339887498948482045868343656

f(x)=x"2+x-1

X,y x, son las “raices” o “ceros” de |a ecuacion

cuadratica. Es decir son los valores de x que
hacen cero a la funcién.

05

(x)

Para encontrar los ceros se puede:
* Graficar la funcién

» Hacer “pruebay error”

e Usar métodos numeéricos
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Raices (SOI“CioneS) de funciones EXACTAS Y NATURALES

Algunos conceptos previos

v :%(1 —eteimt) Funcién explicita (se puede despejar la incognita “v”)
f (c):gc—m(l— e My Funcidn implicita (no se puede despejar “c”)

foX"+f_ X" +f, x+f,=0 Funcionalgebraica (los polinomios son funciones algebraicas)

Funciones trascendentes: trigonométricas, exponenciales, logaritmicas.
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Raices (SOI“CioneS) de funciones EXACTAS Y NATURALES

Las raices pueden ser nUmeros reales o complejos.

En general, las raices complejas son de interés en los polinomios. Por lo tanto los métodos
numéricos estandar de busqueda de raices se dividen en dos é&reas:

 Ladeterminacion de las raices reales de funciones algebraicas y trascendentes.

* Ladeterminacion de todas las raices reales y complejas de polinomios.

Los métodos numéricos para raices de funciones se clasifican en cerrados y abiertos.

En los métodos cerrados se necesita conocer un entorno que contiene la raiz. Los métodos
cerrados que veremos son el método de “la biseccion”y el de “regula falsi”.

Los métodos abiertos no requieren conocer el entorno de la raizy son mas eficientes, sin
embargo no siempre funcionan. Los métodos que veremos son el método de “iteracion de

punto fijo”, el método de “Newton-Raphson”y el método de “la secante”.
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1) MétOdo de la biseCCién EXACTAS Y NATURALES

Se comienza con un intervalo cerrado de partida [a,b] en el que f(a) y f(b) tengan distinto signo. Por el teorema
del valorintermedio, la grafica de (x,f(x)) debera cruzar el eje x en un cero x=r dentro del intervalo [a,b].

El método de la biseccion consiste en ir reduciendo iterativamente el ancho del intervalo hasta que se obtenga
un determinado error. El proceso de subdivisidon consiste en tomar el punto medio del intervalo c=(a+h)/2 y
luego analizar las siguientes posibilidades:

 f(a)yf(c) tienen signos opuestos, entonces hay un cero dentro de [a,c]

» f(c)yf(b) tienen signos opuestos, entonces hay un cero dentro de [c,b]

De esta forma se redujo el intervalo original por la mitad, reduciendo el error a la mitad. Para continuar el
proceso, se renombra el intervalo [a,c] o [c,b] como [a,b] v se repite la subdivisidn. La sucesion de extremos
izquierdos es creciente, mientras que la sucesion de extremos derechos es decreciente.

Teorema de la convergencia del método de la biseccién:
SeafeCla,b]Af(a)f(b)<0.
Sea{c,} _,la sucesion de puntos medios generados por el método de la biseccion.

b—a

n+1

Entonces 3r€la,bllf(r)=0A|r—c |< paran=0,1,...



1) Metodo de la biseccion
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Intervalo inicial
[a,b]

\

Verdadero
b=c

> g:lb—al -t

e <tolerancia

Falso
c=(a+b)/2
f(c)

Verdadero
Fin

Falso
a=c




1) Metodo de la biseccion

f
‘(X> lteracion 1
f(b)>0
f@)<0™f(e)<0
4 %)
lteracion 3
a c b(b)>0>><
wcm
f(a)<0

AT teracion 2
f(b)>0
a__ b«
S o
f(a)<0
Af(X)
lteracion 4
a c #f(b)>0
fa<0,*b ™~
f(c)<0
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lteracion 1

o)
‘ AN

a C b

lteracion 2

‘O
a c b

lteracion 3

lteracion 4
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1) Método de la biseccion SRS
| | (a+b)
Ejemplo: f(x)=x*+x-1 =0 con una tolerancia de 0,001 c=
2
iteracion a b e f(a) f(b) c f(c)
0 1 1 -1 1 0,5 -0,25

2 0,5 1 0,5 -0,25 1 0,75 0,3125

3 0,5 0,75 0,25 -0,25 0,3125 0,625 0,0156
4 0,5 0,625 0,125 -0,25 0,0156  0,5625  -0,1211
5 0,5625 0,625 0,0625  -0,1211 0,0156 05938  -0,05371
6 0,5938 0,625 0,0312  -0,0537 0,0156  0,6094  -0,0193
7 0,6094 0,625 0,0156  -0,0193 0,0156  0,6172  -0,0019
8 0,6172 0,625 0,0078  -0,0019 0,0156  0,6211  0,0069

9 0,6172  0,6211  0,0039  -0,0019 0,0069  0,6192  0,0026
10 0,6172  0,6192 0,002 -0,0019 0,0026  0,6182  0,0004
11 0,6172  0,6182 0,001 -0,0019  0,0004  0,6177  -0,0007

Medida del error e=b—a
Solucion analitica X1=—0,5+\/ 1,25=0,61803
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1) Método de la biseccion SRS
| | (a+b)
Ejemplo: f(x)=x*+x-1 =0 con una tolerancia de 0,001 c=
2

iteracion a b e f(a) f(b) c f(c)

0 1 1 - + 05 -
2 0,5 1 0,5 - + 0,75 +
3 0,5 0,75 0,25 - + 0625 +
4 0,5 0,625 0,125 - + 055625 -
5 0,5625 0,625 0,0625 - + 05938 -
6 0,5938 0,625 0,0312 - +  0,6094 -
7 0,6094 0,625 0,0156 - + 06172 -
8 0,6172 0,625 0,0078 - + 06211 +
9 0,6172  0,6211  0,0039 - + 06192 +
10 0,6172  0,6192 0,002 - + 06182 +
11 0,6172  0,6182 0,001 - + 06177 -

Solucién analitica x1=—0,5+\/ 1,25=0,61803
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2) MétOdo de RegUIa FaISi EXACTAS Y NATURALES

Se mejora la velocidad de convergencia de la biseccion, utilizando la recta secante que
une los extremos del intervalo para predecir la raiz. “Regula Falsi” proviene del latin y
significa “posicion falsa” debido a que ¢ corresponde a la raiz de la recta, en vez de la
funcion. i

A
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2) MétOdo de RegUIa FaISi EXACTAS Y NATURALES

Ejemplo: f(x)=x*+x-1=0 con una tolerancia de 0,001 c=b f(b)(b—a)

f(b)—f(a)
M A I N

1 1 1 -0,25
2 0,5 1 0,5 -0,25 1 0,6 0,1 -0,04
3 0,6 1 0,4 -0,04 1 0,6154 0,0154 -0,0059
4 0,6154 1 0,3846 -0,0059 1 0,6176 0,0022 -0,0009
5 0,6176 1 0,3824 -0,0009 1 0,618 0,0003 -0,0001

Medida delerror  €elarivo —Ci—Ci_1

Solucién analitica Xx;=—0,5+1/1,25=0,61803
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Métodos abiertos

En los métodos cerrados, la raiz se encuentra encerrada dentro de un intervalo definido
por una cota inferior y una cota superior. La aplicacion reiterada del método siempre
resulta en una aproximacién mas cercana al verdadero valor de la raiz. Estos métodos se
denominan “convergentes” porque siempre se desplazan hacia el valor verdadero a
medida que el método progresa.

Por otro lado, los métodos abiertos se basan en férmulas que solamente requieren uno o
dos puntos iniciales que no necesitan encerrar a la raiz. Esta ventaja no es gratis ya que, a
veces, el método se aleja del valor verdadero de la raiz, es decir, “diverge”. Sin embargo,
cuando un método abierto converge, lo hace mas rapido que un método cerrado.
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

Definiciones:

1.Un punto fijo de una funcion g(x) es un numero real P tal que P = g(P).
Geomeétricamente los puntos fijos son los puntos de interseccion de la funcion y=g(x)
con la recta y=x.

2.Laiteracion p_.=g(p ) paran=0,1,... se llama iteracién de punto fijo.

Teoremas de existencia:
1) Sea g una funcion continuay {p,} _, esuna sucesion generada por iteracion de punto fijo.

Silim ,_p =P, entonces P es un punto fijo de g(x)

2] Silaimagen de y=g(x) verifica que y€[a,b]V x€[a,b]= gtiene un punto fijo en [a,b]

3) Si g'(x) esta definidaen (a,b)A|g'(x)|<1V x&(a,b)= gtiene un Unico punto fijo Pen [a, b]
Teoremas de convergencia:

4) Sean g, g' funciones €Cla, b],K una constante positiva ,pOE(a,b)

v g(x)€la,b]V¥ x€[a, b]. Entonces hay un punto fijo Pde g en [a, b].
Silg'(x)| <k <1V x€la,b]+P eseltnico punto fijodeg €[a,b]ap =g(P _,) converge a P

Silg'(x)|>1Ap,#P=>p. =g(P,_,) noconvergeaP
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

Aplicacién del método

1)Se reacomoda la ecuacién f(x)=0 de modo que quede de la forma x=g/(x)
Esta transformacion se puede realizar por despeje algebraico o simplemente
sumando la variable en ambos miembros.

Z)Se parte de un valor inicial x,

B)Se utiliza la férmula para predecir la nueva aproximacion de la raiz x_ =g(x,)

X —X

n+1 n

4)Elerrorse determina como e= 100 %

X

n
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

Valor inicial

Xy

\

> Xi+1=g(xi)

Verdadero
Fin

e <tolerancia -

Falso
Xi=Xi+1
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

Ejemplo: f(x)=x*+x-1 =0 con una tolerancia de 0,001

1 0 1 #DIV/O!
2 1 0 1
3 0 1 #DIV/O!
4 1 0 1
) 0 1 #DIV/O!

Medida del error E=

Solucién analftica  x,=—0,5++1,25=0,61803
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

;i:Qué pasd??? Explotd!
;Hubo un error en el programa? jesta mal el valor inicial?

Revisemos los teoremas de convergencia...
Sean g, g' funciones €Cla,b], K una constante positiva , p,€(a, b)
y g(x)€la,b]V x€la, b]. Entonces hay un punto fijo P de g en [a,b].

Silg'(x)|<k<1V x€la,b]»P eseltnico punto fijodeg €la,b]ap =g(P,_,) convergea P
Silg'(x)|>1Apy#P>p,=g(P._,) noconvergeaP

x)==2x2|g'(x)|=|-2x|<1+-0,5<x<0,5 Elintervalo de convergencia excluye a la raiz



3) Método de iteracion de punto fijo

—f=x

—g=1-x"

—dgdx

1
0 0.5 1 1.5 2
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

I I I I I I
\/eamos [a e\/oluc|én 1.5 _ ................... ................... ................... ........
del proceso en forma j j j '
grafica | Asiigna g(x,) ax, /
; , : : =
| I T N T fvaldagh) b 1=

Evalla g(xo) : — g=(1x"2)

Asi?gna g(x,) aéx2

05 | PP TP -

1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

Ejemplo: f(x)=x*+4x-1 = 0 con una tolerancia de 0,001

1 0,25 #DIV/0!
2 0,25 0,2344 0,0625
3 0,2344 0,2363 0,0080729167
4 0,2363 0,23604 0,0009422568
5 0,23604 0,23607 0,0001113646
1—xi
X n+1 — g ( X n ) — 4

Solucion analitica x1:—2+\/g:O,236068
El intervalo de convergencia
<1->-2<x<2

1 1
g'(X)Z—Z—X—)lg'(X)lz‘—EX incluye a laraiz



3) Método de iteracion de punto fijo
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2 T T T
LB oo il
1 ..................................................................................................... ]
—_— —f=x
X g e J O S U USSR U P OOt SUP TP PP PP UTUPPUPRRPON Hl— ge(1-xr2)/4
= raiz A
U ---------------------------------------------------------------------------------------------------- —
__________________________________________________________________________________________ verge  diverge
-0.5 -
-1
0.5 1 1.5 2
X
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3) Método de iteracion de punto fijo BRI AT

0.25 [

0.2

0.15 —

—g=(1-x"2)/4

0.1

0.05
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4) Método de Newton-Raphson SRR R ORALS

Teorema de Newton-Raphson
Sea f unafuncién €C*[a,b]A3 un nimero p€la,b]/f(p)=0
Sif '(p)#0->38>0/{p,},_, definida por el proceso iterativo

f(p, )
P.=9(p,_)=pP, 7 para k=1,2,...
k k=1 k-1 f (/Ok_1>
converge a p cualquiera que sea la aproximacion inicial p,€[p—95, p+9]
f(x)

La funcién g(x)= X— oy e llama funcidn de iteracién de Newton-Raphson

Derivacién de la funcién de Newton-Raphson

La linealizacion de la funcién f(x) por series de Taylorresulta f(x,,, )~ (x,)+f'(x,)(x.,,—x,)
N y , )

Si consideramos el cero de la funcion 0~f (x.)+f (x,.)(xl.ﬂ—xl.)-)xl.ﬂ—x,—ff— (x)

Error de la aproximacién de Newton-Raphson

La expansion completa de la funcién f(x) por series de Taylor, evaluada en laraiz x, resulta

=01 () ), ) D

_f”(Xr) Ez
2f'(x )

r

Restando la linealizaciény considerando E.,,=x

—X.,, Seobtiene Ej+1=

r
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4) Método de Newton-Raphson SRR R ORALS

Valor inicial

Xy

\

- Xi+1=g(xi)

Verdadero
Fin

e <tolerancia >

Falso
X=X

i i+1
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4) Método de Newton-Raphson SRR R ORALS

Ejemplo: f(x)=x*+x-1 =0 con una tolerancia de 0,001

1 #DIV/O!
2 1 1 3 0,6667 0,3333
3 0,6667 0,1111 2,333 0,6190 0,0714
4 0,6190 0,0023 2,2381 0,61803 0,0016
5 0,61803 1,0265E-06 2,2361 0,61803 7,4279E-07
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4) Método de Newton-Raphson AT Y ATRALS

Ejemplo: f(x)=e*=0 con una tolerancia de 0,001

iteracion X, f f! X.\s e

1 1 0,3679 -0,3679 2 1

2 2 0,1353 -0,1353 3 0,5

3 3 0,0498 -0,0498 4  0,3333333333

4 4 0,0183 -0,0183 5 0,25

5 5 0,0067 -0,0067 6 0,2

100 1,00E+02 3,72E-44 -3,72E-44 101 0,01

500 5,00E+02 7,12E-218 -7,12E-218 501 0,002

7,45E+02 1E-323 -1E-323 0,0013422819

Explota por aritmética de punto flotante. Ademas la convergencia es lenta debido a que

fyf'son muy parecidas
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4) Método de Newton-Raphson AT Y ATRALS

Ejemplo: f(x)=atan(x)=0 con una tolerancia de 0,001

iteracion  x f f Xy e
1 1,4500 0,9670 0,3223 -1,5503 2,0691
2 -1,6503  -0,9979  0,2938 1,8459 -2,1907
3 1,8459 1,0743  0,2269 -2,8891 2,5651
4 -2,8891  -1,2376  0,1070 8,6784 -4,0038
5 8,6784 1,4561 0,0131 -102,4426 12,8042
6 -102,4426  -1,5610 0,0001 16281,3694 -159,9317
7 16281,3694 1,5707  0,0000 -416358823,9128 25573,7153
8 -416358823,9128  -1,5708 0,0000 272304878428811000,0000  -654014910,2309

Oscila alrededor de la solucion y luego explota
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4) Método de Newton-Raphson SRR R ORALS

Ejemplo: f(x)=atan(x)=0 con una tolerancia de 0,001

1 0,5000 0,4636 0,8000  -0,0796 1,1591
2 -0,0/96  -0,0794 0,9937 0,0003  -1,0042
3 0,0003 0,0003 1,0000 0,0000 1,0000
4 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0

Si el punto inicial es préximo a la raiz, converge

Conclusion, el método de Newton-Raphson es mas rapido pero es mas inestable,

dependiendo del valorinicial que se utilice y de las propiedades de la funcién.
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5) Método de la secante AT

Un inconveniente adicional del método de Newton-Raphson es la evaluacion de la
derivada. A veces la funcion es muy compleja para su evaluacion. Una solucion es
aproximar la derivada de la funcién con una “diferencia finita hacia atras”.

La formula de iteracion resultante es:

(Xi_xi—l)
Xi)_f(xi—l))

Para iniciar el método se requiere proponer dos puntos x, y x,.

Xi+1:Xi_f(Xi)(f(
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5) Método de la secante AT

Ejemplo: f(x)=x*+x-1 =0 con una tolerancia de 0,001

0,0000 -1,0000
1 1,0000 1,0000 0,5000 0,5000
2 0,5000 -0,2500 0,6000 0,2000
3 0,6000 -0,0400 0,6190 0,0317
4 0,6190 0,0023 0,6180 0,0017
5 0,6180 0,0000 0,6180 0,0000



