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Temario:

 Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)
 Unicidad de solucion y nimero de condicion
» Métodos directos vs Iterativos

 Eliminacion de Gauss

* Descomposicion LU, Doolittle, Choleski

* Inversion de Matrices

e Método iterativo de Gauss-Seidel
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FACULTAD DE CIENCIAS

Sistemas de ecuaciones lineales (SEL) SACTAS YO NATORALSS

En general, la mayoria de los meétodos numéricos produce un
sistema de ecuaciones simultaneas.

Los sistemas que resultan de la representacion de problemas reales
suelen ser de gran tamano y consumen una gran cantidad de
recursos computacionales.

Es por esta razon que la resolucién de estos sistemas es quizas el
tema mas importante del calculo numérico.

En esta unidad nos concentraremos en la resolucion de n
ecuaciones algebraicas y lineales con n incognitas.
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Sistemas de ecuaciones lineales (SEL) SAGH VRS

Los sistemas de ecuaciones tienen la forma de:
ALX AL X+ +A X =D,

AZl X1+A22X2+...+A2an:b2

Aan1+An2X2+...+Amxn:bn

En notacidén matricial:

Au Ao A /Xl\ (bl Donde b es el vector de

Ap An e Al x |2 b, >A-x=b entrada del sistema y x es el
E : : vector de respuesta

Anl AnZ : Ann Xn bn

I
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FACULTAD DE CIENCIAS

Unicidad de la solucion PGS VAL

Teorema:

Sea A una matriz de coeficientes cuadrada. La matriz se dice “invertible”
0 “nosingular” si se cumplen las siguientes seis condiciones.

1) La inversa de A existe

2) No existe un vector no nulo x tal que Ax=0

4) Las filas de A son linealmente independientes

)
)
3) Las columnas de A son linealmente independientes
)
5) El determinante de A es no nulo

)

6) Dado un vector b, existe un Unico vecto x tal que Ax=Db



= FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS

Unicidad de la solucion PGS VAL

Si A es invertible, la solucion se puede obtener premultiplicando
ambos lados de la ecuacion por la inversa de A.

AAXx=A""b

Ix=A""b
Esta solucion resuelve el problema, en teoria, sin embargo el
meétodo de solucion (calcular la inversa de Ay multiplicarla por b) es
usualmente una mala idea. Es mas eficiente resolver la ecuacién en
forma directa. Para problemas de gran tamano, el ahorro de espacio
y calculo se vuelve crucial y evitar el uso de invertir una matriz
resulta en ahorros espectaculares.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Numero de condicion de una matriz OUACTS Y NATURALES

Ya hemos establecido que si el determinante de la matriz de
coeficientes es no nulo, el sistema tiene solucion Unica.

;Qué sucede si el determinante da un numero muy pequefio,
cercano a 0?
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FACULTAD DE CIENCIAS

Nﬁmero de CondiCién de una matriz EXACTAS Y NATURALES

Para determinar que tan proxima esta la matriz a la singularidad, se
utiliza el nUmero de condicion.

Formalmente el nimero de condicion se define como:
—1
cond (A)=||Al[[|a~

Si el nimero es cercano a 1, la matriz esta bien condicionada vy si
crece hacia infinito significa que la matriz es singular.

Los resultados obtenidos a través de matrices mal condicionadas no
deben ser considerados, ya que los pequefos errores numericos que
aparecen por aritmética de punto flotante se amplifican en la
solucion.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Metodos directos vs iterativos ACHES Y NATIRALS

Existen dos clases de meétodos para resolver un SEL, los directos vy
los iterativos.

En los directos, se transforman las ecuaciones en otras
equivalentes, mas simples de resolver.

En los iterativos se inicia con una suposicion inicial de la solucion xy
se repite un proceso iterativo hasta alcanzar la convergencia. Estos
métodos son menos eficientes pero son mas efectivos si los
problemas son de gran tamano.
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Metodos directos PSS Y NAALS

Las transformaciones se realizan mediante tres “operaciones
elementales” que no alteran la solucion pero si al determinante de la
matriz.

1)Intercambiar dos ecuaciones (cambia el signo del determinante)

2)Multiplicar una fila por una constante no nula (multiplica el
determinante por la misma constante)

3)Multiplicar una fila por una constante no nulay restarla de otra fila
(no altera el determinante)
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FACULTAD DE CIENCIAS

M at rices tria ngu la res EXACTAS Y NATURALES

Matriz triangular superior U (upper):

Ull Ul2 Ul3
U=lo U, U,
0 0 U,

Matriz triangular inferior L (lower):

[, 0 O
L=|L, L, O©
-LBl L32 L33-
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FACULTAD DE CIENCIAS

M at rices tria ngu la res EXACTAS Y NATURALES

Las matrices triangulares son fundamentales en algebra lineal porque
simplifican los calculos.

L X=C

/Cl\ Lll Xl Cl

'\
'\
)
S
|l
.y

21 22 . 2 2 > L21X1+L22X2:C2

L31 L32 L \X3/ \C3/ L31X1+L32X2+L33X3 C3

Si se comienza por la primer ecuacidon se pueden ir resolviendo
“progresivamente” todas las ecuaciones, de a una por vez. Este esquema se
lama sustitucidon hacia adelante o progresiva. De igual manera se puede
resolver un sistema Ux=c de forma regresiva, atribuyendose el nombre de
sustitucion regresiva o hacia atras a esta practica.
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Eliminacion de Gauss PGS VAL

El método de eliminacion de Gauss, es el mas comun para la
resolucion de SEL.

Fl método consta de dos fases, la fase de eliminacién vy la fase de
resolucion.

En la fase de eliminacion se busca transformar el problema en uno
de l[aforma Ux=c

En la fase de resolucion se aplica la sustitucion regresiva.
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EXACTAS Y NATURALES

Eliminacion de Gauss

Fase de eliminacidon

Se utiliza la tercer operacion elemental. La ecuacion que es
eliminada se denomina ecuacion de pivote. Se busca ir
transformando la matriz A en una matriz triangular superior U.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Eliminacion de Gauss PGS VAL

Fjemplo:

Adx —2x,+x,=11
—2X,+4x,—2x,=—16

X, —2x,+4x, =17
1)Se elige la ecuacion 1 como pivote.

2)Se multiplica el pivote por (-1/2) y se resta de la ecuacion 2
para eliminarx, .

3)Se multiplica el pivote por (1/4) y se resta de la ecuacion 3 para
eliminar x;.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Eliminacion de Gauss PGS VAL

Fjemplo:

dx, =2x,+x,=11 4x,—2x,+x,=11
(4—4)x,+(4—1)x,+(—2+1/2) x,=(—16+11/2) * 3x,—15x,=—10,5
(1=1)x,+(=2+2/4) x,+(4—1/4)x,=(17—11/4) —1,5x,+3,75x,=14,25

1)Se elige la nueva ecuacion 2 como pivote.

2)Se multiplica el pivote por (-1/2) y se resta de la ecuacion 3
para eliminar x, .
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Eliminacion de Gauss PGS EAATRASS
Fjemplo:
Ax,=2x,+x,=11 Ax =2x,+x,=11
3x,—1,5x,=—10,5 >3x,—1,5x,=—10,5
(—1,5+1,5) x,+(3,75—0,75) x,=(14,25—5,25) 3x,=9
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EXACTAS Y NATURALES

Eliminacion de Gauss

Fase de solucidn

Se utiliza la sustitucion regresiva. Se empieza resolviendo la Ultima
ecuacion y se reemplaza el resultado en la anterior. El proceso se
repite hasta llegar a la primera ecuacion.

(4 5 1 'fxl\ [ X,=9/3=3
0 3 =15[|x|=[-10,5]|?3x,—-15(3)=—10.5"x,==2
00 3l |9 ] 4x-2(=2)+(3)=112x,=1
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Eliminacion de Gauss

Algoritmo

Generalizacion de la fase de eliminacion

Supongamos que se han transformado las primeras k lineas. La linea
pivote es la k-ésima. El primer elemento no nulo es el A,,. La fila

debajo del pivote es la i-ésima. Se busca eliminar el elemento A,

A
El multiplicador para la fila i-ésima serd; A =—

Akk

La transformacion sera: A,-f(/\,y—x Akj)fb/(_(bi_}\'bk)
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Eliminacion de Gauss

Algoritmo

Generalizacion de la fase de solucion

Supongamos que se han resuelto las Ultimas k-1 lineas. La linea a
resolver es la k-ésima.

l n
A Xk+Ak,k+1Xk+l+'"+A/an:bk_)Xk:A_(bk_ 2 Aijj)

kk j=k+1
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Eliminacion de Gauss PGS VAL

function [x] = gauss(A,b)
n = length(b);
#Fase de eliminacion
for k = 1:n-1 #k indica la columna
for i=k+1:n #i indica fila
if A(i,k) 1=0
lambda = A(i,k)/A(k,k); #Calcula constante de multiplicacion
A(i,k+1:n) = A(i,k+1:n) - lambda*A(k,k+1:n); #Resta pivote de matriz A
b(i)=b(i) - lambda*b(k); #Resta pivote del vector b
endif
endfor
Endfor
# Fase de solucion regresiva
fork=n:-1:1
b(k) = (b(k) - A(k,k+1:n)*b(k+1:n))/A(k,k);
endfor
X =b;

endfunction
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Eliminacion de Gauss PGS VAL

Pivoteo

Para que la eliminacion de Gauss funcione, es importante que haya
un orden 6ptimo de las filas.

Se busca que la matriz sea predominantemente diagonal. Es decir
que los mayores valores relativos de las constantes en cada fila
estén en la columna diagonal.

Si se encuentran valores relativos maximos alejados de la diagonal,
se cambia el orden de las filas.

Si hay ceros en la diagonal siempre conviene realizar el pivoteo.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Inve rSién de M atrices EXACTAS Y NATURALES

Inversién de matrices

Siempre que sea posible se debe evitar invertir una matriz debido al
alto costo computacional involucrado.

De ser necesaria, la forma mas economica de resolverla es mediante
la siguiente ecuacion:

AL AL, o ATX, X, s X 1 0 0
Ap Ay Al X Xy o X |01 0
Anl Anz Ann an an Xnn .O O l-

AX=I>(ATTA)X=(ATT)»X=A""
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FACULTAD DE CIENCIAS

DescomPOSiCién LU EXACTAS Y NATURALES

Toda matriz cuadrada se puede descomponer en el producto de
una matriz L por una matriz U de modo que A=L U

El proceso por el cual se determinan las matrices L y U se llama
descomposicién o factorizacién LU.

La descomposicion necesita algunas restricciones adicionales para
ser Unica. Estas restricciones producen métodos de descomposicion
LU distintos: el método de Doolittle, el de Crouty el de Choleski.
Una vez factorizada la matriz, la resolucion es sencilla.

A-x=(LU)-x=c= Definiendo el vector y como y=U-x
Reemplazando en la ecuacion original queda Ly=c

I
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FACULTAD DE CIENCIAS

DescomPOSiCién de DOOlittle EXACTAS Y NATURALES

Se considera que la matriz L tiene 1 en la diagonal.

_L31 32 l_ 0 0 U33
All Al2 AlB Ull UlZ Ul3
AZl AZZ A23 — Ull LZl UlZ L21+U22 Ul3 LZl +U23

A3l A32 A33 Ull L3l UlZ L31+U22 L32 U13L31+U23L32+U33
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FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

Descomposicion de Doolittle

Se aplica la eliminacion de Gauss en ambas matrices.

An
A= A, —L A,
A31_L31A11
A
7\‘2:L21:A
All
A
3
7\'3_L31_A_

AlZ
A,—L. A

217 12

A32 o L31 A12

A13
A,—L, A

217 13

A33 o L31 A13

Uss
U

23

U23 L32 + U33
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FACULTAD DE CIENCIAS

DescomPOSiCién de DOOlittle EXACTAS Y NATURALES

Se aplica la eliminacion de Gauss nuevamente.

All Alz Alg Ull U12 Ul3
A= 0 A22I A23I =0 U22 U23
_O A32’_L32A22’ A33’_L32A23’- -O 0 U33-
A )
— _ 32
7\%_L32_A /
22
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FACULTAD DE CIENCIAS

DescomPOSiCién de DOOlittle EXACTAS Y NATURALES

Se guardan las constantes de multiplicacién en los ceros de la
matriz.

Ull Ul2 UlB
A“ = LZl U22 U23
L3l L32 U33
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FACULTAD DE CIENCIAS

Eliminacion de Gauss PGS VAL

function A=LUdec(A)

n=size(A,1);

fork=1:n-1
fori=k+1:n
if A(i,k) "=0.0

lambda = A(i,k)/A(k,k);
A(i,k+1:n) = A(i,k+1:n) - lambda*A(k,k+1:n);
A(i,k) = lambda;
endif
endfor
endfor

endfunction
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Eliminacion de Gauss SIS
Fjemplo:

4x —2x,+x,=11 (4 5 1]
—2x,+4x,—2x,=—16 A=[-2 4 =2

X, =2X,+4x,=1T7 |1 -2 4]

4 =2 1 Un, U, Uss

A: _2 4 _2 — UllLZI U12L21+U22 U13L21+U23

- l _2 4 o -U11L3l U12L31+U22L32 U13L31+U23 L32+U33
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FACULTAD DE CIENCIAS

Eliminacion de Gauss PGS VAL

4 —2 1 U, U, Uys
A=|-2—L,(4) 4-L,(-2) —2-L,(1)|=]0 U, U,
1L, (4) —2-L(=2)  a-L(1)] 0 Uply Uply+Usy]
A
}\‘2:Lzl:i:_% | a2 1 ]
AT R I
3 31 A 4 kL ’ ’ o
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Descomposicion de Doolittle SUS
Fjemplo
4—2 1 Uy Up U
A'=|10 3 —1,5 =0 U22 U23
0-15-13,3 375-L,(=15)| lo o U,
A r -
h=L,= 32, :_1,5 4—=2 1
g : A'=lo0 3 —-15|=U
0 0O 3
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FACULTAD DE CIENCIAS

EXACTAS Y NATURALES

Descomposicion de Doolittle

Finalmente

U=A"=

1/4

—1/2
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FACULTAD DE CIENCIAS

DescomPOSiCién de ChOleSki EXACTAS Y NATURALES

Se considera que la matriz A es simétrica y definida positiva.

2
All Alz A13 Lll L11L21 L11L31
— 2 2
AZl Azz A23 o L11L21 L21+L22 L21L31+L22L32
2 2 2
A3l A32 A33 L11L31 L21L31+L22L32 L31+L32+L33

I
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FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

Descomposicion de Choleski

Como las matrices son simétricas, igualando las matrices elemento
a elemento y considerando solamente un lado de la diagonal, se
pueden calcular directamente los coeficientes de la matriz L.

2
All Lll
— 2 2
AZl Azz S Lll Lzl L21+L22
A3l A32 A33 Lll L31 L 21 L31 + Lzz L32 L:il +L232+L233
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FACULTAD DE CIENCIAS

Método iterativo de Gauss-Seidel PSS YREAS

Los métodos directos logran resolver el SEL en una cantidad finita
de pasos. En contraposicion, los métodos iterativos comienzan con
una solucion de partida e iteran hasta que se encuentra la
convergencia. Por lo tanto, son mas lentos que los métodos
directos. Sin embargo, poseen las siguientes ventajas:

* Al ser méetodos que van corrigiendo la solucion, pueden reducir los
errores asociados a la aritmética de punto flontante.

e Pueden almacenar solamente los valores no nulos de las matrices,
con lo cual permiten trabajar con SEL de mayor tamafo respecto
a los métodos directos.
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FACULTAD DE CIENCIAS

Método iterativo de Gauss-Seidel PSS YREAS

Sea el sistema:

AL AL A (Xl /bl
Azl A22 AZn 1% | = b2
Anl An2 Ann X” b”

En notacion escalar:

n n

Z A,.jxj:b,-éA,,Xﬁ Z A,jxj:b,-éx,— b.— Z AiX,

/=1 J=1j#i J=1)#i

Se comienza con un vector x de partida y se calcula uno nuevo.

El proceso se repite hasta que la diferencia entre X, .., X, S€a aceptable
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FACULTAD DE CIENCIAS

Método iterativo de Gauss-Seidel PSS YREAS

Mejora de la convergencia:

Se agrega un factor de relajacion ® que permite combinar la
solucion previa con la actualizada por la formula de iteracion.

X, = %(b— > AX)+(1 W)X,

J=1]#]
o = 1 indica que no hay relajacion.
o <1 indica sub relajacion

®>1 indica sobre relajacion
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FACULTAD DE CIENCIAS

Comandos en GNU Octave SO AR
cond(A) Numero de condicion de la matriz

x=A\b Solucion automatica de SEL

(L, U] =1lu (A) descomposicion LU

L =chol (A) descomposicion de Cholesky

The selection tree for how the linear equation is solved or a matrix inverse is formed is
given by:

1) If the matrix is upper or lower triangular sparse use a forward or backward substitution.
2) It the matrix is square, Hermitian with a real positive diagonal, attempt Cholesky
factorization.

3) It the Cholesky factorization failed or the matrix is not Hermitian with a real positive
diagonal, and the matrix is square, factorize using the LAPACK xGETRF function.

4) If the matrix is not square, or any of the previous solvers flags a singular or near singular
matrix, find a least squares solution



