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Temario

e Interpolaciony ajuste de funciones

* Interpolacion polinomial

* Interpolacion polinomial directa

* Interpolacion por polinomios de Lagrange

* Interpolacion por polinomios de Newton

* Interpolacion mediante splines clbicos

* Ajuste de funciones por minimos cuadrados
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InterPOlaCién y ajuSte de funciones EXACTAS Y NATURALES

Problema de interpolacion: Se busca un polinomio que pase por N puntos conocidos. Existen
varios métodos para determinar los coeficientes del polinomio “interpolante” El maximo
grado del polinomio es N-1. Si se usan muchos términos (>9), el polinomio produce
oscilaciones.

Problema de ajuste: Se busca una funcién que pase “cerca” de todos los puntos. Puede ser
cualquier funcién, e.g, regresion lineal, polinomial, exponencial, etc. Aunque no pase
exactamente por los puntos, el ajuste acota el error maximo global.

0,4
n f(x) = - 2,8E-02x + 2,1E-01
0,35 R2 = 5,1E-01
\ \ f(x) = 8,8E-03x"2 - 1,2E-01x + 4,0E-01
0.3 R? = 8,5E-01
025 \ f(x) = - 2,2E-03x"3 + 4,5E-02x"2 - 2,9E-01x + 5,9E-01
' Rz = 9,7E-01
0,2 f(x) = exp(-1x)
\ Rz=1
0,15 S
0,1
0,05 Sl expx) T =
0 == Polindmica (exp(-x))
0o ™ Polinbmica (exp(—x))
-0,05 Exponencial (exp(-x))
= | ineal (exp(-x))

-0,1
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InterPOlaCién pOlinomial directa EXACTAS Y NATURALES

Supongamos que conocemos N+1 puntos (X,,Yo), (Xy,Y1),- - - XYy de
cierta curva y=f(x) donde las abscisas se distribuyen dentro del
intervalo [a,b] de manera que a<x,<x,<...<x,<b

Vamos a construir un polinomio P(x) de grado N que pase por los
puntos. Cuando x,<x<x, el valor obtenido por P(x) se conoce como

valor interpolado, mientras que si x<x, 0 x>x, el valor se llama
extrapolado.

Para hallar los N+1 coeficientes del polinomio, se evalla el
polinomio en cada punto y se resuelve en forma simultanea el
sistema de ecuaciones lineales (SEL).

I
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InterPOlaCién pOlinomial directa EXACTAS Y NATURALES

Pn(x):AO+A1X+A2X2+...+AnX”=Zk a,x"
0

2 n__
AO+/4\1)<O+/4\2XO+...+Anxo—yO

2 n__
At A XA X+ HA X (=Y,

2 n__
AO+A1XH+A2Xn+'”+Aan_yn
Los coeficientes se encuentran

2 n
LoXe Xg oo X /AO /yo resolviendo el SEL como se vio en
2 n .
Loxg x| A |2y, S[X]-A=Y la unidad 3.
SR : La matriz resultante se I[lama

2 13 )
1 ox, X, o x|\ A] Yo Vandermonde” y suele ser muy
mal condicionada.
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Lagrange

En vez de utilizar la “base” {xox1,x2,... xN} para construir el polinomio,
se utilizan los polinomios de Lagrange.

PR A G A G [ G

k#i
o)=L L)=0 Li)=0 .. Lix)=0][a| [y]
0 1 0 O Al — V1 —)[|]A:Y—)A/:y/
0 0 0 1 Al Y,




Interpolacion por polinomios de
Lagrange
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Lagrange

P.0)=20 v L(X)=yo L (x)+y, L (x)+y,L(x)

Al agregar un punto se deben recalcular todos los polinomios...
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Interpolacion por polinomios de Newton ="

Para construir el polinomio se utilizan los polinomios de Newton que
se determinan de forma recursiva.

no(x)=1
>n,(x)=1(x—x,)

n, (x)=1(x—x,)(x—x,)

o (x)=1
n(x)=n_, (x)(x—x

i—1

P (x)=a,+a,(x—x,)+a,(x—x,)(x—x, )+a,(x—x,)(x—x,)(x=x,)+...

n

n,(x,)=1 n,(x,)=0 n,x,)=0 .. n(x,)=0

1 (Xl_Xo) 0 ... 0 A Yo

1 (Xz_Xo) (Xz_Xo)<X2_X1> 0 ) /L:\l — )?1 _)[L]'A:Y
A

R A RS PASA Y AR n] L
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Interpolacion por polinomios de Newton ="

El SEL se resuelve con sustitucion hacia adelante y los coeficientes
resultantes se conocen como las “diferencias divididas” de Newton

AO(X):YO
Y= Yo
Al(X): Xl_XO> :Ayl
1 0
J/2_)/o) _(yl_yo)
A (X): X2_XO) (Xl_XO) _Ay2_Ay1 Az
2 XZ_XI) (X2_X1) ’
A2 —A2
A3(X _ y3 y2 :A3 :
(x,—x,)
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Interpolacion por polinomios de Newton ="

Para calcular a mano es mejor tabular los resultados y sistematizar el
calculo de la siguiente forma:

Xo Yo
A
X1 y1 —»> Ay1
T S
X, Y, —: Ay, —» A,
X3 y3 4t Ay(g, 4: A2y3 A?,yg
X4 Yo F Ay, Ay, AY, ; A%,

P (x)=y +Ay, (x—x )J+A yi(x—x,)(x—x, )+...

A Y =) (=) (0= )+ A Y (= x ) (= x, ) (x—x, ) (x = x, ) +...
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Lagrange

3 4 X y Ay A2y
45 35 15 ] 3
3 4 +4-3)/(3-15)
~0.6667
45 3,5  +(3,5-3)/(4,5-1,5) +(0,1667-0,6667)/(4,5-3)
~0.1667 =-0,3333

P (x)=3+0,6667(x—1,5)—0,3333(x—1,5)(x—3)
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InterPOlaCién pOIinomial EXACTAS Y NATURALES

Una de las desventajas de las interpolaciones polinomiales vistas es que para
polinomios de 6rdenes altos (>4) se producen oscilaciones que por lo general
no son realistas. Este efecto se llama fenédmeno de Runge y muestra una falta de
convergencia a medida que N tiene a infinito.

0 0

1 0,0625 2

2 0,125

3 0,25 L5

4 0,5 .
5 1 1ﬁ ‘ e P10
6 0,5 05

7 0,25 &

8 0,125 ok

9 0,0625 0 2 3 4 5 6 /

10 0 05 N
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InterPOlaCién mediante splines Cﬁbicos EXACTAS Y NATURALES

Cuando se cuenta con muchos puntos, es mas efectivo interpolar de a trozos y unir
polinomios interpolantes de bajo grado para evitar oscilaciones.

Definicion:

Supongamos que tenemos N+1 puntos {(x,,y,)} cuyas abscisas estan ordenadas de manera
creciente, con a=x,<x,<..<x,=b. Se dice que una funcién S(x) es una “cercha” (“spline” en

inglés) clbica interpoladora para dichos datos si existen N polinomios clbicos S,(x), que
podemos escribir en funcién de unos coeficientes s,, Sy, Sy, Sgs COMO:

S, (x)=s, *s, (x=x,)+s, ,(x=x,) +s, (x=x,)" para x€[x,, x,, IAk=01,...,N-1
Y que cumplen las siguientes propiedades:

S(x )=y,

Sl X)) =S (X4)

Skl(xk+1):Sk+l,(Xk+l)

S (X)) =S 0 (X0)

I
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Interpolacion mediante splines cubicos

Se denota como k; a la derivada segunda en el “nudo i” (punto x,).

Por la definicién sabemos que los polinomios cubicos tienen derivada segunda lineal
y por lo tanto se pueden interpolar con polinomios de Lagrange entre dos puntos.

kix”‘Xﬁiy—kﬁlb“—Xﬂ

S”/<(/',/'+1)(X):k/' I/’<X)+k/+lli+l(x): N —x
I i+1

siendo:

X=X X=X,

(x)= c la(X)=
X —X X =X

i+1 i+1 /
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InterPOlaCién mediante splines Cﬁbicos EXACTAS Y NATURALES

Integrando dos veces...
k/’ (X o X/+1)3_k/+1(X_X/'>3

6(XV—UXH1)

+A(x—x,,,)+B(x—x))

[+1

Sk(i,/+l)(X):

Evaluando en x;
k/(X/'_X'+1)3

6(X/'_ X/'+l)
Entonces se puede despejar A

S ()
— X —X.
(X/-—X- ) 6 I I+1

Analogamente evaluando en x . se obtiene B

y/'+l _k/'+l .
(X,-_X~+l) 6 <X/' X/'+l)

/

+A(X'_X/+1)

/

Sk(/‘,/+1)(X/'):y/:

A=

B=
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InterPOlaCién mediante splines Cﬁbicos EXACTAS Y NATURALES

Sustituyendo las constantes se obtiene la expresion para la evaluacion del
polinomio interpolante

k|(x=x.,,)

i+ k/+ (X_Xi)3
Sl<(/',/'+l)()():6_ X —X l _(X_X/+l)(X/_X/+1)}_ : [ % _(X_X/>(X/_Xi+l)
1 i+1

y/'(X_X/+1)_y/'+1<X_X/)
X/'_X/'+1

.t

Para encontrar las k; se utiliza la continuidad de la derivada primera en cada nudo

X=X XX

k/_1<X/—l _X/')+2 ki(Xil_X/+1)+k/'+1(X/_X,-+1):6(y[l_yi _y[—yﬂl )

Ademas se impone que la curvatura inicial k, y final k,, sea cero. Esta restriccion
se denomina “condicién natural”
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InterPOlaCién mediante splines Cﬁbicos EXACTAS Y NATURALES

Ejemplo: usando interpolacion por splines naturales cubicos encontrar el
valor de la funcion dada por la tabla, en x=1,5. x 12 3 45
y 001010

kf1(X/l_X/)+2k/<X/1_Xf+1>+k/+1(X,_X,+1>=6(y/lyl _y/_y/#l )

Xii ™% AT X
O+4 k,+k,=—12
k +4k +k, =12 ->Resolviendo el SEL: k,=k,=—30/7,k,=36/7

/<3+4/<4+O:—12

El punto x=1,5 yace entre los puntos 1y 2, entonces se evalla S, (x=1,5)

k| (15=x,) k, [(1,5—x,) v (15=x)—y,(15—x,)
Sk(m)(l,S):6— Py —(1,5—x,)(x,—x,) o p— —(1,5—x,)(x,—x,) |+ Py

Kot k
5k<1,2>(1,5)=6—l —(15—x,) +(15 —Xz)]—6—2[—(1,5—Xl)3+(l,5—xl)]—yl(l,5 —x,)—y,(1,5—x,)=0,7679
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Aj“Ste por minimos Cuadrados EXACTAS Y NATURALES

Cuando se ajusta un conjunto de datos, se aproxima la funcién desconocida con otra que
puede ser una funcion algebraica, exponencial, logaritmica, etc.

Al realizar la aproximacién, la funcién aproximante no pasa necesariamente por los puntos.

El método es muy Util para identificar lineas de tendencia en nubes de puntos.

Sea f una funcién genérica con m parametros: f(x)=f(x;a,a,...,q,,)

El método busca el mejor ajuste de los parametros de la funcion respecto a los datos
Se observa la funcion del error cuadratico :

n

S(a,a,,...,a,)=2_[r,},donde r,=y,—f(x,) sedenomina residuo
=1

o , . 0S
Y se minimiza para cada parametro, es decir, a—:O,k:l,2,...,m
ak

En general se buscan ajustes con menos parametros (m) que cantidad de puntos
disponibles (n). Si m=n tendriamos una interpolacion.
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Aj“Ste por minimos Cuadrados EXACTAS Y NATURALES

Aplicacion 1:

Ajuste de una recta (Regresion lineal)
f(x)=a+bx

Z2y a—bx ) 2(—Zy+na+b2x)—
ab Z2y a—bx)( 2(—ny+aZX+bZX)—

Definiendo: x== ZX )/— Zy

=1 =1

se obtienen O+Xb=y,ax+(—z Xf)b:l—z X/_y/_)b:Z y,-( ;
n =1 ZX.

N i=1
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Aj“Ste por minimos Cuadrados EXACTAS Y NATURALES

Aplicacion 2:

Ajuste de funciones algebraicas

X)zﬁajfjm

(Gb ; Vi~ ia/fj /]
g% —2[2 V- Zajfj )}—oeé ;fj(X,)fk(X/)]o/:éy,fk(X,)

En notacion matr|C|al resulta Aa=b

donde: Akj:z fj(X/')fk(X/))bk:Z y/'fk<X)
i=1 i=1
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Ajuste por minimos cuadrados

Aplicacion 3:
Ajuste de polinomios

fx)=x""

n n
4= 00,23y

=1 =1
D LD D I PR I 0
ZX/ ZX? ZX? Zx;ﬂ-ﬂ . Ol — Zy/‘x,‘

S S St L e g | 2y
L




