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Limite



Limite de la Funcion identidad

Demostrar que lim x = x
X=X

Sea € > 0 dado. Se debe encontrar § > 0 tal que para toda x (por definicidn
de Limite):
0 < |x—xo| <6, entonces |f(x)—L|<e

pero ahora f(x) = x y L =y = x,, por lo tanto, se reemplaza y se obtiene:
|lx — x| < €

Esta implicacion se cumplirasi § < €. Esto prueba que: lim x = x,
X—Xg

y

xg+ €l

xté
X-——————- ;/ﬂ

X9 — &

X — €[




Limite de la Funcion constante

Demostrar que lim k =k
X=X

Sea € > 0 dado. Se debe encontrar § > 0 tal que para toda x (por definicion
de Limite):
0 <|x—xo| <d,entonces |f(x)—L|<e

pero ahora f(x) = k y L = k, por lo tanto, se reemplaza y se obtiene:
|k —kl<e=>€e>0=>6§>0

Como k — k = 0, se emplea cualquier numero positivo § y la implicacion se

cumplird. Esto prueba que xh_)n;}O k=k v

kK+ e

ke
k— €




Limite de una suma de funciones

El limite, para cierta tendencia, de la suma de dos funciones que tienen limite
es igual a la suma de los respectivos limites de cada funcion para la misma
tendencia. En simbolos:

Silim f(x) = Ly lim g(x) = G, entonces:
X—C X—C

lim[f(x) + g(x)] =L +G

Hipotesis: limf(x) =Ly limg(x) =G
X—C X—C

Tesis: lim[f(x) +g(x)]=L+G
X—C

Demostracion: de acuerdo con la definicion de limite, para los limites de la
hipotesis se debe cumplir que ¥V € > 0 (arbitrariamente pequeio y positivo) debe
existir un 6; y un §, (también arbitrariamente pequefos y positivos) que
dependan de ¢, tal que:

O<|x—c|<d = |f(x)—L|l<eg/2
0<|x—c|<d, = |gx)—-G|<e/2



Limite de una suma de funciones (Continuacion)

Llamando § al mas pequefio de los valores del par (8¢, §,) se tendra que:

0<[x—cl<éd=I[f(x) +g)]—I[L+G]l <I[f(x) - L]+ [g9(x) -Gl
= |f(X) - Ll T |g(X) B Gl It)r?:;il:f:::adde valor
< £ + £ absoluto
2 2

<¢€

El resultado indica que a medida que la variable x toma valores suficientemente
cercanos a “c”, se pueden obtener valores de [f(x) + g(x)] cada vez mas cercanos
a(L+aG).

Por lo tanto, se verifica la tesis propuesta.



Limites Notables



. sené@
[im—— =1 (0 en radianes)
-0 6

Se pretende demostrar que tanto el limite por la derecha
como el limite por la izquierda son iguales a 1.

Para mostrar que el limite por derecha es 1, se inicia con
valores positivos de 8 menores que /2.

En la figura se observa el triangulo OAP, el area del sector
circular OAP vy el tridangulo OAT. Se plantea la siguiente relaciéon
tan ¢ de drea entre ellos:

Area de AOAP < area del sector OAP <area de AOAT

Estas areas pueden expresarse en términos de 8 como:

o .
0 0 ALO) . 1 1
~ . : Area de AOAP:E base * altura = E (1)(senB) = Esen@

Area del sector AOAP:% r‘0 = %(1)2 6 = g
Area de AOAT:% base * altura = %(1)(tan9) = %tan@

Reemplazando segun corresponde en |la desigualdad se tiene:

. 0<9<1t 6
5 Sen 5 <3tan



Dividiendo los términos de la desigualdad por%sen@:

6 1

1< <
sen@ cos@

Al tomar reciprocos las desigualdades se invierten:

sen 0
7]

1> > cos @

Se toma limite para 8 — O:
_ ~senf
lim cosf < lim—— <lim 1
6-0+ -0 @ -0
Por Teorema del Encaje resulta:
sen 6

i =1
eg(r)l+ 7]

. . 0 .,
Se debe recordar que sen 6 y 8 son funciones impares, por lo tanto f(8) = Se% es una funcién par,

con una grafica simétrica respecto al eje y. Esta simetria implica que el limite por la izquierda en O
existe y tiene el mismo valor que el limite por la derecha:
sen 6 sen 6

ell)r(r)l- 2] =1= elg(r)l+ 7]

y
Como el limite por izquierda es igual al limite por derecha se tiene que: 0

 sen 0 ! y= Sf:%@ (radianes)
lim =1
6-0 0 L] | ]

3 _dm~—~1r ™~—"21 37




CoS (h)-1

[im = 0 (h en radianes)

h—0

Empleando la formula del angulo medio:

h
cosh =1 — 2 sen? (§>

Reemplazando segun corresponde en la desigualdad se tiene:

2 sen? (%
o COS -1 _ >e\2
he0  h  he0  h
- tim - 20a)
h—0 (h/2)

Si%=9,yh—>0=8—>0, por lo que se tiene:

Y _senz(B)_ . sen(9)
B T R L T

=—(1(0) =0

sen 6



Continuidad de una
funcidon compuesta



CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA
Si g es continua en ¢ y f es continua en g(c), entonces la funcion
compuesta dada por (fog)(x) = f(g(x)) es continua en c.

fo8

Continua en ¢

f
Continua m
o enc " en g(c) o
¢ g(c) figle)

Demostracion:
Por definicion de continuidad: }Cingg(x) =g(c)y xlingc)f(x) = f(g(c))
— -g

Se aplica el Teorema de Limite de una funcion compuesta con L = g(c) se
obtiene:

lim f(g(0)) = £ (lim g () = £ (9(e))

De esta manera, (fog)(x) = f(g(x)) es continuaen c.



Reglas de Derivacion



Derivada de una funcion constante:

Si £ (x LTE = fx)=0

., ) X+Ax X c—C
Demostracion: lim I wACO
Ax—0 Ax Ax—0 Ax




Derivada de una funcién potencia:

Sif(x) =x" = d’;gf) = f'(x) = nx"1

Para toda x donde las potencias x™ y x™ ! estén definidas.

Demostracion: si n es un entero positivo mayor que 1, entonces el desarrollo del
binomio resulta:

o flx+ Ax) — f(x) o (x4 Ax)" —x"
lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

_ n—2
x™ +nx™1(Ax) + n(n Zl)x
= lim

Ax—0 Ax

(Ax)? + -+ (Ax)™ — x™

Elimino el primer y ultimo término por suma de opuestos, y simplificando los
términos restantes con el denominador, resulta:

n(n — 1)x" 2
= lim nx™ 1+ ( )
Ax—-0 2

(Ax)+ -+ Q)" =nx"1+0+--+0



REGLAS DE DERIVACION

Derivada de un miultiplo constante:

Si f(x) es una funciéon derivable de x y c una constante, entonces:

dlc.f(x))  df(x) ,
dx O dx =c S (x)

d(c.xm _
X)) — cnam1
dx

En particular,sin € R:

Demostracion:

d . of(x+ Ax) — cf (x)
ch () = A, Ax
fEa0—f) A @)

=c- li C.
Ax—0 Ax dx

df(x) _

d !/
S =c—F—=c fx)




REGLAS DE DERIVACION
Derivada de una suma/resta de funciones:

Si f y g son funciones derivables de x, entonces susuma f + g es
derivable en cada punto donde tanto f como g son derivables. En

tales puntos:

d(f+9) df
dx dx

—f(x)+g(x)

Demostracion:
f (x + Ax) + g(x + Ax)] = [f (x) + g(x)]

d
Ix f(x) + g(x)] =

Aalc—>0 Ax
3 [f(x +Ax) — fF()] + [g(x + Ax) — g(x)]
T A0 Ax
_ Jim flx+Ax) — f(x) + lim g(x + Ax) — g(x) df dg
= Axs0 Ax Ax0 Ax - dx dx

=f(x)+9'(x)



Derivada de un producto de funciones:

Si f y g son funciones derivables de x, entonces también lo es su
producto f - g v:

d(f.g) dg df ,
Tx f s T9 g, = =f(x)g'(x) + gx)f'(x)




Demostracion:

f (x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
Axao Ax

— (fg) =

Para cambiar esta fraccion en una equivalente que contenga los cocientes de diferencias para las
derivadas de f y g, en el numerador se suma y resta convenientemente f(x + Ax)g(x).

f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x) + f(x + Ax) g(x) — f(x + Ax) g (x)
Axao Ax

(fg) =

Se agrupan convenientemente el primer y cuarto término, y el segundo y tercer término:

[f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x + Ax) g ()] + [-f () g(x) + f(x + Ax) g (x)]

(fg) =

Axao Ax
d .. g(x + Ax) — g(x) fCx + Ax) — f(x)
T (fg) = Ali‘llo f(x + Ax) A + g(x) A
d . o glx+Ax)—gx) o fx+Ax) - f(x)
2z J9) = lim f(x + Ax) - lim, Ax + lim g(x) - im, Ax

Cuando Ax se aproxima a cero, f(x + Ax) — f(x), ya que f(x), al ser derivable en x, es continua en x.
Las dos fracciones tienden a los valores de df /dx en x y a dg/dx en x. Finalmente Alimog(x) = g(x).
X—

En sintesis,

dg df

(fg) = t9o- = =f(x)g' (x) + g(x)f'(x)



Derivada del cociente de funciones:

Si f y g son funciones derivables de x, y si g(x) # 0 entonces el
cociente f /g es derivable en x:

g

f dg
d (f) fdx g f' (x) - f(x)g'(x)

dx g2 g2(x)



Demostracion:

fx+A4x)  f(x)
A (L) 2 gy 46 FDD 9@, 900 St ) 7 /() g+ AD)
dx g B Ax—0 Ax - Ax—0 Ax - g(x + Ax) . g(x)

Para modificar la ultima fraccidon en una equivalente que contenga los cocientes de diferencias para
las derivadas de f y g, en el numerador se sumay resta f(x)g(x):

A (F_ o 96 fl+8x) = FG) - g+ Ax) + FG)g() — (g ()
dx\g) AX0 Ax - g(x + Ax) - g(x)

Agrupo términos convenientemente:

d(FY_ o 9 O+ 8 — F(0)9(x) = f(x) - e+ 8%) + ()9 ()
dx\g) Ax50 Ax - g(x + Ax) - g(x)

= lim Ax Ax

i (f g - [fx+8x) = fO)] _ fO) - [glx + Ax) — g(x)]
(5)= 2 T Ee

Si se toman los limites en el numerador y en el denominador, se obtendra la regla del cociente:

d d
da(r _gd_];_fd_}gc_g(x)f’(x)—f(x)g’(x)
dx\g) ¢ @)



Demostracion de la regla de la potencia (exponentes enteros negativos)

Si n es un entero negativo menor que 1, entonces existe un entero
positivo k tal que n = —k. Por tanto, usando la regla del cociente:

d d[1 k(0)—(1)(kxk—1
[x™] = — [x_"] = X (O MkxT ) Regla del cociente y de la potencia

dx ()’



: L, d
Derivada de la funcion seno: - (sen x) = cos x

Demostracion: derivada del sen x:

sen (x+Ax)—sen x

d .
- (sen x) = lim

Aplico identidad trigonométrica del seno de una suma:
Ax—0 Ax

sen x cosAx+cosx sen Ax—sen x

= i Extraigo factor comun —sen x entre primer y ultimo
Ax—0 Ax
término:
_ | cos xsen Ax—sen x (1—cos Ax)
Ax—0 Ax

. sen x 1-cosx ) ) o
= lim ’(COS x) — (Sen x) (—)] Aplico propiedades de limites (resta y constante
Ax—0 Ax Ax

por una funcion)

. Senx : 1—cos Ax
=cosx(llm )—senx(hm —)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= (cosx)(1) —sen x (0) Aplico limites trigonométricos especiales

= COosXx



: L, d
Derivada de la funcién coseno: - (cos x)

= —séenx

Demostracion: derivada del cos x:

cos (x+Ax)—cos x

e (cos ) = Jim, 52

CcOS X coSsAx—senx sen Ax—cos x

= lim
Ax—0 Ax

cos x (cos Ax—1)—sen x sen Ax

lim
Ax—-0 Ax

cos Ax—1 senx
- Jim, [(cos 22— sem ) (22

. cos Ax—1 ; sen x
=cosx(11m )—Senx(hm )
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= (cosx)(0) —sen x (1)

= —senx

Aplico identidad trigonométrica del

coseno de una suma:

Extraigo factor comun cos x entre el

primer y ultimo término:

Aplico propiedades de limites (resta 'y

producto):

Aplico limites trigonométricos especiales:




Regla de la Cadena



Si f(u) es derivable en el punto u = g(x), y g(x) es derivable en x, entonces la funcion
compuesta (fog)(x) = f(g(x)) es derivable en x y:

(fog)'(x) = f'(g(x)) - g'(x)
En notacion de Leibniz, siy = f(u) yu = g(x), entonces:

dy dy du
dx du dx

d ’
donde ﬁ se evallaenu = g(x).

Para realizar la demostracion se debe tener en cuenta lo siguiente:

y ¥ = fx) Cambioeny = f(x) cercade x = a:

Siy = f(x) es derivable en x = a, y x cambia de a

@+ dx fla+ dv) a a + Ax, el cambio Ay en f esta dado por:

Ay = fla + dx) — f(a)

Ay = f'(a)Ax +€ Ax

AL = f(a)dx En la que €- 0 cuando Ax —» 0

~

(a, fla))

Cuando dx es un cambio menor en x,
el cambio correspondiente en la
linealizacién es precisamente dy.

Recta
tangente

|
|
|
|
|
|
|
|
a+ dx

oD F—_——_——_————



Para la demostracion de la regla de la cadena, se debe demostrar que si f(u) es una funcion derivable de u y
u = g(x) es una funcidn derivable de x, entonces la composicion y = f(g(x)) es una funcién derivable de x.

Como una funcidn es derivable si y sélo si tiene derivada en cada punto de su dominio, se debe mostrar que
siempre que g sea derivable en x, y f sea derivable en g(x,), entonces la composicién es derivable en x, y la
derivada de la composicion satisface la ecuacion:

d
= =1(0G) - g (x0)

X=Xq

Sea Ax un incremento de x y sean Au y Ay los incrementos correspondientes en u = g(x) y en y. Al aplicar la
ecuacion

Ay = f'(a)Ax +€ Ax
Se tiene:
Au = g'(xg)Ax+€; Ax = (g’ (x9)+€1) Ax
Enla que €;— 0 cuando Ax — 0. De manera similar:
Ay = f'(ug)Au+€, Au =(f"(uy)+€,) Au

En la que €,— 0 cuando Au — 0. También se debe observar que Au = 0 cuando Ax — 0. Al combinar la
ecuacion para Au y Ay, se obtiene:

Ay = (f"(ug)+€2)(g' (xo)+€1)Ax
De modo que:
Ay ! ! !/ !/
Ax f'(up)g' (xo)+€5 g'(x0) + f'(up) €1 +€1€;
Como€;— 0y €,— 0 cuando Ax — 0, resulta:
dy - Ay ! ! / !/
- = lim —— = f'(ug)g'(x¢) = f (g(xo)) - g (Xo)

dx Ax—0 AXx
X=X



Teorema de Rolle



Teorema de Rolle

Suponga que y = f(x) es continua en todo punto del intervalo cerrado [a,b] y es
derivable en todo punto de su interior (a, b). Si f(a) = f(b), entonces existe al menos
un nimero c en (a, b) en el que f'(c) = 0.

y

A

fey=0

2
—
o

W
—
Il

o




Hipédtesis: f es continua en [a, b] EL TEOREMA DE ROLLE

f es derivable en (a, b)
f(a) =f(b)
Tesis: Existe c € (a,b)/f'(c) =0

Demostracién: al ser continua en [a, b], por teorema de los valores extremos,
f toma al menos un valor maximo M y un valor minimo m absolutos en [a, b].

Se presentan las siguientes situaciones:

1. Puntos interiores donde f' no esta definida: por hipodtesis, f tiene una
derivada en todo punto interior, lo que elimina esta posibilidad.

. Los puntos extremos del dominio de f: si tanto el maximo absoluto como el
minimo absoluto se alcanzan en los extremos, entonces, ya que por hipotesis
f(a) = f(b), se tiene que M = m y esto se cumple para el caso de que f sea
una funcion constante con f(x) = f(a) = f(b) para toda x € [a,b].Por lo
tanto, la tesis f'(x) = 0 se verifica para cualquier punto c interior al intervalo

(a,b). y

a



Demostracion (continuacion):

3. Puntos interiores donde f' = 0.

Si M #+ m, entonces uno de ellos, por lo menos es distinto de f(a) = f(b) . Por
lo tanto, f alcanza dicho extremo absoluto en un punto c interior al intervalo y
f(c) es al mismo tiempo, extremo relativo y absoluto. Como f es derivable por
hipdtesis en (a,b), resulta por la condicion necesaria para la existencia de
extremos relativo que f'(c) = 0 vy asi se verifica la tesis propuesta.




Las hipodtesis del Teorema de Rolle (continuidad y derivabilidad) deben
cumplirse para que sea valida su aplicacion.

y y
A A A
y = fix)
> X | | ] > X > X
a xog b
(a) Discontinuidad en un (b) Discontinuidad en un (c) Continua en |a, b], pero no

extremo del intervalo [a, b] punto interior de [a, b] diferenciable en un punto



Teorema de Cauchy



Teorema del valor medio de Cauchy

Suponga que las funciones f y g son continuas en [a, b] y derivables en todo

el intervalo (a, b), también suponga que g'(x) # 0 en (a, b). Entonces existe
un numero c en (a, b) en el que:

f'© _fb)-f@
g') gb)—g(a)




Teorema del valor medio de Cauchy
Hipotesis: fy g continuas en [a, b]

fy g derivables en (a, b)
Paratodox € (a,b): g'(x) # 0

f'(c) _ f()-f(a)
gr(c) g)—-g(a)

Tesis: Existe ¢ € (a,b) /

Demostracion: consideremos una funcion auxiliar h definida de la siguiente forma:
h(x) = [f(b) — f(a)] - g(x) — [g(b) — g(a)] - f(x) (i)
Se verifica que:

1) h es continua en [a, b] dado que es diferencia de dos funciones continuas en
la, b] (por hipdtesis f y g continuas en [a, b])

2) h es derivable en (a, b) por ser diferencia de dos funciones derivables en (a, b)
(por hipétesis f y g derivables en (a, b)

3) Reemplazando a x por a en (i) y luego a x por b en (i), se tiene:
h(a) = [f(b) — f(a)] - g(a) — [g(b) — g(a)] - f(a) (ii)
h(b) = [f(b) — f(a)] - g(b) — [g(b) — g(a)] - f(b) (iii)



Teorema del valor medio de Cauchy

Demostracion (continuacion):
Trabajando algebraicamente (ii) y (iii) se obtiene: h(a) = h(b)

De 1), 2) vy 3) la funcién h cumple la hipdtesis del Teorema de Rolle, por lo tanto
verifica su Tesis, es decir: Existe ¢ € (a,b)/h'(c) =0

Derivando h se tiene que:
W) =[f(b)—f@]-g'x)—[gb) —gla)]- f(x)

Haciendo x = c:

h'(c)=1[fb) —f(@)]-g'(c) —[gb) —gl@]- f'(c)=0

Luego, [f(b) — f(a)] - g'(c) =[g(b) —g(a)]- f'(c) (iv)

Como por hipétesis g'(¢) # 0, y ademas g(b) — g(a) # 0 puessi g(b) — g(a) =
0 seria g(b) = g(a) y g cumpliria el Teorema de Rolle y por lo tanto existiria ¢ €
(a,b)/g'(c) =0 , contra lo que afirma la hipdtesis. Por consiguiente, puede
escribirse (iv) como:

f'(©) _ fb)—-f(®)
g'(c) gl)-g(a)




Teorema del valor medio de Cauchy

Interpretacion geométrica del teorema de Cauchy

Para una curva general C en el plano que une a los dos puntos A = (g(a), f(a))y B = (g(b), f (b)),
la pendiente de la recta secante que une a los puntos A y B es paralela a la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto P de la misma. La pendiente de esa recta tangente resulta ser el
cociente f’/g’, evaluado en el nimero c en el intervalo (a, b). Puesto que la pendiente de la recta
secante que unea Ay B es:

f(b) = f(a)

g(b) —g(a)
La ecuacién en el teorema del valor medio de Cauchy dice que la pendiente de la recta tangente es
igual a la pendiente de la secante.

X
. [flo)
pendiente = 20
B
p (8(b), f(b))
pendiente = —f(b) rC)
~ 8(b) — ga)
Qéa),f(a))
0 ~



Teorema del Valor Medio
de Lagrange



Teorema del valor medio (Teorema de Lagrange)

Suponga que y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] y es derivable en todo
punto de su interior (a, b). Entonces existe al menos un punto c en (a, b) en el que:

) -f@
——— = f(©)

Tangente paralela a la cuerda

Bf/

:

Pendiente f'(c)

I
I .
I Pendiente fb) — fl@)
| | b
I I
| |
0 /< a C b > *



Teorema del valor medio de Lagrange
Demostracion
Hipotesis: f continua en [a, b]
f derivables en (a, b)

fb)—f(a)

Tesis: Existe ¢ € (a,b) / f'(c) = — —

Demostracion: si en el Teorema de Cauchy, g es la funcion identidad, entonces
g(a) =a; g(b) = b; g'(x) = 1en particular g’(c) = 1 para algin c € (a, b). Es
decir,

Existe ¢ € (a, b) / f'(c) = LRT@

b—a

Interpretacion geométrica

Dada una curva suave (no angulosa, con tangente no vertical en todo punto
comprendido entre los extremos de la mencionada curva) por lo menos existird un
punto de ella, distinto de sus extremos, en el que la tangente a |la curva es paralela
a la recta secante que pasa por sus extremos.



CONSECUENCIAS MATEMATICAS

COROLARIO 1

Si f'(x) = 0 en cada punto x de un intervalo abierto (a, b), entonces f(x) = C para
toda x € (a,b), donde C es una constante.

COROLARIO 2

Si f'(x) = g'(x) en cada punto x de un intervalo abierto (a, b), entonces existe una
constante C tal que f(x) = g(x) + C para toda x € (a,b). Esto es f — g es una
funcidn constante en (a, b).



Demostraciones
alternativas al Teorema de
Lagrange y Cauchy



Teorema del valor medio de Lagrange

Demostracion alternativa: se dibuja la grafica de f y se traza una recta que
pase por los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)). La recta es la grafica de la funcion:

900 = f(@) + 1T @ )

(ecuacion punto pendiente).

La diferencia vertical entre las graficas de f y g en x es:

f(b) - f(a)
b—a

h(x) = f(x) —g(x) = f(x) — f(a) — (x —a)

B(b, f(b))
y = fix) /

A(a, fla))

h(x) = f(x) — g(x)
/

e T



Teorema del valor medio de Lagrange

Demostracion alternativa (continuacion): La funcion h satisface las hipdtesis del
Teorema de Rolle en [a, b]. Es continua en [a, b], diferenciable en (a, b), ya que tanto f
como g lo son. Ademas, h(a) = h(b) = 0 ya que las graficas de f y g pasan por Ay B.
Por lo tanto, h'(c) = 0 en algin punto ¢ € (a, b). Esto es lo necesario para la ecuacion

f(B)=f (@
=1 (©.

Se toma la ecuacion: h(x) = f(x) — f(a) — M( —a) y se derivan ambos
miembros respecto de x. Luego se establece x = c:

e = o - L@
Ko = £ - LRI
o= - (D@
o = IO @

Que es lo que se queria demostrar.



Teorema del valor medio de Cauchy

Demostracion alternativa (empleando Lagrange): se aplica el teorema del valor medio
dos veces. Primero para mostrar que g(a) # g(b). Puesto que si g(b) fuera igual a
g(a), entonces el teorema del valor medio daria:

g(b) —gla)
b—a B

para alguna c entre a y b, lo cual no puede ocurrir ya que g'(c) # 0 en (a, b).

g'(c) = 0

Luego se aplica el teorema del valor medio a la funcion:

f(b) = f(a)
g(b) — g(a)
Esta funcidn es continua y derivable donde f y g lo sean, mientras F(b) = F(a) = 0.

Por tanto, existe un niumero c entre ay b para el que F’(c) = 0. Cuando se expresa en
términos de f y g, la ecuacidn se convierte en:

fb) - f(a)
g() — g(a)

F(x) = f(x) — f(a) — lg(x) — g(a)]

F'(c) = f'(c) - l9'(0)] =0

Por lo que:

f'© _fb) - f(a)
g'(c) gb)—g(a)




Regla de L'Hopital



TEOREMA: Regla de L'Hospital

Suponga que f(a) = g(a) = 0, que f y g son derivables en un
intervalo abierto I que contieneaa,yque g'(x) # 0enlsix #
a. Asi,

lim 1) = lim S ™)
x>ag(x) x-ag'(x)

suponiendo que existe el limite de la derecha de esta ecuacion.




Regla de L'Hospital
Demostracion:

Primero se establece la ecuacidén limite para el caso x — a™. El método no necesita
demasiado cambio para aplicarse a x = a™, mientras la combinacién de estos dos casos
establece el resultado.

Suponga que x estd a la derecha de a. Entonces, g'(x) # 0. Se aplica el teorema del
valor medio de Cauchy al intervalo [a, x]. Este paso produce un nimero c entre a y x, tal
que:

f©) _ @) - f@
g gx)—g(@
Pero f(a) = g(a) = 0, por lo que:

£ _f@
7@ 9t

Cuando x tiende a a, ¢ se aproxima a a, ya que siempre esta entre a y x. Por lo tanto,

f& . fo) f'&)

9cll>a"r g(x) cllrcrll"’ g (3 xl—>a"‘ g "(x)

que establece la regla de L'Hépital para el caso donde x = a*. Si x = a~ se aplica el
teorema del valor medio de Cauchy al intervalo cerrado [x,a],x < a.



Teorema Fundamental del
Calculo Integral



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (PARTE I)

Si f es continua en [a, b], entonces la funcion F(x) = f;f(t)dt es continua en [a, b] y
derivable en (a, b), y su derivada es f(x):

d X
P = 2| [ 10| = reo

Hipodtesis:
f es continua en [a, b]
Tesis:

F es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y

d d[r*
F'(x) = E[F(x)] = EU f(t)dt] =f(x)



Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte 1)

Demostracion:

Se aplica a la funcidn F la definicion de derivada:

Fi(x) = }ll_%F(x + h})l — F(x) 1

Sabiendo que : v

F(x) = [, f(®)at

area = F(x)

> [

Ol a x x+h b
La expresion (1) puede escribirse como:

aplico propiedad de la integral

f:f(x)dx = — fbaf(x)dx

— 1 £dt + O dt aplico propiedad de la integral
S0k U f©) .[ f© ] facf(x)dx = f;f(x)dx +fbcf(x)dx

x+h X
F'(x) = }ll_r)r(l)%[j f(t)dt —J f(t)dt]



Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte I)

Demostracion (continuacion):

1 a x+h 1 xth
_ }ll_rf(l)ﬁ [Jx f(®dt + ja f(t)dt] = }ll_r)r(l)ﬁ [jx f(t)dt]

Suponiendo que h > 0, puesto que f es continua en el intervalo [x,x + h], el teorema de
valores extremos para funciones continuas establece que hay nimeros u y v en [x, x + h] tales

que f(u) =my f(v) = M, donde my M son los valores minimo y maximo absolutos de f sobre
[x,x + h].

De acuerdo con la propiedad de desigualdad min-max de integrales, se tiene que:

x+h
m -hsf f@)dt<M-h
X g
w1 =10

x+h
f ;[ fodrsfw)

f(v) =M B
Flx + h) — F(x) flw)=m

flw) < n <f) (2)

Xvux -+ h

Nota: esta desigualdad puede demostrarse de una manera similar para h < 0.



Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte I)

Demostracion (continuacion):

Ahora,sih = 0,u = xy v = x,yaque uy v se encuentran entre x y x + h. Por tanto,
lim f(u) = lim f(w) =f(x) vy limf(v)=limf@)=f(x)

-0 u-x h—0 VoX
Porque f es continua en x. Aplicando el teorema del emparedado a (2):

F(x+h) — F(x)

f) < lim . < F(0)
F h) —F
F(x) = lim Gt 2 O _ fx)

Six = a o b, entonces la ecuacién (3) puede interpretarse como un limite unilateral, y aplicando
el teorema de derivabilidad implica continuidad (Si f es derivable en x=a, entonces f es
continua en x = a), F es continua en [a, b]. Por tanto,

d X
F) = [ j f(t)dt] = f(0)

Cuando f es continua. Esta ecuacion establece que si primero se integra f y luego se deriva el
resultado, se regresa a la funcién original f.



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (PARTE )

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en
el intervalo [a, b], entonces:

b
ffqu=ﬂw—Fm>

Hipotesis:
f es continua en [a, b]

F es una antiderivada de f en [a, b]

Tesis:

b
ff@wx=ﬂm—Fm)




Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte 1)

Demostracion 1:

Se escribe la diferencia F(b) — F(a) en una forma conveniente. Sea A la siguiente
particion de [a, b]:
A=Xg <X <Xy << Xp_1<Xp=0b

Mediante la resta y suma de términos analogos, se obtiene:

F(bg —F(a) = F(x) — F(xp_1) + F(xp_1) — -+ — F(x1) + F(x1) — F(xo)
= > IFG) = FGxiy)]
i=1

De acuerdo con el teorema del valor medio de Lagrange, se sabe que si existe un
numero c; en el i-ésimo subintervalo tal que:

F(x;) — F(x;-1)
Xi — Xi—1

F'(c) =



Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte Il)

Demostraciéon 1 (continuacion):

Se sabe que F'(c;) = f(c;) y Ax = x; — x;_, y obtenerse:

F(b) = F(@) = ) e,
i=1

Esta ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se
puede encontrar una coleccion de ¢; tal que la constante F(b) — F(a) es una
suma de Riemann de f en [a,b] para cualquier particion. Por teorema
“continuidad implica integrabilidad”:

”E”mO 1 f(c;))Ax; existe y por tanto:
ﬁ

b
| = Feoll = ) - F@



Teorema Fundamental del Calculo Integral (Parte 1)

Demostracion 2 (Alternativa):

De acuerdo con una de las consecuencias del Teorema del valor medio de
Lagrange, dos funciones que tienen iguales derivadas en todos los puntos de un
intervalo, difieren en una constante. Si una de esas funciones es conocida y su
derivada es igual a f, se tiene:

b
G(x) =f f(t)dt

Si F es cualquier otra de esas funciones:

F(x)=G(x)+C en [a, b] donde C es una constante.
F(b) —F(a) =[G(b) + C] — [G(a) + C]
=G(b) — G(a)
b a b
:J f(t)dt—f f(t)dt=f f(t)dt

b
F(b) — F(a) = j F()dx



Area de una regidn entre
dos curvas



DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS
Si fy g son continuas en [a,b] y g(x) < f(x) para todo x en [a, b], entonces el area de
la region acotada por las graficas de f y g y las rectas verticalesx = ay x = b es:

b
4= j [F () — g(0)ldx

Hipotesis:
f(x)yg(x) continuas en [a, b]
g(x) < f(x) paratodo x en [a, b]

Tesis:

b
A= j [F ) — g(0)ldx



Demostracion: para hallar el drea de la regidn acotada por arriba, por la curva y = f(x), por abajo por la curvay =
g(x) y por la izquierda y por la derecha por las rectas x = a y x = b respectivamente, se aproxima la misma
dividiéndola en n rectangulos verticales, cada uno de anchura Ax, con base en la particion P: a = xy < x1 < x; <
o < Xp_q < X, = b de [a, b]. El i-ésimo rectangulo tiene un area dada por:

AA;= (base)(altura) = Ax [f(x]) — g(x;)]
AA;= [f (x;) — g(x;)]Ax

YA 4

A\

e
/

|

|

|

|

|

|

|

|

i
||

i
|
|
|
|
|
|
|
|

N\
3%

[
=

Para aproximar el area de la region se suman las areas de los rectangulos verticales con base en la particion P del
intervalo [a, b]:

Area aproximada~ Y1 AA; = Z?zl[f(xf) — g(x;)]Ax (Suma de Riemman)

Cuando la norma de la particién tiende a cero, ||A]| = 0 (n = ), la suma de la derecha tiende al limite:

lim > [FG) — g Gl
i=1

Como fy g son continuas en [a, b], f — g también es continua en [a, b] y el limite existe. Asi que, el area de la region
dada es:

n b
rea = lim M 1£G) - gGlax = [ [£GO - gl
i=1 a

Con lo cual queda demostrada la hipodtesis.



Area de una region entre dos curvas

y
A
(x, f(x))
y
(x) — g(x)< A
f(x) — g(x A b/g
S N a b .
T ) ] (6, )

7 e

% g(0)




Area de una region entre dos curvas

Si la grafica de una funcién de y es una frontera de una region, es a menudo
conveniente usar rectangulos representativos horizontales y encontrar el area
integrando en la variable y. En general, para determinar el area entre dos curvas,
se usan:
X2
A= | (curva de arriba) — (curva de abajo) | dx Recténgulos verticales.

X1 J
'

en la variable x

Y2
A= [ (curva derecha) — (curva izquierda)] dy Recténgulos horizontales.
Y1« J

o

en la variable y

donde (x1,v1) Y (x2,¥5) son los puntos adyacentes de interseccion de las dos
curvas implicadas o puntos sobre las rectas de la frontera especificadas.



Meéetodo de Rebanadas
por planos paralelos



Calculo de volumenes por el método de las rebanadas mediante planos
paralelos ,

>

o

Se inicia cortando a S con un plano y obteniendo una regidon plana que se
denomina seccidn transversal de S. Sea A(x) el area de la seccion transversal
de S en un plano P, perpendicular al eje x, y que pasa por el punto x, donde
a < x <b. El area de la seccion transversal A(x) variara cuando x se
incrementa desde a hasta b.



Calculo de volimenes por el método de las rebanadas mediante planos paralelos

Dividimos S en n “rebanadas” del mismo ancho Ax mediante los planos
P;.,Py,,.... Se eligen puntos muestra x; en [x;_1,x;] para tener un valor
aproximado de la i-ésima rebanada S;, por un cilindro cuya base tiene un area
A(x;)y “altura” Ax.

YA

L ]
L ]
L ]
L ]

: X :
Xi—1 7% X




Calculo de volumenes por el método de las rebanadas mediante planos paralelos

El volumen de este cilindro es A(x;)Ax de modo que una aproximacién a la
concepcion intuitiva del volumen de la i-ésima rebanada §; es:
k
V(Si) = A(x; )Ax
Al sumar los volumenes de estas rebanadas, se obtiene un valor aproximado
del volumen total:

n
v~ Z A(x})Ax
=1

Si las rebanadas son cada vez mas delgadas (n — o0), se tiene una mejor
aproximacion. Se define el volumen como el limite de estas sumas cuando
n — oo

Definicion de volumen: Sea S un sélido que esta entre x = ay x = b. Si el area
del a seccion transversal de S en el Plano P,, a través de x y perpendicular al eje
x, es A(x), donde A es una funcion continua, entonces el volumen de S esta

dado por:
n b
V = lim A(x;)Ax =j A(x)dx

Nn—->00
i=1 a



Meétodo de Discos



El sélido generado al hacer girar una region plana alrededor de un eje se denomina sélido de
revolucion. Para determinar el volumen de este tipo de sélidos es necesario observar que el area
de la seccidn transversal A(x) es el area de un disco de radio R(x), la distancia de la frontera de la
region plana al eje de revolucidn.

A(x) = n(radio)? = n[R(x)]?
En este caso la definicion de volumen da:

Volumen por medio de discos al girar alrededor del eje x:

b b
V=f A(x)dx=f [R(x)]?*dx

a a

y=ftx) y‘:fﬁ) R(x)

]
R(x) 0 I

N x
@x

Disco

Volumen por medio de discos al girar alrededor del eje y:
d

d
V= j A(y)dy = j n[R()]2dy

c



Sdlidos de revolucion: El método de las arandelas

Si la region que gira para generar un solido no cruza o no hace frontera con el eje de revolucion, el
solido tendra un agujero. Las secciones transversales perpendiculares al eje de revolucidon son
arandelas. Las dimensiones de una arandela representativa son:

Radio exterior R(x)

Radio interior r(x)

A

L

Fa
>
>

//_/

— B
0%@ y=Rwx) © AL I -
a y=r(x) X -
X \x
b

El drea de la arandela es:

A(x) = [R(X))? — m [r(0)]? = m([R(x)]% — [r(x)]?)

En consecuencia, la definicion de volumen da:

Arandela

Volumen mediante arandelas para rotacion alrededor del eje x:

b b
14 =J A(x)dx =f ([R(x)]? — [r(x)]?)dx

Volumen mediante arandelas para rotacion alrededor del eje y:

d d
v = j A(y)dy = j 2(IRO? - [r()]12)dy



Metodo de cascarones
cilindricos



Luego de hacer girar una curva f alrededor de un eje, en este caso y, para generar un
solido de revolucidn, se puede hallar su volumen aproximando la regidon con rectangulos
con base en una particién P del intervalo cerrado [a, b] donde se encuentra la region .

En la figura siguiente se ilustra un cascaron cilindrico de radio interior 7y, radio exterior
y altura h. Su volumen V se calcula como:

V=V, -V, =(nr; —nri)h

=n(r; —ri)h =m(ry +r ) — 1)

r,+r
211'(—2 1

) ) (rz —11)

ro+1rq

Considerando que 7 = y Ar = ry — 14, se tiene:

V = 2nrhAr

V=[circunferencia]|altura][espesor]



Calculo de volumenes por medio de cascarones cilindricos

Luego de hacer girar una curva f alrededor de un eje, en este caso y, para generar un
solido de revolucién, se puede hallar su volumen aproximando la regidon con
rectangulos con base en una particion P del intervalo cerrado [a, b] donde se encuentra
la region .

Sea S el sélido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y a la regidn limitada por
y = f(x),donde f(x) 20,y =0,x =ayx =b,donde b >a = 0.

S

b

Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [x;_q, x;] de igual anchura Ax y sea ; el
punto medio del i-ésimo subintervalo. Si el rectangulo de base [x;_{, x;] y altura f(x;)
se hace girar alrededor del eje y, entonces el resultado es un cascardn cilindrico cuyo
radio promedio es X;, altura f(X;) y espesor Ax, de modo que el volumen es:



Calculo de voliumenes por medio de cascarones cilindricos

V; = 2nrhAr = 21 (i) [ f (x;)]Ax

Por lo tanto, un volumen aproximado V del sélido S se obtiene mediante la suma de los volumenes
de estos cascarones:

v

2
1=
s

= ) (@I ()l

n
I=1 i=1

Esta aproximacion mejora cuando la norma de la particion tiende a cero (n = o). Pero, de acuerdo

con la definicidon de integral, se sabe que:
n
b

lim ) 2m(e)[f (&;)]Ax =j 2mxf (x)dx

n—->0oo
i=1 a

El volumen del sélido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y la regidn bajo la curva y =
f(x) desde a hasta b, es

b
V= j 2nxf(x)dx donde0<a<b

a




Calculo de volimenes por medio de cascarones cilindricos

Pensar en el cascardn representativo, cortado y aplanado, con radio x,
circunferencia 2mx, altura f(x) y espesor Ax o dx:

b
j @rx) [f(0)] dx
a | N

YA Longitud de altura  espesor
circunferencia

| e ___T
| \
| [Ny Fx) fx)
= —— . i _
=== X x 27X Ax



Longitud de arco de curva



Suponga que la curva cuya longitud es necesario determinar es la grafica de la funciéon y = f(x) desde x = a
hasta x = b. Para deducir una férmula integral para la longitud de curva se supone que: f tiene una derivada
continua en todo punto[a, b](funcidn suave y su grafica es una curva suave).

Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos con a = x5 < x; < x, < - < x, = b. Si y; = f(x;), entonces el
punto correspondiente P;(x;,y;) esta en la curva. Luego, se unen los puntos consecutivos P;_; y P; con
segmentos de recta que, juntos, forman una trayectoria poligonal cuya longitud aproxima la longitud de la curva.
Si Ax; = x; —x;_1 Y Ay; = y; — y;_1, entonces, segun Pitagoras, un segmento representativo en la trayectoria
tiene longitud:

L = /(Ax)? + (Ay,)?



Por lo que la longitud de la curva se aproxima por la suma:

n

z": L; = z V(Ax)? + (Ay;)? (1)
i=1

=1

Se espera que la aproximacién mejore cuando la particién [a, b] se haga mas fina, es decir, que la norma de la
particion tienda a cero. Ahora bien, se observa que el radicando esta expresado en funcién de dos variables por lo
cual se debe encontrar una expresion equivalente y valida que permita expresarlo en funcién de una Unica
variable. Para ello, dado que f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a,b), se puede considerar que en el
intervalo (x;_4,x;) existe un valor ¢; para el cual se cumple el Teorema del valor medio de Lagrange, de modo
que:

Ay; = f'(¢;)Ax; (2)
La expresion (2)se sustituye en (1) y se obtiene:
Li= ) J@x)? +[f'(c)Ax]2 = > Y1+ [f'(x)]? Ax; (3)
272 2

Puesto que \/1 + [f'(x;)]? es continua en [a, b], el limite de la suma de Riemman en el lado derecho de la
ecuacion (3) existe cuando la norma de la particién tiende a cero (n = 00):
n n b
lim L; = lim Z\/l + [f'(x)]? Ax; = f V14 [f'(x)]? dx
n—>00
i=1 a

n—oo
i=1

Se defne el valor de dicha integral como la longitud de la curva.

DEFINICION: Si f” es continua en [a, b], entonces la longitud (longitud de arco) de la curva y = f(x) desde el
punto A = (a, f(a)) al punto B = (b, f(b)) es el valor de la integral:

b b 2
L=L\/1+[f’(xi)]2dx=ja ’1+<%> dx




Area de superficie de
revolucion



Definicion del area de una superficie
Si s6lo se hace girar la curva frontera, eso no describe el volumen interior de un sdlido, sino una superficie que
rodea al sélido y forma parte de su frontera.

Se pueden hacer girar alrededor del eje x un segmento de recta horizontal (Figura 1) o un segmento de recta
inclinado (Figura 2).

Ax L
y y
A
A B |/ B o) 3
2my 4 et T
| lI !i _‘A_]—" o ‘.' 3 l .I yz
| [y 1 || S ol I
‘ | | — , . —_— 5
ol = 0 ' I l !
0 ’ | X l | | | |
| | | " . |
| 1| | i L LAy
LT L NO ESTA A ESCALA e NO ESTA AESCALA
Figural Figura 2

Si se hace girar alrededor del eje x un segmento de recta horizontal (Figura 1), por ej. el segmento de recta
horizontal AB, que tiene longitud Ax para generar un cilindro con area de superficie 2mwyAx. Dicha area es la misma
que la del rectangulo con lados de longitudes Ax y 2my. La longitud 2y es la circunferencia del circulo de radio y
generado al hacer girar, alrededor del eje x, el punto (x,y) en la linea AB.

Si se hace girar alrededor del eje x un segmento de recta inclinado (Figura 2) , por ej. el nuevo segmento AB tiene

longitud L y estd inclinado, en vez de ser horizontal. Cuando se hace girar alrededor del eje x, genera el tronco de

. - + .
un cono. El drea de la superficie del tronco de un cono es 2my*L, donde y* = % es la altura promedio, por

encima del eje x, del segmento inclinado AB. Este drea de superficie es la misma que la de un rectangulo con lados
de longitud L y 2my”™.



Para determinar el area de la superficie generada al hacer girar la grafica de una funcidn continua no negativa y =
f(x),a < x < b, alrededor del eje x, se divide el intervalo cerrado [a, b] de la manera usual y se utilizan los puntos
de la particidon para subdividir la grafica en pequefios arcos. Conforme el arco PQ gira alrededor del eje x, el
segmento aue une a P v O barre el tronco de un cono cuvo eie esta en el eie x.

y = flx ~P

Longitud del segmento:

L= \/(A.\'i)z - (A_\‘i_)2

A)

(©)

El area de la superficie de este tronco aproxima el area de la superficie de la banda barrida por el arco PQ (Figuras
Ay B).



Area de la superficie del tronco del cono=2my*L

Como f =0, la altura promedio del segmento de recta es y* = (f(x;_1) + f(x;))/2 y la longitud inclinada es:
L= (8x)? + (Ay)?:

Area de la superficie del tronco del cono=21 - M - (Bx)? + (Ay;)?

=1+ [f (1) + f ()] - (Bx)? + (Ay)?

El drea de la superficie original, es la suma de las dreas de las bandas barridas por los arcos como el PQ, y se

aproxima por medio de la suma de las dreas de los troncos:
n

A= ) - [f(x) + fx)] -V (Bx)? + (8y)? (1)

k=1

La aproximacion mejora conforme la particidon [a, b] se hace mas fina. Como f es diferenciable, entonces por el
teorema del valor medio de Lagrange, existe un punto (c;, f (¢;)) en la curva entre P y Q donde la tangente es
paralela al segmento PQ:

') = 2—2: = Ayi=f"(c;) - Ax; (2)
Reemplazando (2) en (1) se tiene:
A= Z - [f(o1) + Fe)] -V (Bx)% + (' (c) - Ax;)? = 2 - [f(xi-1) + f(x)] ’\/1 + (f'(Ci))z - Ax;
k=1 k=1

Cuando Ax es pequefio, se tiene que f(x;) = f(c;) y también f(x;_1) = f(c;), puesto que f es continua. Por lo
tanto:

AzZn-Z-f(ci)-\/1+(f’(ci))2-Axi (3)
k=1



La aproximacién anterior mejora cuando la norma de la particién de [a, b] tiende a cero, reconociendo a (3) como
una suma de Riemman, la suma converge a la integral:

b
J 2 nf(x)\/l + (f’(x))zdx

Se define la integral como el area de la superficie barrida por la grafica de f de a a b.

DEFINICION: Si la funcién f(x) = 0 es continuamente diferenciable en [a, b], el drea de la superficie
generada al hacer girar alrededor del eje x la curva y = f(x) es:

b 2 b
S=J 21y 1+<%> dxzf 2nf(x)\/1+(ff(x))2dx

a

DEFINICION: Si x = g(y) = 0 es continuamente diferenciable en [c, d], el &rea de la superficie
generada al hacer girar alrededor del eje y la curva x = g(y) es:

d dv\> b
S=f 2mTX 1+<d_3c]) dx=f 21tg(y)\/1+(g/(y))2dy

a



SERIE GEOMETRICA



Dada la serie geométrica:

(00] oo
atar+ar?+-+ar™ 4. = z ar™1 = z ar™
n=1 n=0

Donde a y r son numeros reales fijos y a # 0 pudiendo ser la razon r positiva o negativa, se
cumple que:

. . sy e . a . —
-Si |r| < 1, la serie geométrica converge y tiene por suma a T €s deciry o ;ar™ 1 = —

-Si |r| = 1, la serie diverge.

Demostracion:
* Sir =1, lan-ésimasuma parcial de la serie geométrica es:
s,=a+a(l)+a()?*+-+a()»?!=na

lim s,, = lim an = +oo (segun sea el signo de a)

n—>oo n—>oo

Por lo tanto, la Serie diverge.

* Sir = —1, se tiene que las sumas pueden ser pares o impares:
Sumas pares: Som =0 (Ej.s, =a;—a,+az3—a, =0)
Sumas impares: Sym-1 =0a (Ej.s3 =a; —a, +a; =a)

Por lo tanto, la serie diverge porque las n-ésimas sumas parciales alternan entre a y 0, segun se
trate de sumas impares o pares respectivamente.



Serie geométrica

Si |[r| # 1 la convergencia o divergencia se determina de la siguiente forma:

sp,=a+ar+ar?+ -+ ar™?! Multiplico s,, por r en ambos miembros.

res,=ar+ar?+--+ar™ 1 +ar® Resta r's,, de s,,. La mayoria de los términos del
miembro derecho de la ecuacidn se cancelan.

Sp— TS, =a—ar" Factoriza en ambos miembros y se despeja s,, en
el izquierdo.

a(l—-r") 1
§, = ————— r#
n 1-r

Ahora se halla el limite de s,, cuando n — oo:

_ a(l—-1r") _ a ar™
lim s, = lim ———— = lim —
n—oo noo 1-—7r1 noo\l—7r 1-—71

Sir # 1, n aparece sdélo en el segundo término del ultimo miembro de la igualdad y se cumple que:

Si|r| <1, entoncesr™ - 0 cuandon - woys, - .

Si |[r| > 1, entonces |r™| —» oo cuandon — ooy la serie diverge.

Conclusion:

Si |r| < 1, la serie geométrica a + ar + ar?® + .-+ ar™ 1 + --- converge y por lo tanto existe su suma la cual se

calcula como:
(0 0] [0 ]
n n-—1 a
Sy = ar™ = ar =
1—1r

n=0 n=1

Si|r| = 1, la serie diverge.

Con lo que queda demostrado el teorema.



Condicidn necesaria para la
convergencia de las series
numericas



Enunciado: una condicion necesaria para la convergencia de la serie es que el término general o n-ésimo término
tienda a cero cuando n tiende a infinito, es decir: lim a,, = 0

n—oo
Hipotesis:
S, sucesion de sumas parciales de la serie dada y s,,_; convergentes.

lim s, = § (Unico y finito) Cuando n es grande, tanto s,, como s,,_; estan cerca de S.
n—->00

lim s,,_; = S (Unico y finito)
n—-oo

Tesis: lim a, = 0

n—-oo

Demostracion:

Sea {s,} la sucesion de sumas parciales para la serie dada, si ésta es convergente se verifica entonces que su
limite para n tendiendo a infinito, es unico y finito, y ademas es igual a la suma. Es decir,

lim s, = S (finito)

n—->oo

lim s,,_; = S (finito)

n—-oo

Como a,, = s, — Sp_1, Se tiene:

lima,=lims,—lims,,_;=5—-5=0
n—->o0o n—->oo n—->0o

Por lo tanto: lima,, =0

n—oo

Con lo que se verifica la tesis.

El teorema da sdlo la condicidon necesaria para la convergencia de una serie, pero no la condicidn suficiente, pues
existen series cuyo término n-ésimo o general tiende a cero y son divergentes.

lima,=0 #»3),_,a,

n—->oo



El criterio del término

n-ésimo para una serie
divergente



TEOREMA:
Si ).;2; a, converge, entonces a,, = 0.

Prueba: observar que lim a, tiene que ser igual a cero si la serie ),;2; a,, converge. Para
Nn—->00o
entenderlo, se hace que S represente la suma de la serie y que
Sp, =a,+a,+---+a,

sea la n-ésima suma parcial. Cuando n es grande, tanto s,, como s,,_; estan cerca de S,
por lo cual su diferencia, a,, es proxima a cero.

A, =S, —Sp12>5—-5=0

Criterio del término n-ésimo para la divergencia

Y.i=1 a, diverge si lim a, no existe o si es diferente de cero.

n—>00




Criterio de la integral



TEOREMA

Sea {a,} una sucesién de términos positivos. Suponga que a,, = f(n), donde f es una funcion
decreciente, positiva y continua de x para toda x = N (N es un entero positivo). Entonces, la serie

Yoy Qn Y laintegral f;o f (x) dx convergen o divergen ambas.

Demostracion:

Se establece el criterio para N = 1. Se supone que f es una funcion decreciente con f(n) = a,, para toda n. Se
observa que los rectangulos que tienen areas a4, a,, ..., @, encierran mas area que la que esta debajo de la curva
y=f(x),desdex =1ax=n+1:

y

ai

%)

y=fx

n+1
f fdx<a,+a,+-+a, (1)
1

a n

0

1

2

3

n

X
n+1

Ahora se colocan los rectangulos a la izquierda en lugar de en la derecha. Si no se considera el primer rectangulo de
area a,se observa que:

v

a

ay

5

v =fx)

n

a2+a3+---+anSj f(x)dx (2)
1

Si se considera el primer rectangulo de area a, en la expresion (2), se tiene:

n—1n

n
* a1+a2+a3+---+anSa1+Jf(x)dx (3)
1



Criterio de la integral

Demostracion (Continuacion):

Al combinar los resultados de (1) y (3), se obtiene:

n+1 n
f f(x)dea1+a2+-~-+anSa1+f f(x)dx
1 1
Tales desigualdades se cumplen para cada n y se contindan cumpliendo cuando n — oo.

Si floof(x) dx es finita, la desigualdad del lado derecho indica que }; a,, es finita.
Esto significa que si la integral impropia floof(x) dx converge, la serie también converge.
Si floof(x) dx es infinita, la desigualdad del lado izquierdo indica que ), a,, es infinita.

Esto significa que si la integral impropia floof(x) dx diverge, la serie también diverge.

De aqui que la serie y la integral son convergentes o divergentes ambas.

NOTA IMPORTANTE: No se debe inferir que, de acuerdo con la prueba o criterio de la integral, la suma
de la serie es igual al valor de la integral.



Convergencia de la Serie p



Demuestre que la serie g

- 1 1 1 1 1
,,_:r"_LP+2P+3P+ 5t

{p, un real constante), converge si p = 1 y diverge sip = L.

Solucién  Sip > 1, entonces f{x) = 1/xf es una funcién positiva decreciente de x. Ya que

:ul ma [I_F"'] :|1..
—[ﬁ= _P{ir= Ir
_[ x ﬁ o bt |—p + 1)
1

- lim (1:] —1)
| — pbp—roe \pr-l1

_ | 0—1) = 1 B! — oo puando b — oo
1 —p p—]" yaquep — | =0,

por el criterio de la integral, la serie converge. Enfatizamos que la suma de la serie p no es
1/(p — 1). La serie converge, pero no sabemos a qué valor converge.
Sip< l,entonces 1 —p =0y

_[fa& T lim (5 1) = co.

Por el criterio de la integral, la serie diverge.
51 p = 1, tenemos la serie armdonica (divergente)}

1 1 1
I+g+g+tqgt
Tenemos la convergencia para p = 1, pero divergencia para cualquier otro valor de p. o

La sene p, con p = 1, es la serie armoénica (gjemple 1}, El erterio de la senie p indica que
la serie armonica es divergente solo por poco; si por gjemplo aumentamos p a 1.000000001,
jla serie es convergente!

La lentitud con la que las sumas parciales de la serie armonica se aproximan a infinito es
impresionante. Por ejemplo, para que las sumas parciales sean mayores que 20, se deben tomar
alrededor de 178 millones de términos. — ~°~  ~ I



Criterio de comparacion



Teorema: Criterio de comparacion

Sea ) a,, ). c, Y ). d, series con términos no negativos. Suponga que para algun enteroN, d,, < a,, < c¢,, para
todan > N

a. Si), c, converge, entonces ), a,, también converge.

b. Si) d, diverge, entonces ), a, también diverge.

Demostracion
En el inciso a) las sumas parciales )’ a,, estan acotadas por abajo por:

(0]
M=a,+a;++ay+ z an
n=N+1

Por tanto, forman una sucesién no decreciente con un limite L < M. Esto es, si ), ¢,, converge, entonces también )’ a,,.

y
¢
%)
€3
¢
al 77l aa 4 CS
2 c
nflc
- n
1 2 3 4 5+ n—1n

En el inciso b) las sumas parciales ), a,, no estan acotadas por arriba. Si lo fueran, las sumas parciales ), d,, estarian
acotadas por por:

M*=d1+d2+"‘+dN+ Z an

n=N+1
Y ). d,, deberia ser convergente en vez de divergente.



Criterio de comparacion del
Limite



Teorema: Criterio de comparacion del limite
Supongaquea,, >0 yb,, > 0paratodan = N (N, un entero).

1. Silim 2 =¢> 0, entonces ) a, y Y, b, convergen o divergen ambas.

n—-oo bn

2. Silim=2=0,yY b,, converge, entonces ). a,, converge.

n—oo bp

3. Si lim Z—n = o0, y ). b,, diverge, entonces ). a,, diverge.

n—oo bp

Demostracion (Parte 1)

Comog > 0, existe un entero N tal que para toda n:

n>N=

Z—" — c| < g Definicion de Limite con € = ¢/2, L = cy a,, reemplazado por a,, /b,
n

Asi,paran> N,

c<an <c
25D, 52
o< cico<o+t
> c bn c c 5 c
c a, 3c
2 b, 2

c 3¢
(E) bn <a, < 7 bn
Si ). b,, converge, entonces (%) b,, convergey ), a,, converge por criterio de comparacion directa.

Si ) b,, diverge, entonces (g) b,, divergey ). a,, diverge por criterio de comparacion directa.



Criterio de la razon o cociente



Teorema: Criterio de la razon o del cociente

Sea ), a,, una serie con términos positivos y suponga que:

. An+1
lim =p
n—->0o an

Entonces:
a. La serie converge si p < 1.
b. La serie diverge si p > 1 o si p es infinito.

c. El criterio no es concluyente si p = 1.




Demostracion Criterio de la razon

a. Si p < 1.Sear un numero entre p y 1. Entonces € = r — p es positivo. Como:
An+1 Sp
a’Tl
Entonces % debe estar entre € y p cuando n es suficientemente grande, es decir para toda n = N (definicion de
n

limite!). En particular,

1 < 5+ e=r cuandon = N

an

Esto es, Ay <Tay
Ansz < Ty <T2ay

3
ANtz <Tayyz <T Ay

m
AN+m < TAN4(m-1) <T Ay

Los términos de las series, a partir del n-ésimo término, se aproximan a cero mas rapidamente que los términos en
una serie geométrica con razonr < 1.

Consideremos la serie )’ ¢,,, donde ¢, = a,, paran = 1,2, ...,n
— — a2 — ..M
CN+1 =TAy, CNy2 = TN, ey Cyam =T 1Ay

Ahora a, < ¢, paratodany

ch=a1+a2+---+aN_1+aN+raN+r2aN+---=a1+a2+---+aN_1+aN(1+r+r2+---)
n=1

Como se habia supuesto que |r| < 1, entonces la serie geométrica de la derecha converge. Esto hace que Y.5—; ¢,
converja.

Como a,, < ¢y, Yn=1 A, CONverge por criterio de comparacion.



Criterio de la razdn
Demostracion (continuacion)

b.Si1 < p < oco. A partir de cierto indice M,

aZH >1 vy Ay < Ap41 < Ay <
n

Los términos de la serie no tienden a cero cuando n tiende a infinito, de manera que por el criterio del n-ésimo
término, la serie diverge.

c.Sip=1.

. 1 1
Las dos series Y1 - y Yne1 )

demuestran que debe utilizarse algun otro criterio para convergencia cuando p = 1

1
Para Yp—1 ~

ant1 1/ (n+1) n _n
= = = lim =1
a, 1/n n+l noon+1
1
Para Y11=t
n
aner _ 1/(n+1)? n? : n?
= = = lim —————=1
a, 1/n? n2+2n+1 noon?2+2n+1

en ambos casos p = 1, pero la primera serie diverge y la segunda converge.

Con frecuencia, este criterio es efectivo cuando los términos de una serie contienen factoriales de

expresiones que incluyen a n o0 expresiones elevadas a un exponente que incluye a n.



Criterio de la raiz



Teorema: Criterio de la raiz

Sea ), a,, una serie con términos positivos y suponga que:

Jim @ = p
Entonces:
a. La serie converge si p < 1.
b. La serie diverge si p > 1 o si p es infinito.

c. El criterio no es concluyente sip = 1.




Convergencia Absoluta y
Convergencia Condicional



DEFINICION: Una serie Y, a,, converge absolutamente (es absolutamente
convergente) si la serie correspondiente de valores absolutos, );|a, | converge.

DEFINICION: Una serie que converge, pero no converge absolutamente,
converge condicionalmente.

TEOREMA: Criterio de la convergencia absoluta

Si Y:m=1la,| converge, entonces )., -, a, converge.

Demostracion Para cada n,
—la,| = a, =|a,|, de manera que 0 < a, +|a,| = 2|a,|
. o0 oo . . .y .
Si X ,—1|a.| converge, entonces X.,—; 2|a,|converge y, por el criterio de comparacion directa,

la serie no negativa 3, (an + |ay|) converge. La igualdad a, = (a, + |ax|) — |an|nos per-

mite expresar >, @, como la diferencia de dos series convergentes:

0o 00 00 00
Ean: 2(an+|an|_|an|) - E(an+‘an|) - E‘anl'
n=1 n=1 n=1 n=1

o0
Por lo tanto, >, — a, converge. |




RESUMEN DE CRITERIOS

da W b e

N

Criterio del n-ésimo término A menos que a, — 0, la serie diverge.

Serie geométrica: La serie X ar” converge si || < 1; de otra forma, diverge.
Serie p: La serie 2 1/n” converge si p > 1; de otra forma, diverge.

Series con términos no negativos: Intente con el criterio de la integral, el criterio
de la razon o el criterio de la raiz. Compare con una serie conocida con el crite-
rio de la comparacion.

Series con algunos términos negativos: ;La serie >|a,|converge? Si la respues-
ta es si, > a, también lo hace, ya que convergencia absoluta implica convergencia.

Series alternantes: > a, converge si la serie satisface las condiciones del criterio
de la serie alternante.




