INTEGRACION POR PARTES
Ejercicios adicionales resueltos

Supéngase que u = f(x) y v = g(x) son funciones diferenciables. Por regla de la derivada
de un producto de dos funciones se tiene que:

L f0p@] = W' ® + gWF W, (1)
La integracion de (1) '
£ = [ fidg') dx + gty @) de
produce una férmula ' |
[ 1w dx = s - [ serp'ca) a, )

gue es sumamente util para integrar ciertos productos. Este procedimiento se cono-
ce como integracién por partes. La idea bdsica contenida en (2) es evaluar la integral
Jf(x)2'(x) dx por medio de 1a evaluacion de otra integral [g(x)f (x dx, la cual se espera

que sea mas sencilla.
La formula (2) usualmente se expresa en términos de las diferenciales du =

F ) deydr = gx) de _
fudv=uv—[vdu. (3

Para aplicar este resultado, se comienza con una integracion seguida por una derivacién:

Paso 2:
derivar

J‘r.r dv|=

Paso 1:
integrar

El iltimo paso es, por supuesto, la evaluacién de [ v du.

Evaluar [
Solucidn

—X i
Vi+1
Primeramente se escribe la integral como
J..x(x + 1)7Y2 gx.

En esta iltima forma hay varias elecciones posibles para la funcién dv. Se podria tener
dv = (x + 1)’V2dx, dv = x dx, o simplemente dv = dx. Como una guia practica,
la eleccidn de dv ¢s determinada por lo que suceda en la segunda integral de (3)
Si se elige especificaments '

w=x dv = (x+ )" dx
{ derivar

du = dx. v =20x + N
entonces

Sustituyendo estas funciones en (3) resulta

Jx(x + 1)V gy = 2x(e + 1)V -2 J (x + )2 dx

1

2xx+ V2 -2 %{x + ¥+

2x(x + 1)7V2E - %[_r + 12+ C.




Obsérvese que no es necesaria una constante en la integracion de ¢v. La constante
agregada al final del problema es una constante ‘‘colectiva®. Ademads, el conocimiento
de que se ha hecho la eleccion **correcta’” se basa en el andlisis retrospectivo pragmatico:
:funciond el procedimiento? Para ver qué sucede cuando se hace una eleccién “‘incorrec-
ta'’, considérese el Ejemplo 1, si en esta ocasidn se selecciona

u=(x+ 1" dv = x dx
du = —%{x + ¥ dx y = -11; x?

Aplicando (3) en este caso resulta
fx{x + 1)V dx = éxz(x + 1)~V + }‘ J..rl(.x + 1)7 2 dx

El problema resulta evidente; la segunda integra | | v du es mas complicada que la original
{ u dv. La seleccion alternativa dv = dx también conduce a un callejon sin salida,

Ejemplo 2
Evaluar J x tan"'x dx.
Solucion  ;.iendo
u = tan"'x dv = x dx
oo —dx -,
M= T+ X 2
puede verse que (3) da i0JO! Se refiere a la
divisién de polinomios,
) x: 1 JE2 dado que no es posible
xtan"'xdx = = tan"'x — = L dx. aplicar distributiva
2 210 1 p£° .
g " respecto al cociente por
4 ) e A derecha.
Para evaluar | x2dx/(1 + x2), se efectiia la division.Por lo tanto,
fxtan_'xdx='r—2tan'1 ol ]———-I—
2 = ¥ I+ .-r?-) dx
= -—2 IH.“-IX — i + l —1
5 2 X 5 tan” 'x + ¢
Ejemplo 3
Evaluar f.xj In x dx.
du = ']; E]‘IX v = 1T_4
X r
Integrando luego por partes resulta
i
3 X 1 ]
X 1In = = — 4.2
J‘ X dx m In x 1 I : o= dr
. .
=X 1 3 x4 4
= 41“x—1fx dx =Tlnx—f—6+c




Ejemplo 4

Evaluar f sectx dx.

Solucién  yy,, inspeccién a la integral no revela ninguna eleccién obvia para dv.
Sin embargo, escribiendo sec3x = sec x « sec2x, se puede identificar

i = sec .x dv = sec*x dx
duy = secxtan x d'x v = tan x
En virtud de (3) y de una identidad trigonométrica se deduce que

f sec’x dx = sec x tan x — f tan’x sec x dx
= sec x tan x — f(se.czx — D)sec x dx
= sec x tan x + jsc_c.rdx - fsec:’x dx

= sec x tan x + In|sec x + tan x| — J- sec’x dx.

Al llegar a este punto podria parecer que se entra a un circulo vicioso. En realidad,
el problema ya estd resuelto; se despeja [ secix dx de la dltima ecuacidén y se suma
una constante de integracion:

2 j sec’x dx = sec x tan x + In|sec x + tan x|

|
fsec3xdx= 5 Sec x tan x +%II]JSECI + tan x| + C

Ejemplo 5

Evaluar J..IE{‘E' T dx

Solucion Sean
. = x dv = ¢ " dx

di = 2x dx p=—g %
de modo que
J.‘cze_‘ dx = —x%""+ 2 J xe  dx
En [ xe ™" dx, se aplica integracion por partes por segunda ocasidn con

H=x dv = e~ dx
au

dx p= —g
Por lo tanto,

f}:ie dx = —x%¢" + 2|:—xe T 4 J- e ¥ dx:|

= —x%¢ ¥ —2xe F -2+ C

Por regla general, integrales del tipo [ x*(In x)" dx, [ x"e* dx, y | x* sen kx dx,
en donde # es un entero positivo y X una constante, requerirdn integracion por paries i veces,




Ejemplo 7

Evaluar f e2* cos 3x dx

Solucioén - Sean

# = cos 3x dv = e dx
dit = —3sen 3xdx v=%e2‘
Entonces, f e**cos dx dx = % e2¥cos 3x + % j e?*sen3x dx _ (4)
Se aplica nuevamente integracion por partes en [ e sen 3x dx, eligiendo
i =sen 3x dv = e2* dx
di = 3 cos 3x dx v=%e1’

De esta manera (4) se convierte en

2% _1 2 _3,[1 25 3
fe cos 3x dx 5 € -::053.x+22€ sen 3x 5 e-'cos 3x dx

= % e*"cos 3x + % 2>*sen3x — g J- e*¥cos 3x dx

Procediendo como en el Ejemplo 3, se despeja la integral original [ e cos 3x d:

% J e cos 3x dx = % e’*cos 3x + % e sen 3x

f e cos 3x dx = % eMcos 3x + % eXsendx + C

Se recomienda al lector resolver de nuevo el Ejemplo 7 utilizando

({} dv = cos 3x dx en la integral original y
dv = sen 3x dx en la segunda; vy

(i) dv = e?xdx en la integral original v
dv = sen 3x dx en la segunda.

Integrales definidas

Una integral definida se puede evaluar aplicando integracién por partes de la manera
siguiente:

b 1] b
| 70 ax = s - [ a0 dx



Ejemplo 8

. Determinar el drea bajolagrdficadey = In xenelintervala |1, £].

Solucidén e la Figura sc observa queel drea A estd dada por

.r"1=J: In x dx.
o Eligiendo w=Inx dv = dx
* y=Inx 1
A"—T du = —dx, v=1x
[ il
! ‘ 5 ’ e F
getiene A =xlnx —J’ .x-ld,r
e hTx
=xlnx -*I dx
a1 ]
=xlnx —.r] '
R P t

=glne=Inl=—¢e+ 1= 1 unidad cuadrad_a'
vaguelne=1ylnl =0,

Ejercicios adicionales

X
| oxVx + 3 dx z.j——dx 3.fln4xdx 4.J1n(x+1}d,x
1 J-x * Wiy — 5
' In x Inx
5. [xln 2x dx 6. Jx”zlnxdx 7. I o dx 8. @dx
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