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                                                                              Introducción a la Lógica matemática y al Lenguaje conjuntista
La Lógica es la rama de la Filosofía que estudia las formas y principios generales que rigen el conocimiento y el pensamiento humano, considerado puramente en sí mismo, sin referencia a los objetos. Estudia las doctrinas del concepto, del juicio, del silogismo y del método. Cuando se utilizan los símbolos y métodos matemáticos, se denomina Lógica matemática. 
· Proposición 
Es un enunciado o expresión lingüística, del cual puede establecerse un valor de verdad, es decir se puede determinar si es verdadero ( V ) o  falso ( F).  No son proposiciones aquellas que expresan deseo, orden, interrogación o exclamación. Se suelen simbolizar con letras imprenta minúsculas p, q, r, s, etc. 
Ejemplos de proposiciones:

p: Juan estudia profesorado
q: si 3 = 2+1 entonces 4 = 2+2

Ejercicio 1

Marca con una cruz las oraciones que sean proposiciones:

a) En todo triangulo la suma de la medida de sus ángulos interiores es igual a 180(.

b) 3-5 = 12+8

c) ¡Qué lindo cuadro!

d) Un pentágono no es un polígono.

e) ¿Cuál es tu dirección?

f)  x+3=4

f)  Apaga la luz.

· Negación de una proposición 
Dada una proposición p, siempre es posible determinar otra proposición negándola, se simboliza  –p  y se lee “no p”.  Si p es una proposición verdadera su negación será falsa.

	p
	-p

	V
	F

	F
	V


En las tablas de verdad se pueden visualizar todos los posibles valores de verdad de una proposición.

· Conectivos lógicos

A través del uso de conectivos lógicos se obtienen proposiciones compuestas. En este curso estudiaremos los siguientes conectivos lógicos: conjunción, disyunción, implicación simple o condicional y doble implicación o bicondicional.

Conjunción

Dadas dos proposiciones p y q cualesquiera, la conjunción de dos proposiciones es otra proposición anotada p ( q, y es verdadera sólo cuando ambas son verdaderas. Se lee p y q.
	p
	(
	q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	F
	V

	F
	F
	F


Disyunción

La disyunción de dos proposiciones es otra proposición anotada p(q, y será falsa solo cuando ambas son falsas. Se lee p ó q.
	p
	(
	q

	V
	V
	V

	V
	V
	F

	F
	V
	V

	F
	F
	F


Implicación simple o condicional

La implicación de proposiciones es otra proposición anotada p ( q, y es falsa cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es falso. Se lee p implica q.
	p
	(
	q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	V

	F
	V
	F


En este caso la proposición p recibe el nombre de ‘antecedente” y la proposición q de “consecuente”.
Doble implicación o bicondicional

Dadas dos proposiciones p, q se puede formar otra proposición compuesta llamada doble implicación o bicondicional, anotada p ( q. La doble implicación es verdadera cuando ambas proposiciones toman el mismo valor de verdad y es falsa en caso contrario. Se lee p si y solo si q.
	p
	(
	q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	F
	V

	F
	V
	F


Ejercicio 2

Escribe los siguientes enunciados usando proposiciones y conectivos lógicos.
a) 4 - 6 =12  o   3 + 5 = 16 - 8
b) (-4+7)3 = 4 -1  y  (-3)2 = 9
c) Si julio tiene 30 días entonces septiembre tiene 31 días.

d) En todo cuadrilátero la suma de la medida de sus ángulos interiores es igual a 2(, si y solo si posee 6 diagonales.

Ejercicio 3

Encuentra el valor de verdad para las siguientes proposiciones compuestas.
a) (-5)0 = 0  y  (-2)0= 1
b) -4 es un número entero o  0,16 es número racional.

c) Siendo I α I = 34º, la medida de su complemento es igual a 90 º - Iα I si y solo si la medida de su suplemento es de 138º.

d) Si un hexágono tiene 6 vértices y 20 diagonales, entonces no tiene 6 lados.

Ejercicio 4

Siendo p una proposición verdadera, q falsa y r verdadera, cuál es el valor de verdad para la proposición compuesta:

a) -((p(-q)( ((-q( p)

b) (p(-r) ( (q( -p)

c) (r( -q) ( (p ( -r)

Ejercicio 5
Construyendo las tablas de verdad, indica si es una tautología, contradicción  o contingencia, siendo p, q y r proposiciones cualesquiera.

a)   (p( q) ( (-p( q)

b)   ( (-p( q) ( (-q( p)( ( -(p ( q)  

c)   (-p ( -q) ( [(q (  -p) ( p)]
d)   (p ( q) ( (r  ( - p)
Se obtiene una TAUTOLOGIA, cuando todos los valores de verdad obtenidos son verdaderos. Cuando todos los valores de verdad obtenidos son falsos, se llama CONTRADICCIÓN, y cuando en la tabla se obtienen valores verdaderos o falsos se denomina CONTINGENCIA.

Propiedades:

· La implicación simple es equivalente a la disyunción del antecedente negado del consecuente, es decir:

                                               (p ( q)  (  (-p ( q )

· La doble implicación de dos proposiciones p, q, es equivalente a la conjunción de dos implicaciones simples en las cuales se intercambian el antecedente y el consecuente respectivamente:    

(p  (  q)    (   [ (p  (  q)  (  (q  (  p) ]

Ejercicio 6
Construye las tablas de verdad para demostrar que las propiedades anteriores son tautologías.
· Leyes y principios lógicos

Involución: la negación de una proposición negada es equivalente a la proposición. 

- (- p)  (  p
Idempotencia: la conjunción, o la disyunción, de una proposición consigo misma es equivalente a dicha proposición. 

(p  (  p)   (   p

(p  (  p)   (   p

Conmutativa: si se cambia el orden de las proposiciones en conjunción, o en disyunción se obtiene una proposición equivalente. 

(p  (  q)   (   (q  (  p)
(p  (  q)   (   (q  (  p)
Identidad: la disyunción de una proposición y una falsedad es equivalente a dicha proposición. La conjunción de una proposición y una verdad es equivalente a dicha proposición. 

(p  (  F)   (   p

(p  (  V)   (    V
(p  (  F)   (    F
(p  (  V )  (   p

Asociativa: cualesquiera sean las proposiciones p, q, r, se verifican las siguientes equivalencias: 

(p  (  q)  (  r   (   p  (  (q  (  r)

(p  (  q)  (  r   (   p  (  (q  (  r)

Complemento: la disyunción de una proposición y su negación es una verdad absoluta. La conjunción de una proposición y su negación es una falsedad absoluta. 

(p  (  -p)   (   V
(p  (  -p)   (   F
Distributiva: cualesquiera sean las proposiciones p, q, r, se verifican las siguientes equivalencias: 

p  (  ( q  (  r )   (   ( p  (  q ) (  ( p ( r )

p  (  ( q  (  r )   (   ( p  (  q ) (  ( p ( r )

Leyes de De Morgan: la negación de una disyunción es equivalente a la conjunción de las dos proposiciones negadas. 

- ( p ( q )  (  (- p  ( - q)
La negación de una conjunción es equivalente a la disyunción de ambas proposiciones negadas. 
- ( p ( q )  (  (- p  ( - q)
Ley de consistencia o absorción:

p  (  ( p (  q )   (   p

p  (  ( p  (  q )   (   p
Ejercicio 7

Aplica sucesivamente las leyes lógicas para simplificar las siguientes proposiciones lógicas:

a) (p (  q)  (  - q

b) (p (  q)  (  -  p

c) (-q (   p)  (  q
d) –( p ( -q) ( -p
· Esquemas proposicionales

Hay expresiones como:    x+1 = 7,  x ≥ 2,  x3 = 2x2, que contienen variables y cuyo valor lógico dependerá del valor atribuido a esas variables. En los ejemplos citados: x+1 = 7 es verdadera si x es igual a 6, y falsa en cualquier otro caso; lo mismo ocurre para x ≥ 2, que será verdadera para un conjunto de valores y falsa para otro. A estas expresiones que contienen variables se las llama funciones proposicionales o esquemas proposicionales. Los esquemas proposicionales no son proposiciones ya que su valor lógico (V ó F) , depende del valor dado a las variables.
Hay dos maneras de transformar esquemas proposicionales en proposiciones:

· Al atribuir valor a las variables

· Al utilizar cuantificadores

El cuantificador universal, usado para transformar esquemas proposicionales en proposiciones, se indica con el símbolo 
[image: image1.wmf]"

 que se lee: “para todo”.
Ejemplo:

(
[image: image2.wmf]"

x ) ( x( IR):( x +1 = 7) , que es una proposición falsa.

(
[image: image3.wmf]"

x ) ( x( IR):( x2 >0), que es  una proposición verdadera.

El cuantificador existencial se indica con el símbolo 
[image: image4.wmf]$

  y se lee: “existe”.
Ejemplo:
(
[image: image5.wmf]$

x) ( x( IR): ( x+1 = 7), que es una proposición verdadera.
(
[image: image6.wmf]$

x) ( x( IR): ( x2 +1 ≤ 0), que es una proposición falsa.

Ejercicio 8

Transforme las siguientes oraciones en proposiciones verdaderas utilizando cuantificadores.

a) x -3 = 5

b) 2x -3 ( 12
c) (x -1)2 = x2 - 2x +1

Negación de esquemas proposicionales 
Negar un esquema proposicional equivale a negar el cuantificador y la función proposicional respectiva. Negar un cuantificador universal equivale a obtener un cuantificador existencial y viceversa. 

Ejercicio 9

Niegue las siguientes proposiciones cuantificadas:

a) (
[image: image7.wmf]$

x) ( x( IR ):(x-4 ≤ 3)



b) (
[image: image8.wmf]"

x ) ( x( IR):( x-4)(x+4)=x2-16 
LENGUAJE CONJUNTISTA

Se concibe a un conjunto como una colección de objetos a los que se pueden definir por extensión cuando denominamos a cada uno de los objetos que lo constituyen (el orden no interesa), ó por comprensión en donde se establece una propiedad característica de los elementos del conjunto. 
Ejemplo:

 A = (x: x(IN, -2 ( x (4(   esta definido por comprensión,

 A =(0,1, 2,3(  está definido por extensión.

Ejercicio 10

Escribe por extensión los siguientes conjuntos:

a) A = (x: x(IN, 3 ( x ( 7(  

b) B = (x: x(Z, x - 6 = -5(  

c) C = (x: x(IR, x2 -16 = 0(  

Ejercicio 11

Sea el conjunto H = {x: x(IN, 2 ( x ( 40, x es múltiplo de 2 pero no es múltiplo de 3}. Determina el número de elementos de H.

· Conjuntos iguales

Dos conjuntos A y B son iguales cuando todo elemento de A pertenece a B y recíprocamente, todo elemento de B pertenece a A.
A = B ( (
[image: image9.wmf]"

x )( x ( A ( x ( B)

· Conjunto vacío

El conjunto vacío es aquel que carece de elementos y se simboliza { } o así                          (.

· Inclusión

Un conjunto A esta incluido en B, cuando todos los elementos de A pertenecen a B.

A
[image: image10.wmf]Ì

 B ( (
[image: image11.wmf]"

x )( x ( A (  x ( B)

Se dice que: 

                         A esta incluido en B

                         A es parte de B 

                         A es subconjunto de B

Propiedades de la inclusión:

Siendo A, B y C conjuntos cualesquiera, valen las siguientes propiedades:


[image: image12.wmf]
                          (
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 A
                          A
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 A

                         (A
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 B ( B
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 C ) (  (A
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 C)
                         (A
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 B ( B
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 A ) (  (A = B)
Ejercicio 12
Siendo A= {m, p, o, t}, se puede afirmar que:

a) {m, o} ( A              b)  p ( A             c) {m}( A           d) {e,m} ( A     
· Partes de un conjunto
Dado un conjunto A, se llama conjunto partes de A y se anota P (A), al conjunto formado por todos los subconjuntos de A.
P ( A ) =(X : X
[image: image20.wmf]Ì

 A(
Ejemplo:
Si  A =(a(  entonces P (A) = ((a(, (((,

Para B = (1, 2, 3( , es  P (B) = ((1(, (2(,(3(, (1,2((1,3((,(3,2((,(1,2,3(,(((
Si A es un conjunto finito de n elementos entonces P (A) tiene 2n elementos.

Ejercicio 13

Si A = {1, 3, 5, 7} y B = {2, 4, 6} coloca V ó F según corresponda:

a) {1,3} ( P (A)        b) P (A) = {{1}, {3}}      c)  P (B)  tiene 8 elementos

d)   P (A) = P (B)

Ejercicio 14

Determina si el número de elementos del conjunto P (A) es menor, mayor o igual al de P (B), siendo A= {1,2,3,4} y B={a, b, c}. 

· Conjunto unión

Dados dos conjuntos A y B, se llama conjunto unión al conjunto que tiene por elementos a los elementos que pertenecen a A o  a B.

A( B = (x: x ( A (  x ( B)

Propiedades

A( A = A
A( (( = A

A( B = B ( A

(A(B) (C= A( (B (C)

· Conjunto intersección

Dados dos conjuntos A y B, se llama conjunto intersección al conjunto formado por los elementos que pertenecen a  A  y a B.

A(B = (x: x ( A (  x ( B)

Propiedades

A( A = A

A( (( = ((
A( B = B(A

(A(B) (C= A( (B(C)

Siendo A, B y C conjuntos cualesquiera, se cumplen las siguientes propiedades relativas a la unión e intersección:
A( ( A(B ) = A

A( ( A(B ) = A

(A( B) (C= (A( C) ( (B(C)

(A(B) (C= (A(C) ( (B( C)

Ejercicio 15
Siendo G = (1, 2, 3, 4( y  H = (2, 3, 4, 5(, encuentra el conjunto G(H y G(H por extensión y por diagrama de Euler- Venn.
Ejercicio 16
Se sabe que A(B(C = (x: x(IN, 1 ( x ( 10}, A(B = {2,3,8}, A(C = {2,7}, B(C={2,5,6} y  que A(B = {x: x(IN, 1 (  x ( 8}, entonces el conjunto C escrito por extensión es:

· Conjunto diferencia

Se llama conjunto diferencia de A y B, al conjunto anotado A-B cuyos elementos pertenecen a A  y no a B.

A - B =(x :  x( A (  x ( B (
Propiedades:

(A - B) (B = ( ( 

A - A = ( (
A - ( (= A

Ejercicio 17
Considera los conjuntos A = (x: x( IR, x2 - 16= 0(   y 

 B = (x: x(Z, -4( x ( 5 (, determina por extensión  los conjuntos: A-B  y  B-A.

Ejercicio 18
Sean los conjunto A= { x: x(IN, x es múltiplo de 6 y menor que 18} y 

B= { x: x( IN, x es divisor de 6}. Determina por extensión:

a) A(B


b) A– (A( B)

c) A – (B(A)


d) (B – A) ( A

Ejercicio 19
Siendo E = (a, b, c, d, e(, A = (a, b( y B =(c, d, e(, determina el valor de verdad para las proposiciones compuestas:

a) [((a, b, c(( E) ( (B ( (()] (  (d ( B)

b) ((AUB) ( E = E) ( (A( B ≠(()

· Conjunto complemento
Sea E un conjunto al cual denominaremos universal o referencial, se tienen todos los subconjuntos o partes de E que anotaremos como A, B, C,..,{ }. Dados los conjuntos A y el referencial E, se llama complemento del conjunto A, al conjunto formado por los elementos que pertenecen a E y que no pertenecen a A.

A’=CE A = E- A = (x:  x( E (  x ( A (
Ejercicio 20
Siendo E = (a, b, c, d, e, f, g(, A = (a, b, c, d( y B =(c, d, e, f, g(, determina por extensión:

a) CE A
b) (B’( A)
c) (A( B)’
d) A’ ( ( B’( A)
· Par ordenado

Un símbolo como (a,b) denota un par ordenado donde a es la primer componente y b la segunda componente.

Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) se dicen iguales si y solo si las primeras componentes  de cada par son iguales y  las segundas componentes  de cada par también son iguales:

(a,b) = (c,d) (   (a = c (  b = d )

· Conjunto producto cartesiano
Siendo A y B conjuntos cualesquiera, llamamos conjunto producto cartesiano de A por B al conjunto anotado AXB, cuyos elementos son pares ordenados (x, y) , donde el primer elemento pertenece a A y el segundo pertenece a B.

AXB = ((x, y):  x ( A (  y ( B(
Ejemplo
A = (1,2,3(  y  B = (4,5( 

AXB =((1, 4) ,(1, 5) ,(2, 4) ,(2, 5) ,(3, 4) ,(3, 5)(  

Propiedades

- Si A ≠ B entonces AXB ≠ BXA

- Si A y B son conjuntos finitos con m y n elementos respectivamente, entonces AXB es un conjunto finito de m.n elementos.

AX( (= ( (
( (XA =( (
( (X( (=( (
Ejercicio 21
Marca la respuesta correcta:

· Si A = (x: x( Z, x2 + 4 = 0(   y  B = (x: x(IR,  2(x-3) = 2( entonces:

 a) (4, -4) ( AXB            b) (-4, 3) ( AXB             c) AXB ≠ ((                d) AXB =((
· Si AXB = ((b,2), (b,3),(b,4)( , es falso que:

a) (b, 2) ( AXB             b) ((b, 2)( ( AXB                c) (b, 3) ( AXB             d) ( ( AXB 

· Si A = (x: x(IN, x2 -25 = 0(   y  B = (x: x(Z, -3( x (3( entonces:

 a) AXB tiene 12 elementos    b) AXB = ((   c) AXB= BXA    d) AXB tiene 6 elementos

· Si AXB = ((a,2), (a,3),(a,4), (a,5), (a,6)( , entonces:

a) A= {a} y B={2,3,4,5,6}      b) B= {a} y A={2,3,4,5,6}     c) A=( y B=(      d) A=B 

· Si A = (x: x(Z, x2 + 16 = 0(   y  B = (x: x(IN, -2( x( 5 ( entonces:

 a) AXB = ((   b) AXB tiene 5 elementos    c) AXB= AXA    d) AXB tiene 10 elementos    
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