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Reglas basicas de integracién (a > 0)

1. Jrkf(u) du = k| f(u) du

3. rdu=u+C
J

5. [ = polul + ¢
J H

7 v = (L)a +C
J Ina

9, |cosudu =senu + C

REGLAS BASICAS DE INTEGRACION

2 f [f(u) + glu)] du = ff(u) e f o) du

un+l
4,Ju"du—n+l+(l‘, n# —1
6. Je“du=e“+C

8. Jsenu diu = —cosu+ C

10. Jlan udu = —In|cos u| + C



ol REGLAS BASICAS DE INTEGRACION

11. |cotudu = In|senu| + C 12. szudu = In|secu + tanu| + C

13. |cscudu = —In|cscu + cotu| + C 14. Jsuczuduztanu-l—c

du

17. |cscucotudu = —cscu + C 18. J— = E]ICSEIIE + C
a

2 _ 2 a

19.

15. fcsc udu = —cotu + C 16. Jseacutanudu=secu+c

_du i du 1 ||
— arctan— + C 20, | ———= —arcsec— + C
Ju\fuz —a* a a



Integrales indefinidas

1
fsenkxdx = —Ecoskx+ C

1
jcos kx dx =Esenkx+ C

1
jsecz kx dx =Etankx+ C

1
j cosec? kx dx = —Ecot kx + C

1
jseckxtankx dx = Eseckx +C

1
j cosec kxcotkx dx = —Ecosec kx+ C

REGLAS BASICAS DE INTEGRACION



" J AREA

Propiedades de la suma empleando notacion sigma
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" A Integracion por Sustitucion

Estrategia para realizar un cambio de variable

1.

Seleccionar una sustitucién u = g(x). Usualmente, conviene elegir la parte
interna de una funcidon compuesta, tal como una cantidad elevada a la
potencia. También puede verificarse dentro del integrando cual de las dos
funciones seria “la primitiva” y cual su derivada, eligiendo la primera como
u.

Calcular du = g'(x)dx

Reescribir la integral en términos de la variable u (recordar que si en el
integrando aparece una x se debe expresar también en términos de u).

Encontrar la integral resultante en términos de u.
Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada en términos de x.

Verificar la respuesta por derivacion.



" J Integracién por Sustitucién

SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS (g > 0)

1. Paraintegrales que contienen /a2 — 42, sea

= asen (. ;
Entonces +/ ac — Wl = acos #, donde =
-2 =0=w/2

2. Paraintegrales que conticnen a2 + 2, sca

il
[
# = atan 0. iy
JR‘/" )
Entonces 1.,#.115 + 42 = gsce 0, donde
\ a
i |
[
8
Fé

—-wf2< @< w2 =

3. Paraintegrales que contienen /u? — a?, sea

—
u = asecf. /
M

Enlonces

H —a

atan 0,si 4 >d,donde 0 = 0 < w/2
A= _gtan 0siu< —a, donde /2 < 0= .

Tener en cuenta que u es una variable y a es una constante



Integracién por partes (Larson, pag. 527-532; Thomas, pag. 436-441)

Estrategia para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porciéon mas complicada del integrando que se
ajuste a una regla basica de integracion y como u el factor restante del
integrando.

2. Intentar tomar como u la porcion del integrando cuya derivada es una
funcidon mas simple que u, y como dv el factor restante del integrando (dv
siempre incluye a dx del integrando original).




" J Integracién por partes

Resumen de integrales comunes utilizando integracion por partes

1. Paraintegrales de la forma:
fx"e“xdx,fxnsen (ax)dx,fx" cos(ax) dx

Seau = x"yseadv =e*®dx,sen(ax)dx, o cos(ax) dx

2. Paraintegrales de la forma:
f x™In(x) dx, f x™arcsen (ax)dx, j x™ arctan(ax) dx

Seau = In(x), arcsen(ax), o arctan(ax) y sea dv = x™dx

3. Paraintegrales de la forma:

j e“sen (bx)dx, j e cos (bx)dx

Seau = sen(bx)dx, o cos(bx) dx yseadv = e**dx




" JE—— Intacracién por partes

Estrategia para la evaluacion de _[ sen™x cos*xr dx

a) i la potencia del coseno es impar (n = 2k + 1}, extracmos un factor coseno y
utilizamos cos’x = 1 — sen’x para expresar los factores restantes en términos del
SEN0:

J sen™x costly dy = J sen™x (cos®xfcos x dx
= Imn”x (1 — senx)*cos x dx

Despuds sustiluimos & = sen x.

b) Si la polencia del seno es impar (m = 2k + 1), extracmos un faclor seno y
usamos sen’x = 1 — cos’x para expresar los factores restantes en Wrminos
del coseno:

J sen™ 'y cos"x dx = J- (sen®s)* cos™x sen x dx
= I{l — cos™x)*cos"x sen x dx

Despuds sustitnimos 4 = cos x. [Observe que si la polencia de ambos, seno y
coseno, ¢s impar, puede wtilizarse a) o b).]

¢) 5i las polencias de ambos, seno y coseno, son pares, ulilizamos las identidades
del dngulo medio

senx = 1(1 — cos 2x) cosx = 51 + cos 2x)
Alpunas veces es aul ulilizar la identidad

1
SCN X COos X = gsen 2x




" Integracién por partes

Estrategia para la evaluacidn def tan®r sec'y dx

a) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, & = 2), extracmos un factor secx y
utilizamos secix = 1 + tanix para expresar los factores restantes en términos
de tan 1

I tan™x sect*r dx = | tan™x (seci)* ! sectr dx

= | tan"™x (1 + tan®* ' sec?s dx

Después sustiluimos g = (an x.

b) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), exiraemos un factor
sec x tan ¥ y ulilizamos tan"x = sec’x — 1 para expresar los factores restantes
en Iirminos de sec x;

J tan™ 1y sec®x dx = | (tlane) sec™ ' sec x tan x dx

= i{su:z.t — 1) sec™ "x sec x tan x dx

Después susliluimos B = sec x.




Fracciones simples o parciales (Larson, pag. 554-560; Thomas, pag. 453-461)

DESCOMPOSICION DE Nix)/D(x) EN FRACCIONES SIMPLES

1. Dividir en caso impropio: Si N(x)/D(x) es una fraccién impropia (es decir, si
el grado del numerador es mayor o igual al grado del denominador), dividir el
denominador en el numerador para obtener

Nx)
D(x)

Nx)

D) = (a polinomio ) +

donde el grado de N,(x) es menor del grado de D(x). Entonces aplicar los pasos
2, 3 y 4 a la expresion racional propia N,(x)/D(x).

2. Factorizar el denominador: Factorizar completamente el denominador en fac-
tores de los tipos

(px + g)m y (ax® + bx + )"

donde ax? + bx + ¢ es irreducible.
3. Factores lineales: Para cada factor lineal (px + g)™, la descomposicion en frac-
ciones parciales debe incluir 1a suma siguiente de m fracciones.
A Ay A
+ + - 4+ —"
(px+4q) (px+g)? (px + )"

4. Factores cuadraticos: Para cada factor cuadrético (ax? + bx + ¢)", 1a descom-
posicion en fracciones parciales debe incluir la suma siguiente de n fracciones.

Bx+ C, Bx + C, Bx+ C,
2 2 T 2 K
axt + bx+c¢  {ax* + bx + ¢©) (ax* + bx + ¢)




Procedimientos para adaptar los integrandos a las reglas basicas

Técnica Ejemplo
Desarrollar (el numerador). (1+e)=1+2e*+ ¥
1+x 1 X
Separar el numerador. =
2 2l 2+l 2+
Completar el cuadrado. ! = 1
2t—x2  J1—(x—1)
2
Dividir la funcién racional impropia. LE . )= =l
A 2 +1 d x2+1
Sumar y restar términos en el numerador. 2 S22 ET2 PR 2xTH 2 W 2
4+2x+1 x2+2x+1 2+2x+1 (x+ 102
Usar identidades trigonométricas. cot?x =esc?x — 1
Multiplicar y dividir por el conjugado pitagdrico. 1 = ( 1 )(] L2 'x) = LE sen x
1+senx \1+ senx/\1 —senx/ 1—sen’x

1 —senx 3 senx
= ——— =seclx

cos? x cos x




Integrales impropias (Larson, pag. 580-586; Thomas pag. 478-486)

DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS

1. Sif escontinua en el intervalo [a, ©), entonces:

wa(x)dx = l}l_t)glo jabf(x)dx

2. Si f es continua en el intervalo (—oo, b], entonces:

J_boo f(x)dx = al_i)r_noo f ’ f(x)dx

3. Sifescontinua en el intervalo (—oo, ), entonces:

J_o:of(x)dx B f_coof(x)dx + Joof(x)dx,c € R




" J Integrales impropias

1.

DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON DISCONTINUIDADES INFINITAS

Si f es continua en el intervalo [a,b), y tiene una discontinuidad infinita en b
entonces:

fbf(x)dx = Cl_i)rgl_ jcf(x)dx

a a

Si f es continua en el intervalo (a, b], y tiene una discontinuidad infinita en a,
entonces:

b

j bf (x)dx = Cl_ig}+ j f(x)dx

a c

Si f es continua en el intervalo [a, b], excepto para algin c en (a, b) en que f tiene
una discontinuidad infinita, entonces:

jbf(x)dx = jcf(x)dx + jbf(x)dx

En los casos 1 y 2, la integral impropia converge si el limite existe, de otra forma,
diverge. En el caso 3, la integral impropia en la izquierda diverge si alguna de las
integrales impropias de la derecha diverge.




Integrales impropias

j""dx_
1 xP

\

Un tipo especial de Integral impropia

(1
pT]. Sip>1

kdiverge sip<1




" J Integrales impropias

Criterios para convergencia y divergencia

Cuando no podemos evaluar de manera directa una integral impropia, tratamos de
determinar si converge o diverge. Los principales criterios para convergencia o divergencia
son la comparacion directa y la comparacion del limite.

CRITERIO DE COMPARACION DIRECTA
Sean f'y g continuas en [a, ) con 0 < f(x) < g(x) para toda x > a. Entonces

Jr f(x)dx converge si J g(x)dx converge
a
f f(x)dx  divergesi J g(x)dx  diverge
a a
Ejemplos:
0 2
fl —Senxf dx, converge yaque 0 < sen’x < — sobre [1,00) y f —dx converge.

floo = dx ,diverge ya que ﬁz Sobre 1,oo)yf1°°%dx diverge.

x2-0,1



" Criterios para convergencia y divergencia

CRITERIO DE COMPARACION DEL LIMITE
Si las funciones positivas f y g son continuas en [a, ©) y si

fx)

lim——==L 0<L<o
x> g(x)

entonces

L oof (x)dx vy Ja oog (x)dx

Ambas convergen o ambas divergen.




