INGRESO 2019
EXACTAS ¥ NATURALES MATEMATICA

MatoarmmAticna

UNIDAD N°6
TRIGONOMETRIA

¥i

El material que compone estas notas ha sido elaborado por la Prof. Estrellita
Sobisch y revisado por las Profesoras Gisela Fitt y Celeste Scatragli, para
brindarles a todos los estudiantes que cursen el mddulo de Matematica,
correspondiente al INGRESO de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
de la Universidad Nacional de Cuyo, la posibilidad de revisar conceptos y
habilidades de la disciplina adquiridos en el nivel medio, que son necesarios
para poder cursar exitosamente las materias del Ciclo Basico.

Para el mismo se utilizaron las notas de clases de los docentes y como
bibliografia principal:

- STEWART, J y Otros. (2001). Precdlculo (3ra ed.) México D. F.,
International Thomson Editores, S.A.

Pag.1de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra

=Y



INGRESO 2019
FACULTAD DE CIENCIAS MATEM ATICA

EXACTAS Y NATURALES

1. INTRODUCCION

La trigonometria es una de las ramas mas versatiles de las matematicas.
Tiene aplicaciones tanto tedricas como practicas.

El poder y la versatilidad provienen del hecho que puede considerarse de dos maneras diferentes.
Una de ellas define la trigonometria como el estudio de funciones de numeros reales, la otra como
estudio de funciones de dngulos.

Las funciones trigonométricas definidas de estas dos formas son idénticas —asignan el mismo valor
a un numero real dado (en el segundo caso, el nUmero real es la medida de un angulo). La diferencia
es sélo el punto de vista.

En uno de ellos, se presentan aplicaciones que abarcan procesos dindmicos como el movimiento
armonico, el estudio de ondas sonoras y la descripcién de los fenémenos periddicos.

El otro enfoque permite aplicaciones estaticas, como por ejemplo la medicidn de distancias, fuerza,
velocidad y, en general, aplicaciones que comprenden la medida de longitudes y direcciones.

2. LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

El conjunto de puntos del plano cartesiano que se encuentran a una distancia 1 (unidad de longitud)
del origen, es una circunferencia cuyo radio mide 1 (unidad de longitud). Representada por C(g,1)
cuya ecuaciénes x? + y2 =1

i

Definicidn de Circunferencia Unitaria

La Circunferencia Unitaria con centro en el origen de coordenadas O y radio r = 1, C(g,1), es el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan del origen O una distancia de 1 unidad. Su
ecuacién es (x — 0)2 + (y — 0)2 = 1, mas conocida como x? + y2 = 1

Los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro cuadrantes, nombrados en el sentido antihorario,
como indica la figura. Los puntos ubicados en cada cuadrante tienen coordenadas con signos
positivos o negativos como esta indicado.
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) v
.‘ A B
Segundo Cuadrante Primer Cuadrante
I1° Cuadrante I* Cuadrante
y=0 y>0

_ -
"_ x {: U X } {] ""-
’ y<0 y<0

Tercer Cuadrante Cuarto Cuadrante
l ITT° Cuadrante I'V® Cuadrante

El signo de las coordenadas de un punto P(x,y) segun el cuadrante son:

CUADRANTE X Y
PRIMER CUADRANTE + +
SEGUNDO CUADRANTE - +
TERCER CUADRANTE - -
CUARTO CUADRANTE + -

¢Como sabemos si un punto P esta en la Circunferencia Unitaria C(p,1)?

Ejemplo 1: Un punto en la Circunferencia Unitaria

Demuestre que el punto P (\g—g,\g—g)esté en la Circunferencia Unitaria
Solucion
Necesitamos demostrar que este punto cumple con la ecuacién de la circunferencia, es decir, x2 +
y? =1.
2 2

V3 N V6 3 L6

3 3/ 9 9
Podemos afirmar que P esta en la Circunferencia Unitaria. ¢

Si un punto P(x, y) del plano verifica x? + y? < 1 se dice que es un punto interior de Coon)
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Si un punto P(x,y) del plano verifica x? + y% > 1 se dice que es un punto exterior de Coon

Observacién: Tanto la coordenada x como la coordenada y deben ser menores o iguales a 1 para que
el punto P esté sobre la circunferencia unitaria

Si conocemos el cuadrante y una de las coordenadas de P, podemos facilmente encontrar la
coordenada faltante.

Ejemplo 2: Localizacion de un punto en la Circunferencia Unitaria

El punto P(g,y) estd en la Circunferencia Unitaria en el cuadrante IV. Encuentre su

coordenada y
Solucion

Como esta en la Circunferencia Unitaria, entonces

V3
_ 2 -1
(z) »
3 1
2 =] —===
Y 4”1
¥l =2
YI=3
y==3
Como el punto esta en el IV cuadrante, su coordenada y debe ser negativa, asi que y = —% ¢

Trabajo Practico

Ejercicio N°1
Determine cudles de los siguientes puntos estdan en el circulo unitario, cudles pertenecen a la
circunferencia unitaria y cudles se hallan fuera del circulo unitario.

a. (—E —ig)

7’ 7

o

e.

o

~ A/—|\/—\
e
R
w N
—

Ejercicio N°2
Determine la coordenada faltante de P, si se sabe que P es un punto de la circunferencia unitaria
ubicado en el cuadrante indicado.
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Coordenadas Cuadrante
(x 1) Il
173
2
5) |
3
(_ = y3) 1

Puntos sobre la Circunferencia Unitaria

Suponga que t es un numero real.
La pregunta es: ¢{COmo hacemos para localizar este nimero real en la circunferencia unitaria?

Respuesta: Empezando en el punto (1,0) y desplazandonos en el sentido contrario a las agujas del
reloj si t es positivo, o bien, en el sentido de las manecillas del reloj si t es negativo, tantas unidades
de medidas como indica t. De esta forma llegamos al punto P(x,y) sobre la circunferencia
determinado por el nimero real t. A este punto lo Ilamamos punto terminal.

YA yi
P(x,y) e
>0
>
0 I X 0 I x
<0
P(x,y)
Punto P(x, y) sobre la circunferencia Punto P(x, y) sobre la circunferencia
determinado por £ < 0 determinado por 1 > 0

La longitud de la circunferencia unitariaes C = 2nr = 2m(1) = 2w . Entonces, tomando como punto
de partida a (1,0), si t se desplaza en el sentido contrario a las agujas del reloj a lo largo de la
circunferencia, retornando al punto de partida, t habra recorrido una distancia de 2w unidades (de
longitud)

. . . . . / . 1
Si t se desplaza la mitad del camino alrededor de la circunferencia, habra recorrido 5(271) =7

unidades

. . . . 1 s
Para desplazarse un cuarto de la distancia alrededor de la circunferencia, t recorre Z(Zn) =3

unidades
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La pregunta es: iDdnde se encuentra el punto terminal cuando t recorre ciertas distancias a lo largo

de la circunferencia?

Sitrecorre toda la
circunferencia

C =2nr =2n(1) = 2x

P(x,y) se encuentra
en la posicién (1,0)

t=2m
\P{],{}]

AW

Si t recorre tres
cuartas partes de la
circunferencia

3 3

Z (ZTL') = ETI.'
P(x,y) se encuentra

en la posicidn

.
.

P(x,y) se encuentra
en la posicién (—1,0)

(0, _1)
Si t recorre la mitad de " Sit rec;?igedlz Icauarta po ;’]‘
la circunferencia t=m P , p =2
y/\ circunferencia ‘\
1 P(—1,0)
- (277,') =T 0 1 1 T 0 | x
2 * -(2n) == 2

P(x,y) se encuentra
en la posicion (0,1)

Trabajo Practico

Ejercicio N°3

a) t=1

b)t =2,5

i

ogt=-11

Mediante la figura encuentre el punto sobre la circunferencia determinado por el nimero real
t, con coordenadas con una cifra decimal.

d)t = 4,2

Ejemplo 3: Dado t, determinar el punto P(x,y)

Calcule el punto P(x,y) sobre la circunferencia unitaria determinado por cada nimero real t dado.

a) t=3m

b)t=—-m

oOt=—=

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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Solucion

De acuerdo con la siguiente figura observamos que

yi
=N :
v P(-1,0)
P(-1,0), O g n\ﬂ/| . !
] t ™

AW
N

P(0, 1)
a) El punto determinado port = 3mes (—1,0)
b) El punto determinado port = —mes (—1,0)
c) El punto determinado por t = —ges (0,-1) ¢
» Observe que valores diferentes de t pueden determinar el mismo punto. Esto no ocurre en la

recta real.

Puntos especiales sobre la circunferencia y la determinacidén de sus coordenadas

Parat =0

Fig. 1
Entoncesy =0,x=1y Pes(1,0)

T
Parat _Z

El punto terminal P(x,y) determinado por t = % estd a la misma distancia de (1,0) que de (0,1)

sobre la circunferencia unitaria como muestra la figura 2.
Vi

Fig. 2
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Dado que la circunferencia centrada en el origen es simétrica respecto a la recta y = x, se infiere
gue P queda sobre esta recta. De este modo, P es el punto del primer cuadrante donde se cortan la
circunferencia x? + y%2 = 1 y la recta y = x. Resolviendo este sistema de ecuaciones no lineales
tenemos:

x% + x? = 1 sustituyendo y por x

2x?% = 1 sumando términos semejantes

x? = > multiplicando por el inverso multiplicativo ambos miembros de la ecuacion

=

|x| = % btencidn de las raices cuadradas

x =+ resolviendo la ecuacion en valor absoluto

5 Sl

X = i; racionalizando
, . V2 ., V2
Como P esta en el primer cuadrante, x = ~ ycomoy =x, entonces tenemos también y = - Por

T V2 ﬁ

lo tanto, el punto determinado por t = S €s P (7 'S )

Veamos como obtener las coordenadas de P(x, y) para otros valores de t:

4

Parat =
YA
R(0O, 1)

(1y>1/ ;\\ P(x,y)
.| L ,
: \ 0 : |

Fig. 3
De la figura 3 podemos observar que

d(PQ) = d(PR) pues es la cuerda correspondiente a arcos de longitud de 2 (g)

d(PQ) = 2y = d(PR) observando la figura 1

2y =/x2+ (1 —y)2 = /x% + (1 — 2y + y2) desarrollando el cuadrado
2y =y (x2+y2)+1—-2y=,/1+1-2y =,/2 =2y reordenandoy (x,y) € C(0,1)
4y? = 2 — 2y elevando al cuadrado

4y? 4+ 2y — 2 = 0 resolviendo la ecuacion
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Las raicessony = 0,5y y = —1 La segunda raiz se descarta pues 2y > 0 ya que y es una
distancia.

: 1 2 (1)?
S|y=5,entonces,x +(5) =1

, (1)2_1 1 3
= 2) 5747,
| I—\/§
=7
R
XEES
, . b3 V3 1
Como x estd en el primer cuadrante cuando t = p P (7,5)

Parat =z
3

Fig. 4

d(PQ) = d(PR) = 2x > 0

2x =/y2 + (x — 1)2 = /y2 + (x2 — 2x + 1) desarrollando el cuadrado

2x = \/yz + x?2 —2x 4+ 1=+2—2xreordenandoy (x,y) € C(0,1)
4x? = 2 — 2x elevando al cuadrado

4x?% + 2x — 2 = 0 resolviendo la ecuacién

Lasraicessonx = 0,5y x = —1 < 0. Esta ultima se descarta pues 2x > 0 ya que x es una distancia
2
ix =1 1 2 —
Slx—z,entonces, (2) +yc =1
2_q (1)2_1 1 3
y=272) T 1T,

||—\/§
Y=
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RE
y=x5
. . 1 3
Como x estd en el primer cuadrante, cuandot =—, P (5 ,?)
Parat = =
VA "
t=—
(0,1) 2
0 X
Fig. 5
Entoncesx =0,y=1y Pes(0,1)
Resumiendo
0 T T T T
t 6 4 3 2
3 2 V2 1 V3
Punto (1,0) V31 V2 2 133 0,1)
Terminal 2’2 2’ 2

e
Fa

< .
il rq|.‘-—

el
oS
<S

ju; (1,0) x

Pregunta: ¢Para qué nos sirven estos numeros

t € Ry sus respectivos puntos terminales P(x,y)

localizados en la circunferencia, todos en el primer cuadrante?

Respuesta: Podremos obtener las coordenadas de puntos en los demas cuadrantes.
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Pregunta: ¢ De cualquier punto?

Respuesta: De inicio, infelizmente, NO, s6lo de puntos simétrico a éstos, respecto de los ejes de coordenadas.

Ejemplo 4: Determinacidn de puntos sobre la circunferencia

Calcule el punto sobre la circunferencia determinado por cada ndmero real dado t.

a) t= -z YA
4

i =-= ¥2 N2

El punto P(xq,y,) determinado por t = R el punto Q(x3,y5) ’\Q( =%
. s . . .

determinado por t = 5 tienen las mismas coordenadas en el eje x T
(esto es, x; = x,) pero coordenadas opuestas en el eje y (esto es, 9 %
Y1 = —Y3), ya que Q se encuentra en e/ [ Cuadrante y P en el IV { =

Cuadrante. /,,

Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el IV Cuadrante en la a)
circunferencia son (\/2/2,—\/5/2) .

3
b) t= + Ya

. 31
El punto P(xq,y1) dentermlnado por t ===y el punto Q(xy,v,) . (¥, 42)
determinado por t = " tienen las mismas coordenadas en el ejey
(esto es, y; =y,) pero coordenadas opuestas en el eje x (esto es,

X1 = —X3), ya que Q se encuentra en el l Cuadrante y P en el IV 0 1 X
Cuadrante.
Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el II Cuadrante en la b)

circunferenciason (—v2/2,v2/2) ¢

c) t=-= YA
6

El punto P(x;,y;) determinado por t = —5?” y el punto Q(x3,Y3) ()( A )
determinado por t =% tienen coordenadas opuestas en el ejey "' 8
(estoes, y1 = —y,) pero coordenadas opuestas en el 0
+ »
eje x (esto es, x; = —x,), ya que Q se encuentra en el | Cuadrante 0 1
y P en el III Cuadrante. P
Sw
St |

Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el III Cuadrante en la
circunferencia son (— V3/2,— 1/2) *

-

c)

Pag.11de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



INGRESO 2019
MATEMATICA

FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

O\
s
Ao

Qi
3/

S

Y
Jw/

Numero de Referencia y su Importancia

Los ejemplos anteriores muestran que, para conocer las coordenadas de un punto en cualquier

cuadrante, basta conocer las coordenadas del punto correspondiente en el primer cuadrante.

Introducimos el concepto de “nimero de referencia” para facilitarnos el calculo de los puntos sobre

la circunferencia.

Numero de Referencia

yeleje x.

Sea t un numero real. El nimero de referencia t asociado a t es la distancia mas corta a lo
largo de la circunferencia unitaria entre el punto sobre la circunferencia determinado por t

Asi:

Primero y Cuarto Cuadrante

Sit € Restalque P(x,y) quedaenelloIV
Cuadrante, donde X es positivo, el nimero tlo

encontramos desplazandonos a lo largo de la
circunferencia hasta el eje positivo X.

/
7

Ejemplos:

71T - Y
- f=2r-2 ="

a) t=T "

b) t=580 - t=2m—5,80= 0,48

b)

Vi

Segundo y Tercer Cuadrante

Sit € R estal que P(x,y) quedaen el I
o III Cuadrante, donde X es negativo, el

|\
ndmero t lo encontramos desplazandonosa | 7 \
¥

lo largo de la circunferencia hasta el eje X
negativo.

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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c) d)
Ejemplo
5 = 5 Vi
() t== s f=g—2="=
6 6 6
=
d t=-2 5 f=qg-2=T _
3 3 i

Este procedimiento se conoce como “Reduccidn al primer cuadrante”

Ejemplo 5:
Calcule el punto terminal P sobre la circunferencia determinado por cada uno de los nimeros reales

t.

a) t=2 b)t == Ot=-—=Z
6 4 3

¢Cémo procedemos?

Para determinar el punto P definido por cualquier valor de t, seguimos los pasos siguientes:

1. Encontrar el nimero de referencia t. (Recién calculado)
Encontrar el punto sobre la circunferencia Q(a, b) definido por t.

3. El punto determinado por t es P(+a, +b), donde los signos se eligen de acuerdo con el
cuadrante en el cual esta este punto sobre la circunferencia.

. 51 , . - T . 1
a) Sit= - el nimero de referencia es t = p el cual define el punto Q (\/5/2,5) sobre la
circunferencia conforme calculamos antes.

Puesto que el punto determinado por t esta en el segundo cuadrante, su coordenada X es
negativa y su coordenada Y es positiva. Por consiguiente, el punto sobre la circunferencia

deseado es P (—\/§/2 ,%)

(l. 1 L
¢

. 7 , . - .
b) Sit= Tn, el nimero de referenciaes t = %, el cual define el punto Q( V2/2,2/2 ) sobre la
circunferencia conforme calculamos antes.

Pag. 13 de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



INGRESO 2019
EXACTAS ¥ NATURALES MATEMATICA

Puesto que el punto determinado por t estd en el cuarto cuadrante, su coordenada X es
positiva y su coordenada Yy es negativa. Por consiguiente, el punto sobre la circunferencia

deseado es P(\/E/Z,— \2/2 )

Ya
=
/ 1
Q(v2/2,v2/2) \
. | i »
P(V2/2.- V2/2) - n
Bk
2 _
\\
.
. 2w . . - T . 1
c) Sit= Y el numero de referencia es t = 3 el cual define el punto Q (E ,\/§/2) sobre la

circunferencia conforme calculamos antes.

Puesto que el punto determinado por t esta en el tercer cuadrante, sus coordenadas son
ambas negativas. Por consiguiente, el punto sobre la circunferencia deseado es

(2. ~372)

»
-
~

—
-

Trabajo Practico
Ejercicio N°4
Suponga que el punto definido por t es el punto (g,g) de la circunferencia unitaria. Encuentre las
coordenadas del punto sobre la circunferencia definido por cada uno de los siguientes valores:
a. m—t
b. -t
c. m+t
d t—m

Ejercicio N° 5

Calcule el nimero de referencia para cada valor de t y el punto determinado por t.
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e.t=-m
f. t=-m
g. t= —%n
h.t=2
6

3. Funciones trigonométricas de numeros reales

Una funcioén real de variable real es una regla que asigna a cada niumero real un Unico nimero real.
En la Unidad 4 nos referiamos a este hecho como unicidad y existencia.

Usaremos los puntos sobre la circunferencia unitaria para definir las funciones trigonométricas de
numeros reales.

Sea entonces
f: R - CO,I
t—- f(t)=(x,y) talquex?+y?=1

Con estas coordenadas de P(x, y) definimos las funciones trigonométricas asi:

Definicion de las funciones Trigonométricas

Sea t un nimero real y sea P(x,y) el punto de la circunferencia unitaria determinado por t.
Definimos

sen(t) =y cos(t) = x tan(t) = % (x+0)

cosec(t) = % (y #0) sec(t) == (x #0) cot(t) = g (y #0)

Dado que estas funciones se pueden definir en términos de la circunferencia unitaria, se las llama
también funciones circulares.

Podemos esquematizar una de las funciones, a manera de ejemplo, de la siguiente manera:

] Coa N
f seno
- [ () = (x.y)
sen: Cp; — R cos: Cp; — R tan: Cp, —» R
,y) =y (xy) - x

(x,y) - % parax # 0
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Ejemplo 6: Evaluacion de las funciones trigonomeétricas

Calcule las seis funciones trigonométricas de cada nimero real t dado.

V3 s
a) t = E b) t = E
VA Segun la tabla, vemos que el punto determinado por t = ges
1
P(5.v3/2).
Las coordenadas son x = i e y=1+3/2
.. | Porlo tanto, las funciones circulares son:
X
sen(§)=y=\/§/2 COS(E)ZJC:%
T V3/2 T 2V3
tan(>) = =3 cosec (=) ==
(3) % (3) 3
1
LA N__ 2 _ V3
sec (3) =2 cot (3) =%z -3 ¢
Segun la tabla, vemos que el punto determinado por
t=ZesP(0,1).
YA Las coordenadasson x =0 e y =1
PO, 1) - Por lo tanto, las funciones circulares son:
I1=5
= Y s
sen(;)=y=1 cos(;)=x=0
- | . tan (g) no estadefinida cosec (g) = % =1
X
T , .. T\ 9 _
sec (5> no esta definida cot (5) =1= 0
Tanto tan (g) como sec (g) no estan definidas porque x =
0 aparece en el denominador en cada una de sus
definiciones.
¢
Podemos hacer la siguiente tabla, de forma nemotécnica:
t 0 T T T r
6 4 3 2
seno Vo/2 Vi/2 vz2/2 V3/2 Va/2
Coseno Va2 V3/2 V2/2 V1/2 V0,2
Al resolver y simplificar nos queda:
Pag. 16 de 70
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t 0 r r r T
6 4 3 2
Seno 0 1/2 V2/2 V3/2 1
Coseno 1 V3/2 V2/2 1/2 0
Esta tabla puede ser completada con las demas funciones trigonométricas:
t 0 r r r T
6 4 3 2
sen(t) 0 1/2 V2 V3 1
2 2
cos(t) 1 V3 V2 1/2 0
2 2
tan(t) 0 ﬁ 1 V3
3
t
cosec(t) L 5 N zf 1
sec (t) 1 2v/3 VZ 2
3
t(t
cot(t) 3 1 ? 0

Como podemos observar, existen algunos valores de t para los cuales algunas funciones no estan
definidas.

Determinaremos entonces sus dominios:

Como sen(t) =y y cos(t) = x, ambas funciones estan definidas para todos los nimeros reales.

Ya tan(t) = % (x #0) ysec(t) = i (x # 0) no estan definidas cuando P(x,y) tiene coordenada

. 3
x = 0. Esto ocurre, por ejemplo, para t = g y parat = ST

.1'. b rr
==
(0, 1) ,-*’f/ Z
Como P pasa por estos puntos cada nm - veces,
podemos sintetizar el dominio de la tan(t) y de la
sec(t) como
0 (1,0} x T
{te R: t¢5+nn paratodo neZ }
3
Tet=1g
2

Como cot(t) =§ (y#0)y cosec(t) =§ (y # 0) no estan definidas para y = 0, estos casos

deben ser excluidos del dominio.

Pag. 17 de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

INGRESO 2019
MATEMATICA

éCuando el punto final P tiene ordenada y = 0?

Esto ocurre cuandot =0, n, 2m, 3m,...., nm,
I6gicamente, estos valores deben ser retirados del
dominio de estas funciones. El dominio queda asi:

{te R: t # nm paratodon e Z}

Dominio de las funciones trigonométricas

Funcion

Dominio

seno, coseno

Todos los niUmeros reales

tangente, secante

, . T .
Todos los numeros reales diferentes de 3 + nm para cualquier enteron

cotangente ,cosecante

Todos los numeros reales que no sean nmr para cualquier enteron

Conocemos los valores de las funciones trigonométricas para los t que determinan puntos en el
primer cuadrante. Para calcular los valores de las funciones en los demas cuadrantes, lo primero que
necesitamos conocer son los signos que toman las mismas en los diferentes cuadrantes.

Los signos de las funciones trigonométricas dependen del cuadrante en el cual se encuentre el punto
determinado por t, conforme indica el siguiente cuadro.

Signos de Las Funciones Trigonométricas
Cuadrante Funcién Positiva Funcién Negativa
I Todas Ninguna
11 Seno, Cosecante Coseno, Secante, Tangente, Cotangente
111 Tangente, Cotangente Seno, Cosecante, Coseno, Secante
IV Coseno, Secante Seno, Cosecante, Tangente, Cotangente

¢Como determinamos el signo de una funcién trigonométrica?

Pag. 18 de 70

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra




INGRESO 2019
EXACTAS ¥ NATURALES MATEMATICA

Ejemplo 7: Determinacidn del signo de la funcion trigonométrica

a) cos (g) > 0, porque el punto determinado por t = % estd en el cuadrante |.

b) tan 4 > 0, porque el punto determinado por t = 4 esta en el cuadrante lll.

c)Sicost < 0y sent > 0, entonces el punto determinado por t tiene que estar en el cuadrante
1. ¢

Ejemplo 8: Evaluacion de las funciones trigonomeétricas

Determine cada uno de los valores.

a) cos (2?”) b) tan (— g) c)sen (1%”)

Solucion

. . 2
a) Paso 1: Determinar el signo: ?” € II Cuadrante, por lo tanto

cos (2—7[) <0
Yi 3

, . - 2T T
Paso 2: Buscamos el nimero de referencia: t = T — <=3

wi
o af B
-

. 21 T 1
Paso 3: Evaluamos la funcidén: cos (?) = —cos (E) =—=

2
0 ! cos (2—;) = —cos (g) = —%

N

Signo .
NumerOfie la tabla
referencia .

b) Paso 1: Determinar el signo: —g € IV Cuadrante, por lo tanto

Y tan (— g) <0
Paso 2: Buscamos el nUmero de referencia: t = g
0 Paso 3: Evaluamos la funcién: tan (— g) = —tan (g) = —/3
w | A ::
i==5 . T T
3 — )= — )= —
_ tan( 3) tan (3) V3
= £ /v
| PN
; Valor de
Signo .
Numero .de la tabla
referencia .
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. . 16

¢) Paso 0: Reducir a un giro. Como 41 = 2
19 16 3

Tenemos —mT ——mT =-T

4 4 4

. . 3
Paso 1: Determinar el signo: e € IV Cuadrante, por lo tanto

Vi N
sen (—n) >0

| p=2F i

T = % ) \ 4 Paso 2: Buscamos el nimero de referencia: £ = —
¥ - Paso 3: Evaluamos la funcidn:
0 v

\ J (19 ) (3 ) N (n) +\/§
sen|—mn |=sen|-m ) = +sen(=) = +—
T 4 4 4 2

sen (Bn) = sen (3 rr) = +sen (H) =+ V2
4 ~ 4] 4] T2
/
/ I \ Valorde

Restade 41T Signo -
Nidmero de la tabla

referencia *

Relacidn entre funciones trigonométricas de (t) y de (—t)

e
-

Consideremos la relacién entre las funciones trigonométricas
de tylas de —t que se desprenden de la figura.

sen(—t) = —y = —sen(t)

=Y

cos(—t) = x = cos (t)

tan(—t) = —7)/ = —% = —tan (t)

Funciones que se comportan como seno y tangente son denominadas impares, mientras que las que
se comportan como el coseno se las denomina funcién par.

Se desprende que las co-funciones tienen el mismo comportamiento: cosecante y cotangente son
impares, secante es par. En resumen:

Propiedades pares e impares

El seno, la cosecante, la tangente y la cotangente son funciones impares; el coseno y la secante
son funciones pares.

sen(—t) = —sen(t) cos(—t) = cos (t) tan(—t) = —tan (t)
cosec(—t) = cosec(t) sec(—t) = sec (t) cot(—t) = —cot (t)
Pag. 20 de 70
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Ejemplo 9: Funciones trigonométricas pares e impares

Utilice las propiedades pares e impares de las funciones trigonométricas para determinar cada uno
de los valores.

a) sen(— %) b) cos (— %)
Solucion

De acuerdo con las propiedades pares-impares y la tabla, tenemos

T 3 1 .
a) sen (— —) = —sen (—) =—= El seno es impar
6 6 2

b) cos (—g) = cos G) = g El coseno es par ¢

Ejemplo 10: Calculo de todas las funciones trigonométricas a partir del valor de una

. 3 . . . .
Si cos(t) = SV t estd en el cuadrante IV, calcule los valores de todas las funciones trigonométricas
ent.

Solucion

De acuerdo con las identidades pitagdricas tenemos

sen?(t) + cos?(t) = 1

2
sen?(t) + (%) =1 Sustitucion de cos(t) = %
2 9 16 . 2
sen“(t) =1——=— Despeje de sen“(t)
25 25
sen(t) = ig Obtencién de las raices cuadradas
Puesto que este punto esta en el cuadrante IV, sen(t) es negativo, de modo que sen(t) = 1

c-
Ahora que ya conocemos tanto sen(t) como cos (t), podemos calcular los valores de las otras
funciones trigonométricas usando sus definiciones:

4 3 y sen(t) —4/5
=sen(t) = —= X =cos(t) == tan(t) === = =-4/3
Y © 5 © 5 © x  cos(t) 3/5 /
1 1 5 1 1 5 X 1 3
cosec(t) =—= =—=—= sec(t) =—= = — cot(t) =—= = ——
© y  sen(t) 4 © x cos(t) 3 © y tan(t) 4
¢
Trabajo Practico
Ejercicio N° 6
Determine sin calculadora el valor exacto de la funcidn trigonométrica en el nimero dado.
2T 51 7T
a. sen— b. cos— c. tan—
3 6 3
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51 71 T
d. cotT e. sec— f. cosec ——

Ejercicio N° 7
Estime el valor aproximado de la funcidn trigonométrica dada usando a) la figura y b) una
calculadora. Compare los dos valores.

a) sen(1) b) cos (0.8) c) sen(1.2) d) cos (5)
e) tan (0.8) f) tan(—1.3) g) cos (4.1) h) sen(—5.2)

y

Ejercicio N° 8
Se proporciona el punto P(x,y) determinado por un nimero real t. Encuentre sen (t),
cos (t) y tan (t).

g @Y e o (2D 9 (5

5’5 4 4
Ejercicio N°9
Determine los valores de las funciones trigonométricas de t a partir de la informacion

proporcionada.

a) sen(t) = %, el punto definido por t estd en el cuadrante 11
b) cos(t) = % , el punto definido por t esta en el cuadrante I1I

c) sec(t) = 3, el punto definido por t esta en el cuadrante IV
d) tan(t) = —z,cos(t) >0
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Graficas de las funciones trigconométricas

La grafica de una funcién describe el comportamiento de ésta.

Las funciones trigonométricas pueden ser graficadas y se les pueden aplicar las mismas
transformaciones que se estudiaron en la unidad 4, a saber, sumar (dentro y fuera del argumento),
multiplicar (dentro y fuera del argumento) y reflejar.

Comenzaremos graficando el seno y el coseno.

Algunas observaciones se imponen. La primera es que dichas funciones, al estar definidas en funcién
de las coordenadas del punto P(x,y) sobre la circunferncia unitaria, necesariamente, repiten su
valor segun cierto patroén.

Recordemos que la longitud de la circunferencia unitaria es 2. Podemos inferir entonces que el
punto P(x,y) determinado por (t) es el mismo que el determinado por (t + 2m). Este hecho lo
podemos expresar en término de las funciones trigonométricas. Asi:

sen(t + 2nm) = sen(t) para cualquier enteron

cos(t + 2nm) = cos (t) para cualquier enteron
A este tipo de funciones se las conoce como funciones periddicas.
Una funcidn se dice periddica si existe un nimero positivo "p" tal que f(t + p) = f(t) para todo t.
Tal nimero positivo minimo "p", si existe, es llamado de periodo de la funcidn f.

Si f tiene periodo p, entonces se dice que la grafica de f en cualquier intervalo de longitud p es un
periodo completo de f.

Propiedades periddicas del seno y el coseno

Las funciones seno y coseno tienen periodo 2m:

sen(t + 2m) = sen(t) cos(t + 2m) = cos (t)

Por tanto, las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de longitud 2m.
Generalmente graficamos un periodo. En este caso, el comprendidoentre 0 < t < 2m

Podemos usar varios Métodos:

Método 1. Mediante calculadora: completar una tabla de valores, localizar los puntos en el
plano cartesiano y trazar la grafica.
Método 2. Usar los elementos aprendidos en la unidad de funciones sobre la caracterizacién de

éstas: Dominio, aqui 0 < t < 2m, ceros, puntos de maximo y de minimo, junto con
algunos recursos del item anterior, si se hace necesario.

Método 3. Usar un método geométrico, el cual me parece el mas apropiado, por lo menos en la
construccion de la grafica de la funcidn seno.

Veamos cdmo procedemos con cada uno de estos métodos, sus ventajas y desventajas.
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Funcion Seno

Método 1.

Usando esta tabla de valores construida con ayuda de la circunferencia trigonométrica (reduccién al
primer cuadrante- ejemplo 4 y 5 parte 1), localizamos los puntos en el plano cartesiano y los
unimos.

-
-]
e —|
|
B | B
+—
]
1
A
3

4

=]

£

&=

-1
|.n'
b | F
LA

|

E

L} ] ] i

Y

Un periodo de y = sen(t)
0<t<?2m

La principal dificultad de este método consiste en la localizacién de puntos tales como (g,\/z—_)

incluso del propio (1, 0)
Método 2.

Como vamos a graficar sélo un periodo, nuestro dominio “restringido” sera 0 <t < 2m . En forma
de intervalo [0, 2m).

Cabe preguntarnos por la imagen del sen(t).

Como sen(t) es la ordenada del punto P(x,y) sobre la circunferencia unitaria, entonces, —1 <y <
1. Esto nos lleva a concluir que —1 < sen(t) < 1. O sea, que la Imagen del sen(t) es el intervalo
[_1 ’ 1]

La pregunta es: ¢ Dénde ocurren estos valores extremos de la funcion?
. . T . 3
La tabla anterior nos muestra que, el sen(t) = 1si t = e sen(t) =—1sit = >

Veamos ahora los ceros de la funcion sen(t). De la tabla anterior vemos que estos ocurren en t =
0; m; 21

En este método necesitamos “conocer medianamente” el comportamiento de la funcion. Para tal fin
podemos hacer un andlisis simplificado usando esta tabla.
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I sen [
0—>E 0—->1 % la funcion es creciente
™ — .
— 1 1 >0 la funcion es decreciente
2
- 37 0— —11—la funcién es decreciente
2
3 . .
?ﬂ- > 2ar 1 -0 T la funcion es creciente

Esto nos permite hacer un esbozo con todos estos datos.

y
Valor maximo Pu{nFo de
/ minimo

,,,,,,;/cems y=sent
N\ ) A AN RN N
—ar o1 7\- fﬂ' 3UW [

—14<-
A
Puntode ~ Valor minimo

méximo - Periodo 27 >

Una imagen simplificada que conviene guardar en nuestra memoria es:

Vi

y = sent

» Periodo 2o -

¢Cual es la desventaja de estos dos métodos?

En el primero, la de la localizacidn de puntos con coordenadas irracionales. En el segundo, que debo
tener conocimiento previo del comportamiento de la funcién.

Método 3.

Para este método necesitamos el auxilio de la circunferencia trigonométrica. La ventaja que tiene, es
gue nos da una mejor idea del “significado del seno” y nos permite hacer el vinculo entre los dos
enfoques de la trigonometria, de los cuales hablamos al inicio de la unidad.

Con el auxilio de una circunferencia trigonométrica, trazamos sobre el eje x del sistema cartesiano,
la longitud de ésta. Este punto sobre el eje corresponde a 2.

Dividimos el intervalo[0, 27t] en 2 y marcamos 1. Tenemos ahora [0, ] ; [, 27].

« e g . T T
Podemos dividir cada uno de estos subintervalos, a su vez en 2. Tenemos entonces [0, 5] ; [E’ n] ;

[ ][5 2]
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Podemos repetir este proceso varias veces.

Sobre la circunferencia trigonométrica podemos ir haciendo la misma subdivision.

El siguiente grafico muestra para el punto P(x,y) = (cos G),sen G)) cémo encontrar su

correspondiente G,sen G)) para ir construyendo la grafica f(t) = sen(t). Usamos aqui la

variable t para evitar confusiones con la coordenada Xx.

Plx.y): (cns {E] ,

/~ Kﬁé -
4 ™ FARY
..." ¥y = sen (;i ‘_/ B =
#
F 4
- T
b 1 0 x 1 n 2 3 4 5 6/ 2n

.,\
\\ / Desplazamos en forma
S g ,/ horizontal el segmento

T
hasta t = i

Un esquema simplificado se muestra a continuacién para un punto genérico (cos(to),sen(to))

|COS Iy, SCN 1)

i s

2ar

En la siguiente grafica se muestra la correspondencia entre varios puntos de la circunferencia trigonométrica
y los correspondientes en la grafica de la funcidn seno

¥ ¥

loos Iy, sen L)
A D ¥y =sent

Funcidn Coseno

Analizaremos ahora la funcidon Coseno.
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Método 1.

Al igual que en el caso de la funcidon seno usamos una tabla de valores construida con ayuda de la
circunferencia trigonomeétrica, localizamos los puntos en el plano cartesiano y los unimos.

tlol Z |2 |Z2|2Zm| 52 | | = | & |30 )| 3w |la|,
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
st L1 I B3 L oL | | M| 1|, 1 M|,
2 2 2 2 2 2 2 2
Y

ar ar
513
T
i

Un periodo de y = cos ¢
0=t=27w

¥

La principal dificultad continda siendo la misma, o sea, la localizacién de puntos tales como (3,7),

incluso del propio (1, 0)
Método 2.

También vamos a graficar sélo un periodo y nuestro dominio “restringido” serd 0 <t < 2m . En
forma de intervalo [0, 2m).

Como cos(t) es la ordenada del punto P(x, y) sobre la circunferencia unitaria, entonces, —1 < x <
1. Esto nos lleva a concluir que —1 < cos(t) < 1. Es decir, que la Imagen del cos(t) es [—1,1].

¢Dénde ocurren estos valores extremos de la funcién?
La tabla anterior nos muestra que, el cos(t) =1sit=006t=2m y cos(t)=—1 si t=m

Veamos ahora los ceros de la funcién cos(t). De la tabla anterior vemos que estos ocurren en

4 3n
t—;yent— -

Analicemos el comportamiento del coseno como lo hicimos con el seno.
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I cos it
1r g2 :
0 be ] (0 <«+—— lafuncion es decreciente
w '
> > 0-» | €13l
3n o g
7> |-1-50 4+— la funcion es creciente
37 7 :
7 > 2w 0-—>1 <«——Iafuncion es creciente

Esto nos permite hacer un esbozo con todos estos datos.

Valores Maximos

Puntode Ceros \ y = cosl
maximo ><' - ‘
: \/:\/\ # /=\*
0 \t/ n’\\/ aw 1
|-
Valor
/ Punto de

Minimo I'cn(ﬂ“ 21 -
1

Punto de

Minimo

maximo

La imagen simplificada que conviene guardar en nuestra memoria es:

S ] NS m NS e

Periodo '.’!1'1'4{
Método 3.

La dificultad de aplicar el método geométrico para graficar la funcidn coseno esta en que el segmento
que representa al coseno esta sobre el eje x, entonces, hay que colocar este segmento horizontal en
forma vertical. No utilizaremos aqui este método por la dificultad manifestada. ¢

Graficas de transformaciones de Seno y Coseno

A partir de ahora, como no utilizaremos mas la circunferencia trigonométrica, haremos uso de la letra
X para representar la variable independiente de las funciones trigonométricas.

Consideraremos las graficas de funciones que son transformaciones de las funciones seno y coseno.
Podemos utilizar las mismas técnicas de graficacion de las funciones de la Unidad 4.
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Ejemplo 11: Curvas del coseno
Trace la graficas de cada funcién.

a) f(x) =2+ cos(x) b) g(x) = —cos (x)
Solucion

a) La graficade y = cos(x), se desplaza hacia arriba 2 unidades, como ocurriria con cualquier

funcidn estudiada en la Unidad 4.
Fix)g
Flx) =2+ cos(x)

SN

b) Al multiplicar por (—1) se produce una reflexion respecto del eje x de la grafica y = cos (x),
como ocurriria con cualquier funcién estudiada en la Unidad 4.

wiala

glx)= —cos(x)

KK

1

Recordemos el efecto que tiene el multiplicar fuera del argumento una funcién.

Para graficar y = cf (x):
Sic > 1, alargue verticalmente la gréfica y = f(x) de por un factor de c.
Si0 < ¢ < 1, acorte verticalmente la grafica de y = f(x)por un factor de c.

¥
¥y =cfix) y
¥ = flx)
hY . . .
[ T 0 x
¥ = flx) ¥ = cfix)

Ejemplo 12:
e Paragraficary = 2 sen (x)

Empezamos con la gréfica de y = sen(x) y multiplicamos la coordenada y de cada punto por 2. Esto
tiene el efecto de alargar verticalmente la grafica por un factor de 2. .
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. 1 i -
e Para graficar y = Esen(x) , empezamos por graficar y = sen(x)y multiplicamos la
1 .. .
coordenada y de cada punto por-. El efecto de esta operacidn es acortar verticalmente la

grafica por un factor de % . .

\ VN
2o X
2
¥ Ben X
Generalizando, en las funciones
y = asen (x) y = acos (x)

el nimero |a| se llama amplitud y corresponde, en este caso, al valor mas grande
gue alcanzan estas funciones. En caso de estar desplazada verticalmente la grafica,
la amplitud es la mitad de la “distancia entre el valor mdximo y el valor minimo”

Las graficas de y = a sen(x) para varios valores de a se ilustran en la figura siguiente.

Puesto que las funciones seno y coseno tienen periodo de 27, las funciones
y=asen(kn) y y=acos(knr) (k>0) (1)
completan un periodo cuando el argumento (kx) varia desde 0 hasta 2, es decir, cuando

0<kx<2m

0 < <27r
=%

Esto nos lleva a concluirque y = a sen(km) y y = a cos(km) completan un periodo cuando x varia

2 . . 2
entre Oy 7” O sea, tienen periodo p = 7”
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N
| s/
)
4 ARCY

Las graficas de las funciones (1) se llaman curvas seno y coseno, respectivamente y por su forma se
las conoce como curvas sinusoidales y modelan fenémenos ondulatorios

Curvas seno y coseno
Las curvas seno y coseno

y=asen(kn) y y=acos(kn) (k>0)
Tienen amplitud |a| y periodo p = 27“

. . , . 21
Un intervalo adecuado para graficar en él un periodo completo es [O, 7]

Veamos el efecto del valor k en la grafica de y = sen(kx):

Parak =3

y = sen(3x)

. 2T 21
Periodo = — =—
—_— k 3

Amplitud: |a] = 1
Intervalo Adecuado: [0,27” = [0, 2—”]

; \ 3 | ; I y = sen(3x)
; oo | I
Amplitud 8 t/\ |/\ |/\

bl I [

e
=
e

R —_—
1 periodo L—‘_ : 1 periodo I
i . ] I
1 periodo
1
Parak ==
3
%)
=Ssen|\=-x
Y 3
. 2
Periodo = — = Tn = 6n
3
Amplitud: |a] = 1
2
Intervalo Adecuado: [O, 7”] = [0,6m7]
1 periodo i
_____ g o s :
Arnplitud : _:H...a""
2 0 2 4 5 8 3 12 14 5 T
]
1 1
¥ = S8R (3:) :
I
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Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3 Amplitud y periodo

Determine la amplitud y el periodo de cada una de las funciones, y trace la gréfica.
a) y=4cos(3x) b)y=-2 Sen((%x)

Solucion

a) De la ecuacién de la funcién obtenemos la amplitud y el periodo de la siguiente forma:
Amplitud= |a|] =4

y = 4 cos(3x)
2 2w
Periodo =— = —
k 3

Amplitud = |a| =4
Periodo = 2= = 2&
— &k 3

Esto se ve reflejado en la gréfica.

iod _2m
A Perio o—?

Amplitud = 4

b) y=-2 sen((%x)

Amplitud= |a| = |-2| =2

1
y=-—2 sen((Ex)

-

Periodo = — = = 4
k

L\J|H| deJ

Amplitud = |a| = |-2| =2

. 21 21
Periodo = ~ =T = 4

2

Esto se ve reflejado en la gréfica.
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Periodo = 4m 1
R = —m i = |
|
Amplitud =2 |
|
4
7 .

Observe que la grafica original del seno esta refleja respecto del eje x por estar multiplicada por

(—2)e

Trabajo Practico
Ejercicio N° 10
Dibuje la grafica de las funciones

a) y =3+ cos (x) b) y = -2 —sen(x) c) y = |sen(x)|

Ejercicio N° 11
Determine la amplitud y el periodo de la funcidn, y dibuje su grafica.

a) y = cos (2x) b) y = —3sen(3x) c) y = 4sen(—2x)

Veremos ahora curvas desplazadas también horizontalmente.

Si las funciones tienen la forma y =asenk(x —b) o y =acos k(x —b) , sus graficas son

simplemente curvas seno o coseno, respectivamente, desplazadas en el sentido horizontal por una
cantidad |b]| .

Al igual que en las funciones estudiadas en la Unidad 4, se desplazan a la derecha si b > 0, o bien, a
laizquierda sib < 0. El nUmero b es el desplazamiento de fase. Resumimos las propiedades de estas
funciones en el recuadro siguiente.

Curvas seno y coseno desplazadas
Las curvas seno y coseno

y=asenk(x—b) y y=acosk(x—b) (k>0)
tiene amplitud |a|, periodo 27” y desplazamiento de fase b
Un intervalo adecuado para graficar un periodo completoes [b, b + ( 21 /k)]
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Ejemplo 4
Veamos las graficas de y = sen (x — —) y y =sen (x + g)
b=er <0
b=3>0

Ya / Ya

l 1 4 4w

0 T T X

3 A

y scn X

Se desplazaala

2 Se desplazaala
derecha b unidades

izquierda b unidades

Ejemplo 5 Una curva seno desplazada
Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de fase de y = 3 sen 2 (x - %) , y grafique un
periodo completo.

Solucion

Amplitud: |a] = 3

2T 2T

Periordo=—=—=1
— Kk 2

Desplazamiento de la fase: b = % > (0 desplazamiento a la derecha

Intervalo Adecuado: [b, b+ (21/k)] = E ,% + n] = E ,%ﬂ

Veremos dos estrategias para hacer el grafico:

Primera estrategia:

1- Alintervalo adecuado, lo dividimos en cuatro segmentos congruentes (de la misma longitud).

2- Como el periodo es mt unidades, la longitud de cada subintervalo es de % unidades. Los extremos

(periodo)

de estos subintervalos se obtienen sumando al extremo final del subintervalo

anterior. Asi:

T T T T T T T T T 3T 3T 3m T 3T T
PR R I o IR B I Ak B
4 "4 4 472 2°2 4 2 4 4 " 4 4 4 4

=]
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- Pervodo = >

Desplazamiento
de fase

71’
Ceros: x4 = 7 " ”

Punto Maximo en: x =

Punto Minimoen: x = 7

Segunda estrategia:

Esta manera es mas analitica y consiste en calcular los ceros, el maximo y el minimo.

Célculo de los Ceros:

Como sen(x) =0 x=0,x=m, x =27
T
35en2(x—£)=0=> 2(x—£)=0 = X =-
4 4 4
3
2(x—£)=n sx—T=2 =I5 x===
4 4 2 2 4 4 4
5 51
Z(x—z)=2n:> Z(x—z)=27t S X—C=TD X=T+o=" X =—
4 4 4 4 4 4
Calculo de la abscisa del punto de maximo:
Como sen(x) =1 & x =§
T
BSenZ(x—E)zl = Z(x—z)zE > X—-=- = x=-+- = X=-=
4 4 2 4 4 4 4 2
Calculo de la abscisa del punto de minimo:
3
Como sen(x) =-1 x=7n
3sen2(x—£)=—1 s 2(x—£)=3—” S L N LT L N
4 4 2 4 4 4 4 4
X=T
Pag.35de 70
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Teniendo identificados los puntos y conociendo la forma de la grafica, procedemos a su trazado como

muestra la figura anterior. ¢

En el Ultimo ejemplo, el coeficiente dela X es 1.

éQué ocurre si el coeficiente noes 1?

Ejemplo 6 Otra curva seno desplazada

Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de la fase de

_3 (2 +2n>
y—4cos X 3

y grafique un periodo completo.

Solucion
Aqui la x tiene coeficiente 2. Entonces llevamos la ecuacién dada a la forma y = a cos k(x — b).

Sacamos como factor el 2 de la expresion (Zx + 2?”)

y :Zcos(2x+2?n) =%c052(x+%) =2C052<x_ (_%)>

y procedemos como en el ejemplo anterior, usando cualquiera de las dos estrategias.
. 3
Amplitud: |a| = "
. 21
Periodo =—=—=m
k 2

Desplazamiento de la fase: b = —g < 0 desplazamiento a la izquierda

Intervalo Adecuado: [b, b+ (21/k)] = [—g ,—§+7T] = [—g Zn

)

3

Ya

Amplitud ':'

s X

.
®
Desplazamiento

de fase

K1 '

Penodo »

Trabajo Practico
Ejercicio N° 12

Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de fase de la funcién, y grafique un periodo
completo.

a. y=cos(x—%)
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b. y=5cos(3x—%)

c. y =%—%COS(2X—§)
d. y =sen (m+ 3x)
Ejercicio N° 13
Se proporciona la grafica de una curva seno o coseno.
a. Calcule la amplitud, periodo y desplazamiento de fase.
b. Escriba una ecuacidn que represente la curva en la forma:
y = a.sen(k.(x—b)),o bien y = a.cos(k.(x — b))
l. Il

Yk

4/\ 3
ENE

i v

| =

Ejercicio N° 14

Grafique las funciones f(x) = 2senx y g(x) =sen?x; ycomplete la siguiente tabla:
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f(x) g(x)
Dominio:
Imagen:

Ordenada al origen

Intersecciones con el eje x en

-

Graficas de la funcidon tangente, cotangente, secante y cosecante

Analizaremos la periodicidad de las funciones:

El seno y el coseno tienen periodo 2m. La cosecante y la secante, que son los reciprocos de estos,
respectivamente, también tienen periodo 2.

Vimos que tan(x) = zz:gg

esta definida. Ya cot(x) =

.Cuando x = ig,x= +

N W

T, .... el valor del coseno es 0 y la tangente no
cos(x)
sen(x)’
no esta definida. Esto hace que la periodicidad de ambas funciones sea

Cuandox =0,x = +m, .... el valor del seno es 0 y la cotangente

Propiedades Periddicas

La funcidn tangente y cotangente tiene periodo m:
tan(x + ) = tan(x)  cot(x + m) = cot(x)
Las funciones cosecantes y secantes tienen periodo 2w

cosec(x + 2m) = cosec(x) sec(x + 2m) = sec(x)

En las X donde el coseno se hace cero, la tangente presenta una asintota vertical. Un intervalo

. m T
adecuado para representar un periodo es [— E’E]

Analizando el comportamiento del cociente —ii:gg

. s
podemos concluir que cuando x se acerca a S por la
izquierda, la tangente tiende a infinito. O sea:

tan (x) » o cuando x —>§
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AV. Asintotas Verticales
| {

V3 .
Cuando x se acerca a — por la derecha, la tangente tiende
a menos infinito. O sea:

T+

tan(x) » —o0 cuando X —

+ 1 + : + ¢; )

3 3315 " |si x=0, sen(x) =0 entonces tan(x) = 0.

1.4
Su grafico esta a la izquierda.
cero de tangente de x
y = tan (x)

En las X donde el seno se hace cero, la cotangente presenta una asintota vertical. Un intervalo
adecuado para representar un periodo es [0, 7] .

AV. Asintotas Verticales

. . . cos(x)
Analizando el comportamiento del cociente sen(o) podemos
concluir que cuando x se acerca a 7 por la izquierda, la
cotangente tiende a menos infinito. O sea:

cot(x) » —o0

cuando X->n-

Cuando x se acerca a 0 por la derecha, la cotangente tiende a
infinito. O sea:

cot(x) » oo

cero de cotangente de x

cuando x - 0%t
Su grafico esta a la izquierda.
y = cot (x)
Veamos las gréaficas de secante y cosecante.
. . ’ . 1
Usaremos las identidades reciprocas para graficar: y = cosec(x) = o €V sec(x) =
1. Funcidn cosecante

cos(x)

Podemos hacer el mismo andlisis sobre la tendencia de la funcién, conforme el denominador se
acerca a los ceros por derecha y por izquierda. Esto queda reflejado de forma resumida en:

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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AV. Asintotas Verticales
) 1
Y

} \ = cosec(x) = ——
\ | | d sen(x)
| |
B senx |
4 / - ] Analicemos primero el intervalo (0,7),0sea, 0 < x <m
| 2 \ ) T T s
4 + - Si X =—, sen (—) =1 entonces cosec (—) =1
0 - 2w X 2 2 2
2 \ cosec(x) - cuando x— 0%
: ] cosec(x) - cuando x— m~
| |
| |
l \ Analicemos ahora el intervalo (7, 2m), osea, m < x < 27
. 3 3T 3
ceros de seno de x Si x= 5 sen (7) = —1 entonces cosec (7) =-1
) cosec(x) » —oo cuando x— w?
= cosec(x _
y cosec(x) » —oo cuando x— 2w

2. Funcidn secante

Hacemos el mismo analisis sobre la tendencia de la funcién, conforme el denominador se acerca
a los ceros por derecha y por izquierda que hicimos en la funcidn cosecante. Aqui debemos

. . T T 3T 3
considerar tres intervalos: (0,;) ; (5,7) ; (7.27T)

r - 1
AV. Asintotas Verticales y = sec(x) =
cos(x)
¥4 | Analicemos primero el intervalo (0, g), osea, 0<x < %

Si x=0, cos(0)=1 entonces sec(0)=1

sec(x) - o cuando x— 0%
sec(x) » o cuando x— %

P

. T 31 T 31T
\w 2w Veamos ahora el intervalo (5,7) ,05€a <x< 7

| f Si x=m, sen(m) =—1 entonces sec(m) = —1
| | o+

| | sec(x) » —oo cuando x— —

| | 2 -

| | sec(x) » —oo cuando x— -

3T
2

ceros de coseno de x

. . . 3T
Analicemos finalmente el intervalo ( ,27‘[), 0 sea, — <x<2m

y = sec(x) Si  x=2m, cos(2m) = 1 entonces sec(2m) =1

3
sec(x) » —ococuando x— 7”
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Funcion inversa

Si f es una funcién biyectiva con dominio A e imagen B, entonces su inversa f ~! es la funcién con
dominio B e imagen A definidapo f~1(x) =y < f(y) = x como muestra el esquema

ffl =y o fON=x
Por f~1 invertimos la accién de f.
Sélo las funciones biyectivas tienen inversa.

Las funciones trigonométricas no son biyectivas, tedricamente no tienen inversas.

No obstante, es posible hacer una restriccién de los dominios de tal manera que las funciones

resultantes sean biyectivas.

En este curso analizaremos las inversas de las funciones seno coseno y tangente.

La funcion inversa del seno

Se puede restringir de varias maneras el dominio del seno de modo que la nueva funcién sea

. . . . . . T T
biyectiva. Por ejemplo: el nuevo dominio puede ser el intervalo [_E’E]’ donde el seno toma los

s s
valores entre —1 y 1 exactamente una vez ya que: —1 < sen(x) < 1 cuando —5; <X =<7 como

muestra la figura abajo:

Prueba de la recta horizontal Prueba de la recta horizontal
y i
/\\ | I P i, \ | 0‘ P
b VA | ST S |4
o 0 :\/
|

no es biyectiva es biyectiva

VAR
/3:

B

win +
-

n n
y = sen(x), —§ A

y = sen(x) 2 =3

Entonces, podemos definir que la funcién inversa del sen™? asi:

sen™t: [-1,1] - [—g,g]

tal que sen"l(x) =y ff) sen(y) = x

1

La grafica de la funcién sen™" es

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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Definicidon de la funcion inversa del seno

La funcidn inversa del seno es la funcién sen™! con dominio [—1,1] e imagen
T T ..
[_5’5] definida por

sen"l(x) =y oy sen(y) = x

La funcidn inversa del seno también se llama arco seno y se escribe como arcsen.

L
y=sen 'x

L

ralg -

ar
i)

Y se obtiene reflejando la gréfica del y = sen(x), para —g <x< g respectoalarectay = x

T
2

y = sen 1(,\')-—|

+~— y =sen(x)
05

-15
Calculo de la funcidn inversa.
.~ -1 (1 . s -1 /(1
¢Como encontramos el valor de sen > ? Esto es, écdmo pensar sen 3 ?
-1 1 , T Y 1
sen™"(7) esunnimeroa, —> <a <, tal que sen(a) = >
1 s
sen(a) = 5 ©® a= <

. — 1
Por todo lo anterior: sen™! (5) =a & sen(a)=

N | =

. Y
y esto ocurre si a = g

Luego: sen™! (l) =2
2 6

, . . ’ 1
La pregunta seria entonces: ¢ Cual es numero cuyo seno es > ?
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Ejemplo 7 Evaluacion de la funcidn inversa seno

Determine:
a) sen™! (\/2—5) b) sen™! (_ g) c) sen™ G)
Solucion

. . Tom V2 m _1(V2\ _~n
a) Elnumero en el intervalo — 55| Cuyo senoes—es . Por lo tanto, sen <) =3

. . 2 _ 2
b) El nimero en el intervalo [—g,g] Cuyo seno es —g es f. Por lo tanto, sen™! (— 7) = %
3 - . _ _1(3
c) Como > > 1, este valor no pertenece al dominio de la funcién sen™?, luego, sen™?! (5) no
esta definido. .
Sabemos que la composicion de las funciones inversas nos da las identidades correspondientes.
Recordando la composicién de funciones fof™t =sen osen ™y f~lof =sen"losen
- f =sen(x)
22
fof t=sen osen™?t
Fig. 1
f = sen(x) 1 — sen1(x ,E E
[7%21 —-f @ [ 2’2]
flof = senltesen
Fig. 2
Podemos analizar la variacion de X en cada una de las composiciones asi:
sen(sen™'(x)) =x para —1<x<1
-1 s s
= —_< < =
sen (Sen(x)) X para S Sx <3
Ejemplo 8: Combinacion de funciones trigonométricas y sus inversas
—1(3
Calcule cos | sen :))
Solucion
Pag. 43 de 70
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e Solucién1
. . . _1/(3 . .
Es facil determinar sen(sen™?! (E)) . De hecho, de acuerdo con las propiedades de las funciones
. 3 . _1(3
inversas, este valor es exactamente, = Para determinar cos (sen 1 (E)) se le reduce al problema

. e _ ., L ., _1/(3
mas facil de escribir la funcidn coseno en términos de la funcién seno. Seau = sen™?! (E) Como

s s
—_——< —
SSXS7, cos(u)
es positiva y podemos escribir
cos(u) = +4/1 — sen?(u)

Por lo tanto

cos (sen”1 (2)) = + 1 —sen (sent (D))= [1- @) = [1-2= [E=1

e Solucion 2

_ 3 , . T T
Seaf = sen?! (E) Entonces, 0 es el nUmero en el intervalo [—;,;] cuyo

3
Seno es - 5

Interpretemos a 8 como un angulo y dibujemos un tridngulo rectangulo con
6 como uno de sus angulos agudos, cuyo cateto opuesto mide 3y la
hipotenusa mide 5. El cateto restante del tridngulo se determina mediante
el teorema de Pitagoras y resulta ser 4. Segun la figura, tenemos:

cos (sen‘1 (g)) = cos(0) = %

La funcion inversa del coseno

Si el dominio de la funcién coseno se restringe al intervalo [0, 7r],la funcidn resultante es biyectiva,
por lo que tiene una inversa.

Elegimos este intervalo porque en él el coseno alcanza cada uno de sus valores exactamente una
vez como muestra la figura abajo.

prueba de la recta horizontal prueba de la recta horizontal

| L
A
NS PN NG

lo |<>

no es biyectiva es biyectiva

y = cos(x) y=cos(x),0<x<m
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Definicion de la funcién inversa del coseno

La funcidn inversa del coseno es la funcién cos ™! con dominio [—1, 1] e imagen
[0, ] definida por

cosTi(x) =y <d:f> cos(y) = x

La funcidn inversa del seno también se llama arco coseno y se escribe como
arccos.

La gréfica de la funcién cos™! (fig. 3), al igual que sen™1, es simétrica respecto de larectay = x
como muestra la fig. 4.

— y=x

y = cos 1(x)

¥ = cos 'y )
rango de cos ™1 [0, 7]

e Y. £0S(X)

-1 1 2 3

| 0 1 I dominiolde cos™*

-1

fig. 3 fig. 4

Calculo de la funcidn inversa:

Aplicando el mismo razonamiento detallado para el seno.

Por definicién, y = cos~1(x) es el nimero en el intervalo [0, ] cuyo coseno es X.

s _1 (V3
¢Como encontramos el valor de cos ™! (7)?

_1(V3 . V3
cos™1 (7) esunnumeroa, 0 < a <m, talque cos(a) = >

cos(a) =\/2—§. S a= g

\E
2

Luego: cos™! (\/2_5) = %

. _ V3 . s
Por todo lo anterior: cos 1( ) =a & cos(a) ="~ yestoocurresi a = -

, e , V3
La pregunta seria entonces: ¢ Cual es nimero cuyo coseno es > ?
Ejemplo 9: Evaluacidon de la funcion inversa del coseno
_ 1 _ _ 5
Calcule: a)cos™t (E) b) cos~1(0) c) cos™?t (;)

Solucion
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, . 1 T _ 1 T
a) Elnumero en el intervalo [0, 7] cuyo coseno es Ses o Por lo tanto, cos™! (E) =7

p . T _ s
b) Elnidmero en el intervalo [0, ] cuyo coseno es 0 es - Por lo tanto, cos™1(0) = 2
.. - . . 5
c) Como ningln multiplo racional de it tiene por coseno a ~» Usamos una calculadora en el

modo radianes para determinar su valor aproximado: cos ™! (g) ~ 0.77519 .

Al igual que en el seno, de las propiedades de las funciones inversas, podemos deducir las
siguientes relaciones.

cos(cos‘l(x)) =x para -1<x<1

cos™Y(cos(x)) =x para 0<x<m

La funcion inversa de la tangente

Restringimos el dominio de la funcién tangente al intervalo [— g,g] con objeto de obtener una

funcién biyectiva.

Definicion de la funcidn inversa de la tangente

La funcién inversa de la tangente es la funcién tan™! con dominio R e imagen
m . .
(——,—) definida por
2’2
tan~1(x) =y ff) tan(y) = x
La funcidn inversa de la tangente también recibe el nombre de arco tangente y se
escribe arctan

— , . T T .
Por lo tanto, tan™1(x) es el nimero en el intervalo (_E’E) cuya tangente es X. Las relaciones
siguientes se infieren de las propiedades inversas de las funciones.

tan(tan™'(x)) =x para x € R

=il — — & T
tan (tan(x)) =Xx para S <X <3

Las graficas de y = tan (x) y de y = tan™!(x) se muestran a continuacién.

EE]

x 0 x

mlg

.. "
v fan X, > I > v Lan I
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Ejemplo 10 Evaluacion de la funcion inversa de la tangente

Determina:  a) tan™1(1)

Solucion

a) Elnumero en el intervalo

b) El nimero en el intervalo

(
(

b) tan=*(/3)

m T
;=

)
>3

cuya tangente es /3 es

c) tan1(—20)

cuya tangente es 1 es f. Por lo tanto, tan™1(1) =

e

. Porlo tanto, tan™'(v/3

i

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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3
c) Usamos una calculadora para determinar que tan™1(—20) ~ —1.52084 .
La funcion inversa de la secante, de la cosecante y de cotangente
Las graficas de las inversas de las funciones secantes, cosecantes y cotangentes se muestran a
continuacion.
Funcién Secante
y y
| | |
[ | \ 1w
| j IUN 5
| | x \
| | |
| | | ™™
TR E R L | ..
I 4 | ‘ 4'
| |
| m| | 1 |0 X
| | |
y = sec(x), OSx<§,rc£x<37” y = sec™(x)
Funcién Cosecante
y y
| | |
I I [ -
| | | =3
| | | _//
+ |
: : | | 1
P 0 ® 2w X -
I - ‘ ‘ “
| | | k
| | | + +
| | | 10 1 X
| | |
y = cosec(x), 0Sx<§,n$x<32—" y = cosec™*(x)
Funcion Cotangente
y
| . | :
| |
| |
| 1 - |
| 14 | \
| |
| T l e 4
: ; 1|0 x
| | .
| |
| |
y=cot(x), 0<x<m y = cot™*(x)
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Trabajo Practico
Ejercicio N° 15

Calcule el valor exacto de cada una de las expresiones, si esta definido.

a) tan_l(g) b) tan_l(—g) c) sen"1(-2)
d) cos™! (—%) e) sen~1(—/3) f) sen‘l(—g)

Ejercicio N° 16

Calcule el valor exacto de la expresion, si esta definida.

a) sen (sen_1 i)= b) tan(tan~15) = c) cos™?! (cos §)= d) tan (sen_1 %)

Ejercicio N° 17
Complete la siguiente tabla haciendo uso de las graficas y las definiciones de las funciones
trigonomeétricas.

dominio imagen ceros | Ord. Orig. | Asint. Vert. | Asint. Horiz.

sen(x)

sen1(x)

cos (x)

cos™1(x)

tan (x)

tan~1(x)

sec (x)

sec™1(x)

cosec(x)

cosec™1(x)

tan (x)

tan™1(x)

Pag. 48 de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



INGRESO 2019
EXACTAS ¥ NATURALES MATEMATICA

Observacion importante:

En todas las graficas, en el eje x, las uUnicas unidades de medida que se deben representar son de
longitud. Jamas deben colocarse grados sexagesimales, ya que estamos trabajando con funciones
de Dominio e Imagen reales.

¢Cémo podemos definir un angulo?

Podemos considerar que un dngulo consta de dos rayos R; y R, con un vértice comun O; uno de los
rayos gira sobre el otro como muestra el ejemplo. Segun el sentido de giro, el angulo es positivo (si
lo hace en el sentido antihorario) o negativo (en el sentido horario). (ver figura)

B ' lado inicial
. . - R,
A
lado
terrminal lado terminal
A
- - R
0 lado inicial : R
dngulo positivo dngulo negativo

¢Qué significa medir un angulo?

La medida de un angulo es la cantidad que rota uno de los rayos (R,) respecto del otro (R;), que
gueda fijo, teniendo al vértice O como punto fijo para realizar la rotacion.

De manera intuitiva, esto es ¢cuanto se “abre” el angulo en este giro?
Pregunta: { Qué se necesita para medir?

Respuesta: Se necesita un sistema de medicidon y una unidad de medida adecuada, tomada como
patrén.

Los sistemas de medicién, y sus unidades, mas utilizados son tres:

SISTEMA UNIDAD
1. Centesimal Grado Centesimal
2. Sexagesimal Grado Sexagesimal
3. Circular Radian

El sistema Centesimal practicamente no es utilizado.

En el sistema sexagesimal la unidad de medida es el grado sexagesimal.
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, . . . 1
El angulo cuya medida es 1 grado, es el que se obtiene al hacer rotar el lado terminal la 360 parte de
un giro completo. Este dngulo se toma como unidad de medida del sistema sexagesimal.

Cuando se dice “el angulo @ mide 28°, significa que esta unidad cabe 28 veces en el dngulo « ; o
gue a puede ser subdividido en 28 angulos de medida 1° cada uno”

En el sistema circular la unidad de medida es el radian.
Este sistema es muy utilizado en cdlculo y otras ramas de las matematicas.

El dangulo de un radidn es aquél que “barre” un arco de longitud 1 radio. De alli deriva su nombre.

\ El dngulo 8 mide 1 radian. El arco de
g . . . .
1 circunferencia determinado por sus lados tiene la
misma medida que el radio de la circunferencia.

1 radio,

En el siguiente grafico vemos varios ejemplos de dngulos expresados en radianes.

1 rad

0 |

Unidad de medida

Puesto que un giro completo medido en grados es 360" y medido en radianes es 2w (que es la
longitud de la circunferencia unitaria), se obtiene la siguiente relacion entre estos dos métodos de
medicién de angulo.

Relacién entre grados y radianes

o
Y

180° = rrad 1rad = (%) 1" =— rad

. . T Y
1. Para convertir grados en radianes, multiplique por To0"

. . . 180
2. Para convertir radianes en grados, multiplique por —
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Medida de 8 = 1rad

Medida de 8 = 57.296°

¢Cual es la diferencia importante que cabe ser destacada entre estos sistemas de medicidon?

\ 1 radio

AN

Medida de 8 ~ 57.296° Medifia de = 1 rad
2 radianes T radian
f f f 1 *
0 1 2 3w
1 radian
3 radianes

En el gréfico anterior se muestra claramente el significado de la medida de un dngulo de 1 radian en
ambos sistemas.

Queda claro entonces que la medida en radianes es una longitud, y como tal, puede ser representada
en la recta real; ya, la medida en grados, que corresponde a un area, NO puede ser representada en
la recta real, pues en ésta sélo se pueden representar longitudes.

Habiendo hecho estas consideraciones y usando la relacién entre las unidades, podemos asociar las
funciones trigonométricas de niumeros reales, a funciones trigonométricas de angulos.

La mayor aplicacion de las funciones trigonométricas de dngulos es la resolucion de problemas
relacionados a la medicion de distancias, fuerza, velocidad y, en general, aplicaciones que
comprenden la medida de longitudes y direcciones.

Trabajo Practico
Ejercicio N° 18

Complete la siguiente tabla:

Medida sexagesimal | 0° | 30° 90° 135° | 150° 240° | 270° 360°

Wil
E]
B

Wl
E|

Medida radial 0 dl, T % iy
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Ejercicio Integrador

Dadala funciony =1 + sen(%x)

a) Determinar analiticamente: dominio, ceros, ordenada al origen, indeterminaciones,
asintotas verticales, asintotas horizontales, conjunto de positividad y conjunto de
negatividad.

b) Determinar el intervalo adecuado y representar graficamente un periodo completo de la
funcién.

c) Hacer una restriccion de dominio adecuada y encontrar la funcién inversa.

d) Determinar analiticamente de la funcién inversa: dominio, ceros, ordenada al origen,
indeterminaciones, asintotas verticales, asintotas horizontales, conjunto de positividad y
conjunto de negatividad de la funcién inversa.

e) Representar ambas funciones en el mismo grafico.

Pag. 52 de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



INGRESO 2019
FACULTAD DE CIENCIAS MATEM ATICA

EXACTAS Y NATURALES

Identidades trigconométricas

Relaciones entre las funciones trigconométricas

Ahora que conocemos las varias funciones trigonométricas, veremos algunas importantes relaciones
que las vinculan.

_____ P (cos x, sen x)

La distancia de P(cos(x), sen(x)) al origen del sistema (0, 0) es 1. Entonces:

J(cosx —0)2 + (senx — 0)2 = 1 = Vcos?x + sen?x = 1 elevando al cuadrado
cos?x + sen?x = 1 relacién fundamental

A partir de esta relacién podemos obtener las siguientes relaciones conocidas como ecuaciones
pitagdricas.

Dividiendo ambos miembros de la relacién fundamental por cos?x queda:

cos?x . sen?x 1

cos?x = cos?x cos?x

1
1+ tan’x = - = sec’x

0s2x
Dividiendo ambos miembros de la relacién fundamental por sen?x queda:

cos’x  sen’x 1

sen?x  sen2?x sen2x

1
cotan’x +1 = - = cosec’x

enZx

Resumiendo, tenemos que para cualquier valor real de X para el cual las funciones existen, son
verdaderas las siguientes ecuaciones.

Identidades Pitagoricas

cos’x + sen’x =1 1 4 tan’x = sec’x cotan’x + 1 = cosec?x

Ecuaciones de este tipo, que producen sentencias numéricas verdaderas para cualquier valor de x -
siempre que X pertenezca al dominio de las funciones involucradas - son llamadas IDENTIDADES.

Veamos otras identidades importantes:
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Identidades Reciprocas
1 1

cosec(x) = sen(x) sec(x) = cos (D) cot(x) = tan(x)
sen(x cos (x
tan(x) = () cot(x) = ()
s(x) sen(x)

Identidades pares-impares
sen(—x) = —sen(x) cos(—x) = cos (x) tan(—x) = —tan (x)

Identidades de cofunciones

Sen(E — u)

sen (g - u) = cos (u) 52% /
cos(g—u) —l_. é“/{ ) sen(w)
u \

Identidades de cofunciones

- e
tan(Ef u) =co

tan (g - u) = cot(u)

cot (g — u) = tan(u) K

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra

cot(g —u)= tan(u)

tan(u)
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Identidades de cofunciones

M

cosec(u) —

— n L
0S : cosecante de 5 u
P

0S = sec (u)

" 05 : secante de u

sec (g - u) = cosec(u)

0S’” = sec (g - u) = cosec(u)

cosec (g - u) = sec (u)

Estas identidades permiten simplificar expresiones trigonométricas.
Para simplificar las expresiones algebraicas, usamos

la factorizacién,

denominadores comunes y

las fdrmulas de productos especiales.
Para simplificar expresiones trigonométricas usamos

estas mismas técnicas y

las identidades trigonométricas fundamentales

Veamos algunos ejemplos y aplicaciones:

Simplificacion de expresiones trigconométricas

Ejemplo 1: Simplificacidon de una expresion trigonométrica
Simplifique la expresidn cos(t) + tan(t) sen(t)
Solucion

Primero volvemos a escribir la expresidn en términos de seno y coseno.

sen f
cos ! + tan fsen ! cos ( )Hun.r
cos i

ldentlidad reclproca

Y Y
cost + sen’f )
—— Denominador comun
COos I

ldentidad pitagorica
cos i

sec ! ldentldad r':!f'[prr:.r:;i

Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra
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Ejemplo 2: Simplificacion mediante combinacion de fracciones

senf cos@
os0 1+senf

Simplifique la expresion
Solucion
Combinamos las fracciones usando un denominador comun.

sen 6 cosf  senf(1 + sen@) + cos’0

{ = Denominador comiin
cos@® 1+ senf cos 0 (1 + senB)

sen 0 + sen’d + cos’)
= Distribucion de sen 0
cos O (1 + sen 0)

B senf + |
cos @ (1 + sen 0)

Identidad pitagérica

I Cancelaclon y uso de la
= = sec 0 S
cos 0 ldentidad recfproca

Demostracion de Identidades Trigconométricas

Ahora estamos en condiciones de trabajar con ecuaciones que contengan expresiones
trigonométricas y verificar si dichas ecuaciones son identidades o no lo son.

Resulta atil tener un criterio o procedimiento sugerido para tal fin.

Primero, es facil decidir cuando una ecuacién no es una identidad. Todo lo que necesitamos hacer es
demostrar que la ecuacién no se cumple para algunos valores de la variable (o variables). Por
consiguiente, la ecuacidn

sen(x) + cos(x) =1
no es una identidad, porque cuando x = %, tenemos

sen(%)+cos(%)=g+§=\/§¢ 1

Para comprobar que una ecuacion trigonométrica es una identidad, transformamos un miembro de

la ecuaciéon en el otro mediante una serie de pasos, cada uno de los cuales es en si mismo una
identidad

Criterios para demostrar identidades trigonomeétricas

1. Empezar con un miembro. Elija un miembro de la ecuacién y escribalo.
Su objetivo es transformarlo en el otro miembro. Por lo regular es mas facil
iniciar con el lado mas complicado.

2. Aplicar identidades conocidas. Use el dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empezé. Obtenga el comin denominador
de las expresiones, factorice y aplique las identidades fundamentales para
simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos y cosenos. Si encuentra dificil continuar, es itil volver
a escribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.
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Veremos algunos ejemplos importantes, pero que no agotan los recursos del procedimiento.

Ejemplo 3: Demostracion de una identidad mediante la reescritura en términos de
seno y coseno

Compruebe la identidad cos 8(secf — cosf) = sen?6
Solucion

El primer miembro se ve mds complicado, asi que iniciamos con él y tratamos de
transformarlo en el segundo miembro.

PM = cos f (sec @ — cos 8)

1
cos f (— — cos H) Identidad reclproca

cos 0
=1 — cos* Desarrollo
= sen’f = SM ldentidad pitagbrica

Ejemplo 4: Demostracion de una identidad mediante la combinacion de fracciones

1 1

Verifique la identidad 2 tan(x) sec(x) = e v——

Solucion

Mediante un comuin denominador y la combinacién de las fracciones en el segundo miembro
de esta ecuacién obtenemos

| 1

M
| sCn Y | + senx
(1 + senx) — (1 — senx)
= ':.I'SIT.I‘:FI denominador
(1 = senx)(1 + senx)
2 sen x
——— Simplficacion
I — sen“x
2 sen x
= - ldentidad pitagirica
COs°X
sen X |
= 7 - ) actortzacion
CO8 X\ COS X
= 2 tan x sec x = PM |dentidades reclprocas

¢

Ejemplo 5: Demostracidon de una identidad mediante la introduccion de un elemento
extra

cos (u)

Verifique la identidad T = sec(u) + tan (u)

—sen(u)
Solucion

Empezamos con el primer miembro y multiplicamos numerador y denominador por 1 +
sen(u)
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COS i
M= ——
1 — senu

COS il 1 + senu Multiplicacion del numerador

1 —senu 1+ senu Yy del denominador por1 + sen u

cos u (1 + senu)

= 3 Desarrollo del denominador
| — sen"u
cos u (1 + senu)
= - dentidad pitagorica
CDS"N
1 + senu _ .
= —— Cancelacion del factor comun
CDS
1 Sen )
+ Separacion &n dos acclones
COs N CDS N
= seC W+ 1an u dentidades reciprocas

¢

Ejemplo 6: Demostracion de una identidad trabajando ambos miembros por
separado

1+cos (8) _ tan?(6)

cos (6) "~ sec(9)-1

Verifique la identidad

Solucion

Comprobamos esta identidad transformando por separado cada miembro en la misma
expresion. Debemos explicitar en cada paso la identidad usada, el algoritmo
matematico, la operacidon matematica o la razén de cada paso. O sea, Justificar.

1 4+ cosf 1 cos @
= 4 =secl + 1
cos i cosfl cos@

PM =

tan’0 sec’® — 1 (sec® — 1)(sec @ + 1)
5M sech + 1
sec — 1 sec B — 1 sec — 1

Se infiere que PM = SM, de modo que la ecuacién es una identidad. ¢

Por ultimo, haremos una descripcién de la técnica de la sustitucion trigonométrica, la cual aplicamos
para convertir expresiones algebraicas en trigonométricas. Con frecuencia es util en el calculo
infinitesimal, por ejemplo, para determinar el drea de un circulo o de una elipse.
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Ejemplo 7: Sustitucion trigonométrica

Sustituya x por sen () en la expresién V1 — x? y simplifique. Supongaque 0 < 6 <

NI

Solucion

Hacemos x = sen (8), tenemos

V’] — x’ \.,-“"I — sen’®

»

CDS‘I'}' ldentidad pitagorica

Sustitucion de x s

= cos fl Wiencion de la raiz

LEAraaaa

La ultima igualdad es verdadera porque cos(8) = 0 para los valores de 8 en cuestion.

Trabajo Practico
Ejercicio N° 12
Efectue la sustitucion trigonométrica indicada en la expresidn algebraica que se proporciona y

simplifique. Supongaque 0 <68 < g

a) ﬁ ,x = sen(0)

b) vx?2—-1, x =sec(0)

c) V9 —x?, x =3sen(H)
1

d) m, x=2tan(9)

Veremos otras identidades utiles (sin demostracidén) que usaremos con mucha frecuencia.

Formulas de adicion y sustraccion

sen(a + B) = sen(a)cos(B) + cos(a) sen(pB) (1)
sen(a — B) = sen(a)cos(B) — cos(a) sen(pB)
cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sen(a) sen(pB) (2)

cos(a — B) = cos(a)cos(B) + sen(a) sen(pB)
tan(a) + tan (B)
1 —tan(a) tan (B)

tan(a) — tan (B)
1 + tan(a) tan (B)

tan(a + B) =

tan(a — B) =

Aplicacion 1: Calcular el valor exacto de una expresion

a) cos (75°) b) cos (f—z)
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Solucion
a) 75°=45°+30°

cos(45° 4+ 30°) = cos(45°).cos(30°) — sen(45°).sen(30°) = VZ 43

VZ1_ V62
22 22 4 °*
b) COS (%) = COS (g—g) = COoS (g).COS (%) + sen (g).sen (%) = %gﬁ-?? =
V6+2 .

4

De estds identidades se desprenden otras identidades muy importantes y de uso frecuente en el
calculo infinitesimal.

De (1), sia = B tenemos

sen(a + B) = sen(a + a) = sen(2a) = sen(a)cos(a) + cos(a) sen(a) =

= sen(a)cos(a) + sen(a)cos(a) = 2sen(a)cos(a)

sen(2a) = 2sen(a)cos(a)

De (2), sia = B tenemos

cos(a + B) = cos(a + a) = cos(2a) = cos(a)cos(a) — sen(a) sen(a) = cos?(a) — sen?(a)

cos(2a) = cos?*(a) — sen?(a)

cos(2a) = (1 — sen?(x)) — sen?(a) = 1 — 2sen?(x)

cos(2a) = 1 — 2sen?(x)

Aplicacion 2: Uso de las formulas del angulo doble

. 2 .
Si cos(x) = — 5 Y X estd en el cuadrante Il, calcule cos (2x) y sen(2x)
Solucion

Si usamos una de las formulas para el angulo doble en el caso del coseno obtenemos
cos(2x) = 2 cos?(x) — 1

2 (-3 -1l
N 3 9 )

Para aplicar la formula sen(2x) = 2 sen(x)cos (x) necesitamos determinar primero
sen (x). Tenemos entonces

2
sen(x) =+/1—cos?(x) = 1—(—%) —?

donde hemos usado la raiz cuadrada positiva porque sen x es positivo en el cuadrante Il. Por
consiguiente,
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sen(2x) = 2 sen(x)cos (x)

(5=

Trabajo Practico

Ejercicio N° 13

Determinar sen (2x), cos (2x) y tan (2x) a partir de la informacién proporcionada.
a) sen(x) = 1—53 , x en el cuadrante |
b) cos(x) = %, cosec(x) <0

c) tan(x) = —% , cos(x) >0

Aplicacion 3: Una formula para el angulo triple
Escriba cos(3x) en términos de cos (x).

Solucion
cos 3x = cos(2x + x)
= Ccos 2x cos x — sen 2x sen x Férmula de adiciér
(2 cos’x — 1) cos x — (2 sen x cos x) sen x Férmulas del dnaulo doble
2 cos’x — cos x — 2 sen’x cos X Desarroll
= 2cos’x — cosx — 2cosx (1 — cos’x) dentidad pitagérica
2cos’x — cosx — 2cosx + 2 cos'x Desarro

4 cos’x — 3 cos x

Veremos ahora una identidad de gran utilidad en el célculo integral cuando se desea reducir el grado
de un seno o un coseno de grado dos.

Formulas para reducir las potencias

1 — cos (2x) cos?(x) = 1 + cos (2x) tan?(x) = 1 — cos (2x)

2(y) — R
sen”(x) 2 2 1 + cos (2x)

Aplicacion 4: Reduccion de potencias en una expresion trigonométrica
Exprese sen?(x)cos?(x) en términos de la primera potencia del coseno.

Solucion

. . | — cos 2x 1 4+ cos 2x
SEN°X COS°Xx
2 2

| — cos’2x | 1 )
=—=———c05 X
4

4 4
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| I(I 1 r.'i:lsd.:) _ | | cos 4x
4 4 ' 4 8 8

s

Otras formulas de uso menos frecuente pero bastante utiles son:

Formulas mitad de angulo o semiangulo

sen (%) - 1- C(z)s (w) cos (%) - 1+ c;)s (w)
wy  l—cos(u)  sen(u)
tan (E) = sen(u) 1+ cos (u)

Trabajo Practico

Ejercicio N° 14

Utilice una férmula apropiada de mitad de dngulo o semidngulo para determinar el valor exacto
de la expresion.

a) sen(15°) b) tan (22.5°) o) cos(Z) d) sen ()

Ejercicio N° 15
Aplique las férmulas para reducir la potencia y poder volver a escribir la expresidon en términos
de la primera potencia del coseno,

a) sen*(x) b) cos?(x)sen*(x) c) cos®(x)

Presentamos otras identidades que tampoco demostraremos y que usamos con menor frecuencia.

Férmulas del producto-a-suma

sen u cos v = 3[sen(u + v) + sen(u — v))
cos u sen v = §[sen(u + v) — sen(u — v))
COSUCOSD = ﬂcos(u + v) + cos(u — v)|

sen u sen v = 3[cos(u — v) — cos(u + v)]
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Férmulas suma-a-producto

x+y xX—y
cos
2

senx + seny = 2 sen

2
x+y r—y

senx — seny = 2 cos

x+y X—Yy
2 2

cosx + cosy = 2cos

COsX — cosy = —2sen

Trabajo Practico

Ejercicio N° 16

Verifique las siguientes identidades trigonométricas
a. (senx +cosx)? =1+ 2senxcosx

secx cotx

b ——=1
cscx
cscx—cotx
. ————— =cotx
secx—1

d. cscx[cscx —senx] = cot? x
e. tan® x — sen® x = tan® x sen®x
f. cot(—x) cos(—x) + sen(—x) = —cscx

g. sen8x = 2sen4x cos4x

2tanx
h

. = sen 2x
1+tan? x

. 2(tanx-cotx)
. ————-=-sen2x
tan? x— cot? x

1—tan? x

J. cot2x =
2tanx
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Ecuaciones Trigonométricas

Una ecuacién que contiene funciones trigonométricas se denomina ECUACION TRIGONOMETRICA.
Ejemplos:
sen?(x) + cos?(x) =1

2sen(x)—1=0

tan’(x) —3 =0
La primera ecuacién, como ya vimos, es una identidad, o sea, es una sentencia verdadera para todo
valor de la variable x.
Las otras dos ecuaciones se cumplen sélo para ciertos valores de x.

Para resolver una ecuacién trigonométrica, calculamos todos los valores de la variable que hacen que
la ecuacién sea verdadera.

Siempre usaremos radianes para la variable excepto en algunos problemas de aplicacién.
¢Qué tipo de ecuaciones trigonométricas veremos en este curso?
1. Resolucion de ecuaciones trigonométricas del tipo:
2sen(x)—1=0

tan’(x) —3=0
2. Una ecuacion del tipo cuadratico

2c0s%(x) — 7cos(x) +3 =0.2
3. Uso de unaidentidad trigonométrica
1+ sen(x) = 2cos?(x)
sen(2x) —cos(x) =0
4. Elevacién al cuadrado y uso de una identidad
cos(x) + 1 = sen(x) en el intervalo (0, 2m)

5. Funciones trigonométricas de angulos multiples
X
V3tan (E) —1=0

Resolucidn de ecuaciones trigonométricas

Aplicamos las reglas del dlgebra y aislamos la funcidn trigonométrica en un lado del signo igual.

Luego usamos los conocimientos de los valores de las funciones trigonométricas para determinar la
variable.

Ejemplo 1 Resolucion de una ecuacion trigonomeétrica
Resuelva la ecuacion 2sen(x) —1 =10
Solucion

Empezamos por aislar sen (x).
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2senx — 1 =0 Ecuaclén dada
2senx =1 Suma de 1
senx = — Divislén entre 2

Puesto que el seno tiene un periodo de 2, primero calculamos las soluciones en el intervalo
[0,2m). Estas son x = m/6y x = 5m/6. Para determinar todas las otras soluciones sumamos
cualquier multiplo entero de 2m a estas soluciones. Por lo tanto, las soluciones son

/4
X ==

+ 2km , x=5—n+2k7t
6 6

donde k es cualquier entero.

En la figura 1. se ilustra una representacion grafica de las soluciones usando las funciones
trigonométricas.

NN VAT e
N /A —

T kil S 137 17 PR
] 6 G 6 6 6
v SN x
l -+ e

Fig 1.

En la fig 2. se ilustra una representacion grafica de las soluciones usando la circunferencia
trigonomeétrica. Esta representacién suele ser muy util.

Y

5 Vit
6\ 22

Fig 2
.
Ejemplo 2 Resolucion de una ecuacion trigonométrica
Resuelva la ecuacién tan?(x) —3 =0
Solucion
Empezamos por aislar a tan (x):
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tan’x — 3 =10 Ecuaclén dada
tan’x = 3 Suma de 3
tanx = * \/ﬁ Obtencldn de las ralces cuadradas

Como la tangente tiene periodo m, primero determinamos las soluciones en el intervalo
(-m/2,m/2), que son x = —t/3 y x = /3. Para determinar todas las otras soluciones,
sumamos cualquier entero multiplo de m a dichas soluciones. Por lo tanto, las soluciones son

x=—-+knr , x=-+kn
3 3
donde k es cualquier entero. ¢
Ejemplo 3 Una ecuacidn de tipo cuadratico
Resuelva la ecuacidon 2cos?(x) — 7cos(x) +3 = 0.2

Solucion

Factorizamos el primer miembro de la ecuacion.

2cos’x—T7cosx+3=0 Ecuaclén dada
Ecuacion de tipo cuadratico (2cosx — I)(cosx —3)=0 Factorizacién
202 ~T7C+3=0
2C—1)(C—3)=0 2cosx—1=0 0 cosx—3=0 Cada factor se lguala a O
COS X = % 0 cosx =3 Determinaclon de cos x

Puesto que el coseno tiene periodo de 27, primero calculamos las soluciones en el intervalo
[0, 21). En el caso de la primera ecuacion, son x = /3y x = 5m/3. La segunda ecuacién no
tiene soluciones porque cos (x) nunca es mayor que 1. Por consiguiente, las soluciones son

x=§+2kn , x=5?”+2k7r
donde k es cualquier entero. ¢

Ejemplo 4 Uso de una identidad trigonométrica

Resuelva la ecuacion 1 + sen(x) = 2cos?(x)

Solucion

Usamos una identidad trigonométrica para volver a escribir la ecuacion en términos de una
sola funcion trigonométrica.

1 + senx = 2 cos’x Ecuacifr
1 +senx =21 - sen’x) dentldad pitagdrca

o T b o . ] =0 4 ;
i ; e 2sen'x + senx dos o5
Ecuacion de tipo cuadratico )

FASER 8 U

25+ 5 - 1=0 s oL
(25-NDis+1)=0 (Zsenx — 1)(senx + 1) =0 actortzacls

2senx—1=0 0 senx+ 1 =0 Tados los factore:
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I
Ny = - 0 seny = =1 Determinacion de sen x
2
w 5w iw
r=— — O = — eterminaclin de x en
6 6 2 0. 24}

Como el periodo del seno es 21, obtenemos todas las soluciones de la ecuacién sumando
cualquier entero multiplo de 2 a estas soluciones. Por lo tanto, las soluciones son

x=§+2k7t, x=5?n+2kn , x=37”+2k7t

donde k es un entero cualquiera. ¢
Ejemplo 5 Uso de una identidad trigonométrica
Resuelva la ecuacién sen(2x) — cos(x) = 0

Solucion

El primer término es una funcién de 2x y el segundo es una funcién de x, de modo que
empezamos por usar una identidad trigonométrica para volver a escribir el primer término
sélo en funcién de x.

sen2x —cosx =10 Ecuacién dada
2senxcosx —cosx =0 Férmula del 4ngulo doble
cosx(2senx—1)=0 Factorizacién
cosx =0 0 2senx — 1 = 0 Cada factor se lguala a O
1 : .
senx = — Determinaclon de sen x

2

m 3 T S )
X=—-,— 0 X=— — Determinaclon de x en el Intervalo [0, 21r)

2 2 6 6

El periodo tanto del seno como del coseno es 2m, de modo que obtenemos todas las
soluciones de la ecuacidon mediante la adicién de un multiplo entero cualquiera de 2m a estas
soluciones. Por lo tanto, las soluciones son

x=§+2kn, x=37”+2k7t , x=§+2kn , x=5?”+2k7r

donde k es un entero cualquiera. ¢
Ejemplo 6 Elevacion al cuadrado y uso de una identidad
Resuelva la ecuacion cos(x) + 1 = sen(x) en el intervalo (0, 2m)
Solucion
Para obtener una ecuacién que contenga sélo seno o sélo coseno, elevamos ambos miembros
y aplicamos la identidad pitagoérica.
cosx+ 1 =senx Ecuaclén dada

3 3
cosx + 2cosx + 1 = sen'x Se elevan al cuadrado ambos

milembros

Pag. 67 de 70
Apuntes de Trigonometria - Circulacion Interna de la Catedra



INGRESO 2019
FACULTAD DE CIENCIAS MATEM ATICA

EXACTAS Y NATURALES

2 2
cos’x + 2cosx + 1 = 1 — cos°x  Identidad pitagérica
2
2cos’x + 2cosx =0 Simplificacion

.

2cosx(cosx+ 1) =0 Factorizacién

COs X = o bien COs X = Se lauala cada factora O
2 1] b 1 =0 19 i
cosxy =10 0 hien cosx = —1 Determinaclén de cos x
m 3T bi Determinaclon de x en e
—_— — L] - e ~y W
r 2" 2 0 b St Intervalo [0, 2)

Puesto que elevamos al cuadrado ambos lados, necesitamos comprobar si hay soluciones
extranas. De acuerdo con comprobacion observamos que las soluciones de la ecuacién dada

sonm/2y m.
Atencidn: Siempre que se eleva al cuadrado pueden aparecer soluciones “extrafias”. Por eso
es necesario comprobar que cumplen con la ecuacion original.

p T . 3 )
2 2
T 9 T 3 9 3 2
cos 1 = sen cos 1 = sen cosm + | = senw
2 2
0+1=1 v 0+12—1 X “1+1=0 v .

Veremos qué ocurre cuando se trabaja con funciones que tienen como argumento angulos multiples.

La metodologia se resume a:

1- primero determinar el multiplo del dngulo
2- después dividir para hallar el dngulo.

Ejemplo7 Funciones trigonométricas de angulos multiples
Considere la ecuacion 2sen(3x) —1 =0
a) Calcule todas las soluciones de la ecuacion.
b) Encuentre las soluciones en el intervalo [0, 21)
Solucion

a) Empezamos por aislar a sen (3x), y luego determinamos el angulo multiple 3x.

2sen(3x)—1=0 Ecuacion dada
2sen(3x) =1 Sumade 1l
sen(3x) = % Divisién entre 2
s 51 . ., .
3x = s Determinacion de ex en el intervalo [0,27]
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Para obtener todas las soluciones, adicionamos cualquier multiplo entero de 2m a estas
soluciones. Por consiguiente, las soluciones son de la forma

3x=g+2kn , 3x=5?n+2krt

Para determinar x, dividimos entre 3 para conocer las soluciones

T 2km 51 2km
X=—T— , =

18 3

T 18 3
donde k es cualquier entero.

b) Las soluciones del inciso a) que estdn en el intervalo [0, 2r) correspondenak = 0,1y 2.

Para todos los otros valores de k, los valores correspondientes de X quedan fuera de este
intervalo. Por lo tanto, las soluciones en el intervalo [0, 2rt)son

S_{n _ 571_ 13m 171 257t_ 297‘[}
~ 18’ 18° 18’ 18 18 ' 18
Se deja la verificacion a cargo del alumno.

¢

¢Qué ocurre si las soluciones de las ecuaciones no estan encuadradas en los valores que hemos
calculado en nuestra tablita o que conocemos por algin motivo?

En ese caso recurrimos a las inversas de las funciones trigonométricas.

Ejemplo 8 Aplicacion de las funciones trigonométricas inversas
Resuelva la ecuacién tan?(x) —tan(x) —2 =10
Solucion

Empezamos por factorizar el primer miembro

Ecuacion de tipo cuadratico tan’x —tanx — 2 =0  Fcuaclén dada
T°-T-2=0 (tanx — 2)(tanx + 1) =0 Factorizacién
(Ir—=2)(Tr+1)=0 tanx — 2 =0 o bien tanx + 1 =10 Se lguala cada factor a O
tanx = 2 o bien tanx = —1 Determinaclén de tan x
. m Determinacldon de x en e
x=tan '2 o bien x=—— .
4 T
Intervalo | ——, -

Como el periodo de la tangente es m, obtenemos todas las soluciones sumando multiplos
enteros de 1 a estas soluciones. Por lo tanto, todas las soluciones son

x=tan 2+kn , x= —%+kn
donde k es cualquier entero. .
Ejemplo 9 Determinacion de los puntos de interseccion
Calcule los valores de x en los cuales se cortan las gréficas de f(x) = sen(x)y

g(x) = cos (x).
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Solucion

Para hallar la solucion exacta, hacemos f(x) = g(x) y resolvemos algebraicamente la
ecuacioén resultante.

sen(x) = cos (x)

Puesto que los nimeros de X para los cuales cos(x) = 0 no son soluciones de la ecuacion,
podemos dividir ambos miembros entre cos (x).

sen(x)

cos (x)

tan(x) =1
Puesto que la tangente tiene periodo 7T, primero encontramos las soluciones en el intervalo

T T s . . . .

(_E’E) La Unica solucion en este intervalo es x = /4. Para obtener todas las soluciones

sumamos cualquier entero multiplo de 7T a esta solucién. Por lo tanto, las soluciones son

Sy
x—4 T

donde k es cualquier entero. Las graficas se cortan para estos valores de X. Utilice su
calculadora para comprobar que estos son los mismos valores, con tres cifras decimales, que
se obtienen si realizamos las graficas con una graficadora. .

Trabajo Practico

Ejercicio N° 17

Encuentre todos los valores de x para los cuales se verifica:
senx + 2 = —sen’x +§ sen x +;

Ejercicio N° 18

Resuelve cada ecuacion trigonométrica en el intervalo [0,21) y verifique las soluciones.
a. 2cos’x+5cosx+2=0
b. sen2x —cosx =0
C. (tanx + \/§)(cosx +2)=0
d. cosxsenx—2cosx =0
e. sen’x =4 — cos?x

Ejercicio N° 19

Halle los puntos de interseccidn entre las siguientes funciones en el intervalo (0, 27]:
e. f(x) =cosx; g(x) = senx

f. f(x) = sen (E) -3 ; g(x) = —sen (g)

2
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