Introduccion al Algebra Lineal
Afio 2014

Practica 1: Vectores

Ejercicio 1. Sean A = (2,4) y B = (5,3).
(a) Hallar un vector equivalente al vector AB con origen en (0,0).
(b) Hallar un vector equivalente al vector AB con origen en (—1,1).
(¢) Hallar un vector equivalente al vector E con extremo en (0, 2).
(d) Hallar un vector equivalente al vector AB con extremo en (3,-1).

(e) Graficar el vector A§ y todos los vectores hallados en los items anteriores en un mismo sistema
de ejes cartesianos.

Ejercicio 2. En cada uno de los siguientes casos hallar un punto @ tal que el vector E sea
equivalente al vector ]@

Ejercicio 3. Sean A = (3,2), B=(-1,5) y C = (2,2).
(a) Calcular A+ B, A+C,A-—CyB-C.

(b) Graficar los vectores A, C, A4+ C y A — C en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 4. Sean A = (3,1), B =(1,2).
(a) Calcular A+ B,2A+ B,3A+ B, —-1A+ B, —2A+ 2B
(b) Graficar los vectores A, B, 2A, 3A, —1A, 2B, A+ B,2A+ B,3A+ B, —-1A+ B, —2A+ 2B

en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 5. En cada uno de los siguientes items hallar, si es posible, x e y tales que
(a) (z,z+1)=(3,y)
(b) 2z +y,z—2y)=(L1,3)

(¢) 2r+y,z—2y) = (2,4)

Ejercicio 6. En cada uno de los siguientes items hallar, si es posible, z, y y z tales que
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(a) (1,2,3) =2(2,4,3) +y(—1,2,12) 4+ 2(0,0, 3)
(b) (1,5,4) = 2(1,0,0) +(0,1,0) + 2(0,0,1)
(¢) (a,b,¢) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)
Ejercicio 7. Calcular la longitud de los vectores (3,0); (2,1); (=3, —4); (3,3,3); (—2,3,0); 3. (2, 3,6).

Ejercicio 8. Graficar en el plano el conjunto S = {(z,y) € R? / ||(z,y)|| = 1}.

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes items hallar la distancia entre los puntos A y B.
(a) A=(1,-3); B=(4,1)
() A= (4,-2,6); B=(3,—4,4)
(¢) A=(1,-3,0); B=(3,-2,3)

Ejercicio 10.

(a) Sea A = (1,k,0). Hallar todos los valores de k € R tales que ||A| = 2.

(b) Sea B = k(2,2,1). Hallar todos los valores de k € R tales que ||B]| = 1.

(¢) Sean P =(1,1,1) y Q = (k, —k,2). Hallar todos los valores de k € R tales que d(P,Q) = 2.
Ejercicio 11. Sean v = (2,—1,1); w = (1,0,2) y u = (=2, -2, 1). Calcular.

(a) [lv+w] (¢) (130 + 3w <@HHHMH

(6) [[o]] + [lw] (@) o= () llv+w =

Ejercicio 12. En cada uno de los siguientes items encontrar los dos vectores unitarios que tienen
la misma direccion que el vector A.

(a) A=(3,-1)

() A=(2,-3,6)

(¢) A=(0,3,0)

(d) A= (a,b,c), donde a,b,c € Ry (a,b,c) # (0,0,0)

Ejercicio 13. Sean A = (1,2,1) y B = (1,0, —1). Hallar un vector de longitud 5, de origen (0,0, 0)
y que tenga la misma direcciéon y sentido que el vector AB.
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Ejercicio 14. Sean A = (1,2); B = (—1,-2); C = (-2,1); D = (1,0); E = (0,0) y F = (z,y).
Calcular:

(a) (A, B) (d) (A, E) (9) (D-C,A)
(b) (B, 4) (e) (B,C) (h) (F,A)
(¢) {4,0) (H) (B,C+ D) (1) (F,E)

Ejercicio 15. Sean A = (1,1,1); B=(1,-1,0); C = (2,-1,-1); D =(2,3,-1) y E = (-1,0,2).
Calcular:

(a) (A,B) (¢c) (A,B+C) (e) (A, D)

(b) (A,C) (d) (A,2B —3C) () (D,A+E)
Ejercicio 16. Encontrar y representar en el plano todos los vectores (z,3) ortogonales a:

(a) A=(1,2) (¢) ex=(1,0)

(b) B=(-2,3) (d) e2=(0,1)

Ejercicio 17. Encontrar todos los vectores (z,y, z) de R? ortogonales a:

(a) e1 =(1,0,0) (d) e1y e
(b) e2 =(0,1,0) (e) e1yes
(C) €3 = (070’ 1) (f) €2y €3

Ejercicio 18. Sean A = (1,—2) y B = (3,4). Hallar todos los vectores (z,y) de R? tales que
(A, (x,y)) = (A, B). Graficar.

Ejercicio 19.
(a) Encontrar un vector ortogonal a (1,1) de longitud 8. ;Es tnico?
(b) Encontrar todos los vectores ortogonales a (0,0, 1) de longitud 1. Dibujarlos.

¢) Sean A= (1,2,—1) y B = (2,0,1). Encontrar un vector de R3 que sea ortogonal a A y a B.
g

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes items hallar el angulo que forman los vectores Ay B
(a) A=(1,1), B=(-1,0) (¢) A= (1,V3), B=(-2,2V3)
() A=(1,2), B=(-2,1) (d) A=(2,1,1), B=(1,-1,2)

Ejercicio 21. Hallar todos los vectores de R? de longitud 3 que forman un &ngulo de g con el

vector (—1, \/§)

Ejercicio 22. Hallar todos los vectores de R? de longitud 4 que forman un angulo de % con el

vector (—1,v/3).

Ejercicio 23.
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(a) Sea A = (1,1). Hallar todos los B € R? tal que el angulo entre A y B sea % y ||B]| = 1.
(b) Sea A = (—1,0). Hallar todos los B € R? tal que el angulo entre A y B sea g y || Bl = 2.

Ejercicio 24. Sean € Ny sea A € R" un vector de norma 3. Sea B € R” un vector que forma un
angulo de 45° con A y tal que A — B es ortogonal a A. Calcular ||B||.

Ejercicio 25. Sea n € Ny sea A € R” un vector de norma 5. Sea B € R" un vector que forma un
angulo de 120° con A y tal que A + 5B es ortogonal a A. Calcular || Bl.

Ejercicio 26. Sea n € N y sean A, B € R"™. Demostrar que
(a) ||A— B =||A+ B siysolosi (A4, B)=0.
(b) ||[A+ BJ]?> = ||A||?> + || B||? si y solo si (A, B) = 0.

Interpretar ambas proposiciones geométricamente.

Ejercicio 27. Sean A = (1,2,2), B=(—-1,1,2) y C = (—2,2,—1). Calcular:

(a) Ax B (d) BxC (9) (Ax B,C)
(b) Bx A (e) (AxB)xC (h) (Ax B,A)
(¢) AxC () Ax(BxC) (i) (Ax B,B)

Ejercicio 28. Hallar un vector v de norma 1 que sea ortogonal a A = (1,1,1) ya B =(1,1,-1).

Ejercicio 29. Sean A = (2,—1,-2) y B = (—3,2,4). Hallar un vector de R3 que sea ortogonal a
Ay a By que tenga longitud 5. ;Es nico?

Ejercicio 30. Sea A = (2,1,5).
(a) Determinar si existe B € R3 tal que A x B = (2,1, —1).
(b) Determinar si existe B € R? tal que A x B = (3,1, -1).
(¢) Para cada uno de los items anteriores responder las siguientes preguntas.
1) En caso de existir, jes tnica la solucion?
2) iSe puede determinar la existencia o no existencia de B sin calcularlo? ;Cémo?
Ejercicio 31. Sea A = (1,-2,1).
(a) Hallar todos los B € R? tales que A x B = (—2,1,4).

(b) ¢ Cuéles de los vectores hallados en el item anterior tienen longitud v/5?
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Ejercicio 32. Sean A = (1,0,1) y C = (—2,1,2). Determinar todos los B € R3 tales que Ax B = C
y (A, B) = 1.

Ejercicio 33. Sean A = (2,2,0) y B = (z,y, 2). Determinar una condiciéon necesaria y suficiente
sobre z, y, z para que A x B=10

Ejercicio 34.

(a) Sean A = (2,1,0) y B = (1,3,1). Calcular el area del paralelogramo de vértices O, A, B y
A+ B.

(b) Sean A = (1,1,0), B=(1,3,2) y C = (2,—1,1). Calcular el 4rea del paralelogramo que tiene
por dos de sus lados a los segmentos AB y AC.

(¢) Sean A = (1,1) y B = (3,0). Calcular el area del paralelogramo de vértices O, A, By A+ B.
Graficar.

(d) Sean A =(2,—1), B=(1,3) y C = (3,—1). Calcular el area del paralelogramo que tiene por
dos de sus lados a los segmentos AB y AC. Graficar.

(e) Sean A= (2,—1), B=(1,3) y C = (3,—1). Calcular el area del triangulo de vértices A, B y
C. Graficar.

(f) Calcular el area del tridngulo de vértices A = (1,3,-2), B=(1,5,0) y C = (1,1, -2).

Ejercicio 35.

(a) Encontrar una ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto (1,3,—1) y tiene
direccion (1,—2,2).

(b) Encontrar una ecuacién parameétrica de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (2, 3).

(¢) Encontrar una ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta
que contiene a los puntos A = (2,-2,1) y B = (-3,2,1).

(d) Encontrar ecuaciones paramétricas de dos rectas distintas L1 y Lo que pasen por (3,2,—1) y
sean perpendiculares a la recta de ecuacion: X = t(2,2,-2) 4+ (1,0,1) , t € R.

Ejercicio 36. Encontrar la interseccién de los siguientes pares de rectas.
(a) L1 : X =1(2,-2,1)+(3,0,2) ,t e Ry Ly : X =1¢(2,1,-1)+ (—-1,1,2) , t € R.
(b) L1 : X =1(2,2,2) +(1,0,0) , te R, y Ly : X =¢t(—-1,—-1,-1)+ (0,—1,—-1) , t € R.

(¢) Ly: X =1(1,3,1)+ (0,—-1,2) , t € Ry Ly : X =1(2,—1,0) + (1,1,2) , t € R.

Ejercicio 37.
(a) Sean u = (2,3), v = (1,1) y w = (3, —2). Hallar p,(w), pu(w) y py(u).

(b) Sean v =(2,1,1), v=(0,-1,3) y w = (2,—2,0). Hallar p,(w), pu(w) y py(w).
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Ejercicio 38. Sean v,w € R" con v # 0. Demostrar que w — p,(w) es perpendicular a v.

Ejercicio 39. Sea L la recta de ecuacion paramétrica X = t.(2,—1) + (1,-3) ,t € R y sea
P =(-4,1).

(a) Hallar las coordenadas del punto de la recta L que se encuentra a menor distancia de P.
(b) Calcular d(P, L).

Ejercicio 40. En cada uno de los siguientes items, hallar una ecuacién del plano perpendicular al
vector N que contiene al punto P.

(a) N=(1,2,—-1); P=(5,3,3).

(b) N=(1,1,-1); P =(2,-5,-3).

(¢) N=(0,—-1,2); P=(1,1,1).
Ejercicio 41. En cada uno de los siguientes items, hallar una ecuaciéon del plano que contiene a los
puntos A, By C.

(a) A=(1,1,0); B=(2,3,0); C = (-1,-2,0).

(b) A=(1,0,0); B=(0,1,0); C =(0,0,1).

(¢) A=(2,-1,3); B=(2,1,1); C =(2,3,2).

Ejercicio 42.
a) Hallar una ecuacion del plano de R? que contiene a los ejes x e .
b q ) Yy

(b) Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto (1,1, —2) y que es paralelo al plano del
item anterior.

Ejercicio 43. Sea II el plano de R? descripto por la ecuacion = + y — 2z = 2.
(a) Hallar un vector N, normal a II.

(b
(c
(

d) Hallar un plano Ily paralelo a IT que pase por el punto P = (1,1, —2).

Hallar dos puntos distintos de II.
Hallar un plano II; paralelo a II que pase por el origen.

)
)
)
)

Ejercicio 44. Sea L la recta de R? de ecuacion paramétrica X = (1, —1,3) +(0,2,1) , t € Ry sea
A=(1,2,-3).

(a) Hallar una ecuacién del plano II que contiene a la recta L y al punto A.
(b) Hallar una ecuacion de la recta L' que es perpendicular a IT y que pasa por el punto A.

(¢) Calcular LNy L' N1IL.

Ejercicio 45. Sea II el plano de R? de ecuacion 2z —y + 4z = 6.
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(a) Encontrar una ecuacion de la recta L perpendicular al plano IT y que pasa por el punto
R=(-1,3,2).

(b) Sea @ el punto de interseccion de la recta L con el plano II. Hallar las coordenadas de Q.

(¢) Calcular ||R — Q| y d(R,1I).

Ejercicio 46.

(a) Sean L1 y Lo las rectas de R? descriptas por las ecuaciones Ly : X = #(1,2,0)+(1,1,1) , t € R
y Ly : X =t(—1,0,1)+ (1,2,3) , t € R. Hallar una ecuacion de un plano II que contenga a la
recta Ly y tal que la recta Lo es paralela a II.

(b) Sean L3 y Ly las rectas de R3 descriptas por las ecuaciones Lz : X = #(1,2,—1)4(3,0,0) , t €
Ry Ly: X =t(-2,-4,2)+(0,1,1) , t € R. Sea Il el plano que contiene a las rectas L3 y Ly.
Dar una ecuacion del plano IT'.

Ejercicio 47.

(a) Hallar la distancia entre el punto P = (2,2,1) y el plano de R? que contiene a las rectas
L:X=t1,2-1)+(1,3,2) ,teRy L' : X =¢(2,—-1,3)+ (3,2,5) , t € R.

(b) Hallar la distancia entre el punto P = (2,1) y la recta de ecuaciéon x + 2y = 3.

Ejercicio 48. Sea A = (2,—3) y sea L la recta definida por la ecuacion X =¢(3,4) , t € R.

(a) Sea L' la recta paralela a L que pasa por el punto A. Hallar la ecuacion paramétrica de la
recta L.

(b) Hallar todos los los puntos de la recta L' que distan 2 de A.

(¢) Sea P el punto de la recta L que estd a menor distancia de A. Hallar las coordenadas del
punto P.

(d) Calcular (P — A, (3,4)). Interpretar el resultado geométricamente.

Ejercicio 49.
(a) Describir el conjunto de puntos P de R? tales que d(P, (0,0,0)) = 1.
(b) Describir el conjunto de puntos P de R? tales que d(P,(1,1,0)) = 1.

(c) Describir el conjunto de puntos P de R? tales que P pertenece al plano de ecuacién z = 0 y
d(P,(1,1,0)) = 1.

(d) Describir el conjunto de puntos P de R3 tales que d(P, (1,1,0)) = 1 y P pertenece a la recta
de ecuacion L : X =¢(0,1,0) + (1,0,0) , t € R.

Ejercicio 50. Sea L la recta de ecuacion paramétrica X = ¢(1,—1,2) + (0,—2,1) , t € R y sea
P = (2,4, —3). Hallar las coordenadas del punto de L que se encuentra a menor distancia de P.

Ejercicio 51. Sea P = (2,1,—1).
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(a) Sea II el plano de R? de ecuacién x + y — z = 0. Hallar las coordenadas del punto de II que
se encuentra a menor distancia de P.

(b) Sea L larecta de ecuacion paramétrica X = t(1,3,1)+(2,2,0) , t € R. Hallar las coordenadas
del punto de L que se encuentra a menor distancia de P.

(¢) Sea L la recta de ecuacion paramétrica X = ¢(1,—1) + (1,0) , ¢t € R. Hallar las coordenadas
del punto de L que se encuentra a menor distancia del punto (—1, —3).

Ejercicio 52.

(a) Sea II el plano de R? de ecuacién z = 0 y sea L la recta de ecuacion X = ¢(1,1,-2) , t € R.
Hallar una recta L’ contenida en el plano IT que sea perpendicular a L. ;Es tinica?

(b) Sea II el plano de R3 de ecuacién z = 0 y sea L la recta de ecuacion X = ¢(0,0,1) ,t € R.
Hallar una recta L’ contenida en el plano IT que sea perpendicular a L. ;Es tnica? ;Cual es
la diferencia con el {tem anterior?

Ejercicio 53. Sea II el plano de R? de ecuacion —x + y + 22 = 4 y sea L la recta de ecuacion
paramétrica X = ¢(3,0,—1) + (1,3, —4), t € R. Hallar la ecuacién paramétrica de una recta L’
contenida en el plano IT que sea perpendicular a la recta L.

Ejercicio 54. Sea II el plano de R3 de ecuaciéon 3z — 2y + 22 = 6 y sea L la recta de ecuacion
paramétrica X = ¢(2,—1,1) + (—4,2,1), t € R. Hallar la ecuacion paramétrica de una recta L’
contenida en el plano II que sea perpendicular a la recta L.

Ejercicio 55. Sea k € R. Sea L la recta de ecuacién paramétrica X = t(k2 + 1,k,k+7) ,t € R
y sea II el plano de ecuacién z + 2y — 3z = 2. Determinar todos los valores de k para los cuales
LNIl=go.

Ejercicio 56. Sea L la recta de ecuacion X = ¢(2,3,—1) ,t € R y sea II el plano de ecuacion
z+ 2y =0.

(a) Hallar todos los puntos de R? que estan a distancia v/5 del plano II.

(b) Hallar todos los puntos de la recta L que estan a distancia /5 del plano II.

Ejercicio 57. Sea II el plano de R? de ecuacion —2x — y + 22 = 1 y sea L la recta de ecuacion
paramétrica X = t(—1,2,—-2) + (=3,1,2), t € R. Hallar todos los puntos de la recta L que estén a
distancia 4 del plano II.

Ejercicio 58. Sea II el plano dado por la ecuacién paramétrica
Im: X =a(0,2,1)+5(2,3,0) + (-1,0,1) ,a, € R .

(a) Hallar las ecuaciones de dos rectas L1 y Lo, perpendiculares entre si, ambas contenidas en II.

(b) Hallar la ecuacion de una recta L contenida en IT que sea perpendicular a la recta L’ definida
por la ecuacion paramétrica X = t(—2,3,1) +(2,1,2) , t € R.
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Ejercicio 59. Sean II; y II5 los planos de R3 definidos por las ecuaciones 3z + 2y — 6z = 1y
—3y + 4z = 3 respectivamente.

a allar t() 0S 10S [)unt 0S c qu(f verlncan 5 — 5 2 ).
[) q C 5 — ) — .

(x)Ejercicio 60. Sean A, B, C'y D cuatro puntos del plano tales que fﬁ I ﬁ Sea M el punto
medio de AB y sea N el punto medio de C'D, probar que | AC.

(x)Ejercicio 61. Sean A = (2,0) y B = (1,1)
a) Hallar todos los puntos de R? que equidistan de A y B.
(a) p que eq y
(b) Hallar C € R? tal que el tridngulo AABC sea equilatero. ;Es tinico un tal C?
(

¢) Hallar la ecuacion de una recta que pase por B y que forme un angulo de 45° con la recta

B

(d) Hallar D € R? tal que el triangulo AABD sea rectangulo en D e isésceles.
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