Introduccién al Algebra Lineal
Ano 2012

Practica 3: Espacios vectoriales

Ejercicio 1. En cada uno de los siguientes items decidir si el subconjunto .S es un subespacio del
espacio V que se indica.

(a) S ={(x1,72) € R? /2w — 5o = 0}, V = R2.

(b) S ={(x1,22) €ER? /x5 =1}, V=R2%

(¢) S={(x1,22,73) ER3 /21 — 29 = 23 + 72}, V = R3.

(d) S={(x1,72,73) € R3/2? — 423 =0}, V=R3.

(e) S ={(x1,20,73,24,25) ER® /21 =323+ 24 =0 y 219+ 124 — 25 =0}, V=R%
(i S={(x1,72) € R? /231 — 43 <0}, V=R2

(g) S = {A S R?’X?’/AH + Ago + Asz = 0}, V = R3%3,
(h) S ={A € R3*3/ A tiene alguna fila nula}, V = R3*3.

Ejercicio 2. Sea A € R™*". Demostrar que Sp = {z € R" / Az’ = 0} es un subespacio de R™.

Ejercicio 3. Sea A € R"*". Demostrar que S = {X € R"*" /A. X = X. A} es un subespacio de
Rnxn.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial y sean vy,vs € V.
(a) Demostrar que S; = {av; /a € R} es un subespacio de V.

(b) Demostrar que Sy = {awv; + fva / o, B € R} es un subespacio de V.

Ejercicio 5. Sea V un espacio vectorial y sean vy, vs,...,v, € V. Sea S = Gen({v1,v2,...,0,}).
Demostrar que S es un subespacio de V.

Ejercicio 6. En cada uno de los siguientes items decidir si el vector v pertenece al subespacio S
que se indica.

(a) v=(5,3,9), S = Gen({(2.4,3)}).
= (1,0,1), § = Gen({(1,2,3), (4, ~1,2)}).
= (4,-1,7), § = Gen({(1,-1,2), (2,1,3)}).

<d>v=<-§ 2 )smen(i(e2)-(6 )
@o=( 2 ) smam({() 2).(2
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Ejercicio 7. En cada uno de los siguientes items decidir si conjunto A genera el espacio vectorial
V.

(a) V=R3 A=1{(1,-1,1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,2,3)}.

oe-ena-{( (1))

(¢c) V=R* A={(1,1,1,-1),(0,-1,1,2),(1,1,0,1),(3,2,1,2)}.
(d) V=R* A=1{(2,2,1,0),(1,0,1,3),(1,1,0,1),(3,2,4, —5)}.

Ejercicio 8. En cada uno de los siguientes items decidir si el conjunto A de vectores del espacio V
indicado es linealmente independiente o linealmente dependiente.

(a) V=R3 A=1{(1,-1,1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,2,3)}.
(b)) V=R3 A={(1,-2,1),(3,1,-1),(7,0,—1)}.

oveman{( L2000}
s {(3 (20 ( 20}

(6) V= R47 A= {(17 17 17 _1)7 (07 _17 17 2)7 (17 17 07 1)7 (37 27 17 2)}
() V=R4 A={(221,0),(1,0,1,3),(1,1,0,1),(3,2,4, —5)}.

Ejercicio 9.

a b
c d
linealmente independiente si y solo si det(A) # 0.

(a) Sean (a,b),(c,d) € R? y sea A = < ) Demostrar que el conjunto {(a,b),(c,d)} es

(b) Sean u,v,w € R? y sea A € R3*3 la matriz cuyas columnas son los vectores u, v y w (en
ese orden). Demostrar que el conjunto {u,v,w} es linealmente independiente si y sélo si

det(A) # 0.

Ejercicio 10. Hallar tres vectores u, v, w de R3 tales que el conjunto {u,v,w} sea linealmente
dependiente pero los conjuntos {u, v}, {u,w}, {v,w} sean linealmente independientes.

Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes items hallar todos los valores de & € R tales que el
conjunto dado sea linealmente independiente.

(a) {(0,1,3),(~1,1,k), (1, —2,0)}.
(b) {(1,-1,2), (k,k — 1,k +6), (k— 1,k 1)}.

(C)V:sz“:{ﬁ—} “é)(g k+é)(é i)(—f _i)}'

Ejercicio 12. Sea V un espacio vectorial. Sean v1, vy € V tales que el conjunto {vy, va} es linealmente
independiente.
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(a) Sea w € Gen({v1,v2}). Decidir si {v1,vs, w} es linealmente independiente o linealmente de-
pendiente.

(b) Sea u € V. Demostrar que si u ¢ Gen({vy,v2}) entonces {v1,v2,u} es linealmente indepen-
diente.

Ejercicio 13. Sea V un espacio vectorial. Sean u,v,w € V tales que el conjunto {u,v,w} es
linealmente independiente.

(a) Demostrar que el conjunto {2u + v + 2w, v + 3w, u + v + w} es linealmente independiente.

(b) Demostrar que el conjunto {u + 2v + 3w, u + v — w, 2u + 5w} es linealmente independiente.

Ejercicio 14. Sea V un espacio vectorial. Sean u,v,w € V tales que el conjunto {u,v,w} es
linealmente independiente.

(a) Hallar todos los valores de a € R tales que el conjunto {u+ av+5w, v+ (a+1)w,u+v+ 2w}
sea linealmente independiente.

(b) Hallar todos los valores de 8 € R tales que el conjunto {3u + v + fw,u — 2w,u + fv — 2w}
sea linealmente independiente.

Ejercicio 15. Hallar una base y la dimensién de cada uno de los siguientes subespacios.
(a) S={x€R?/2x —5zy =0}

(b) S={xecR3/2z; — 29 — 23 =0}

(c)

(d) S={reRY/z) — 29 = 13+ 14 = 205 + 23}

(e) S—{X6R2X2/<; _i>.X_X.<; _1)}

(f) S=Gen({(1,-1,3),(3,1,1)})
(!]) S = Gen({(2’6’ _1)’ (_17 -3, %)})

ws=aa({( 2000

Ejercicio 16. Decidir, sin hacer cuentas, si los siguientes conjuntos ordenados de vectores son bases
de R3.

S = {zr €R®/2x1 — 223 = 211 + 22 + 274 = 79 + 473 + 224 = 0}

(a) {(1,0,1),(0,1,1)}

(b) {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)}

(¢) {(1,0,1),(0,1,1),(1,0,1)}

(d) {(1,0,1),(0,1,1),(0,2,2)}

(e) {(1,0,1),(1,2,3),(0,0,1),(1,1,1)}

3/6



Introduccién al Algebra Lineal — Ao 2012 Practica 3

Ejercicio 17. En cada uno de los siguientes items decidir si es posible extender el conjunto de
vectores a una base de R?*2. En caso afirmativo, extender el conjunto dado a una base de R?*? de
dos formas distintas.

@ {(00)(21)]
o {(5 )33 )
o {(33)(0 3) (2 )

Ejercicio 18. En cada uno de los siguientes items decidir si es posible extraer una base de R? del
conjunto de vectores dado. En caso afirmativo, extraer dos bases de R? distintas del conjunto dado.

(a) {(1,0,1),(1,2,3),(0,0,1),(1,1,1)}
(b) {(1,0,1),(1,2,3),(3,2,5),(4,4,8)}

() {(2,1,1),(1,2,0),(0,0,3),(1,4,5)}

Ejercicio 19. En cada uno de los siguientes items hallar dos bases distintas del espacio vectorial V
que contengan una base de S.

(a) V=R3 S =Gen({(1,0,1),(1,3,3),(2,3,4)}).
(b) V=R* S = {(x1,29,73,74) €ER* /21 + 29 — 13 — 224 = 0 y 321 + 4wy + 23 — 324 = 0}.
() V=R>3 S ={AeR¥®/A;1 + A1p = A13 — Agg = A1 + A1p — A1z + Aoz = 0}.

Ejercicio 20. Consideremos las siguientes bases de R3: B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)},
B’ ={(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} y B” = {(-1,1,0), (4,-2,1),(0,0,3)}.

(a) Hallar las coordenadas del vector (2,3, —1) con respecto a las bases B, B’ y B”.
(b) Sean z,y,z € R. Hallar las coordenadas del vector (z,y, z) con respecto a las bases B, B' y

B".

Ejercicio 21. Hallar las coordenadas de la matriz < _i g en la base

B 1 -1 1 1 -1 2 1 2
- 1 -1 /)’\Lo0 1)’ 0 0/)’\1 3 '
Ejercicio 22. Sea B = {v1, v, v3} una base de R3 y sean w1, wy y w3 los vectores de R? cuyas coor-

denadas en la base B son (1,-2,3), (0,2,—1) y (0,0, 2) respectivamente. Determinar si {wy, wa, w3}
es linealmente independiente.

Ejercicio 23. Sea B = {vy,v2,v3,v4} una base de R*. Sea k € R y sea
Sk = Gen({vy —ve , v1 +vg, 3v1 +va+ kug}).

Hallar todos los valores de k tales que dim(Sy) = 3.
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Ejercicio 24, Hallar base y dimensién de SN T.

(a) S={xecR/z; — 2y — 25+ 24 =11 + 23 — 233 + T4 = 0}
T:{XER4/$1—2(EQ—I3=O}

wa=((2.2).(3
R

(c) S={xe€R¥/z; — 22 +2x3 =0} T=((0,-3,0),(1,1,1))
() S=((1,1,2),(1,=2,0)) T ={(4,0,-2),(2,0,~1))

Ejercicio 25. Hallar base y dimensién de S + T, para los subespacios del
ejercicio anterior.

Ejercicio 26&. Determinar en qué casos es V.= 5@ T para los subespacios
del ejercicio 24, donde V es respectivamente

(a) V=R* (b) V=R>?  (c) V=R? (d) V=R?

Ejercicio D27

(a) Sean en R2, S = ((1,1)), T = ((1,3)), W = ((1,0)). Probar R® =S& T =
SaT.

(b) Determinar si R**? =S& T, dondeS—<( é ?) ),( _1 g )>

LD 22

=((53):(2 %))

(c) Determinar si R* =S@& T, donde S = {x € R®/2z; — 25 + 23 = 22 = 0}
Tﬁ{X€R3/$2—5$3ﬁm1+Iz:U}

Ejercicio 18,

(a) SiV=S@&T, probar que dimV = dim S + dim T, ;Es cierta la reciproca?

(b) Probar que V=S@& T si y sélo si para todo v € V existen Gnicos s €Sy
t e T tales que v =s+ t.

Sie



Ejercicio 74, Hallar dos subespacios distintos TyT talesqueV=86T=
SaT.

@yerre sl 12 0000 0 SN0 1 5 A D)
(b) V=R

S={xeR/z1+ 22— z3=331 — T + 275 = 221 — 220 + 323 = 0}
(c) V={x€eR*/ -z — 22+ 13+ 24 =0} S = (1,1, 1,1), (1,050, 0}

e il L o
Ejercicio 30, SeanS—<( 0 1)’(0 2)>y

= {A S Rgxg /0,1-2 il b 2(1,21 e 0 gy D}

(a) Probar que R**? =S T.

200 =

(b) Escribir w = ( 210

)comow=s+tcons€§yt€']1‘.

(c) Escribir w = ( gi e ) comow=s+tconseSyteT.
az1 Q22

Ejercicio 24,  Sean en V los subespacios $ y T. Hallar un subespacio W tal
queTCWyV=SpW.
(a) ¥ =R?
S={XERB/$1—$2+$3=£1+$2=0}
T={xeR®/z + &2+ 23 = 2o — 25 = 0}
(b) V=&
S={X eR¥*? 2y + 212+ To1 = T12 + T = Tr(X) = 0}
M= {X € R2%2 [ 2y; — 212+ %21 +2T2p = T12+T21 = T11 — 2212+ 2292 = 0}

Ejercicio 32, SeaS={xeR*/zz=z1—-23= 0}

(a) Encontrar un subespacio T C R* que verifique simultdneamente: SNT =
{(1,0,1,1)) yS+ T =R%

(b) ;Puede elegirse T tal que dim T = 27

Ejercicio 23, SeaS={xeR!/z;—z3—z4=0}

(a) Encontrar un subespacio T de dimension 2 tal que dim(SNT) = 1.

(b) Para el subespacio T hallado en (a), caracterizar W = S+ T. jDepende W
de la eleccién de T realizada en (a)?
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