Introduccion al Algebra Lineal
Afio 201/

Practica 3: Espacios vectoriales

Ejercicio 1. En cada uno de los siguientes items decidir si el subconjunto .S es un subespacio del
espacio V que se indica.

a) S ={(x1,72) € R? /221 — 525 =0}, V=R2%
(b) S ={(x1,72) e R*/wpg =1}, V=R
(¢) S ={(x1,22,23) €R® /1 — 20 = 23+ 22}, V=R
(d) (

) (

S

S

S = {(z1,72,73) € R3 /23 — 423 = 0}, V= R3.

S = {(w1, 22,73, 74,25) ER® /o1 — 323+ 24 =0 y 229+ 24 — 25 =0}, V=R5.
S =

(
( {(w1,22) € R? /221 — 429 < 0}, V = R2.
(9) S={AcR3>3 /A1 + Ags + A3z = 0}, V = R3S,
(h) S ={A € R3*3/ A tiene alguna fila nula}, V = R3*3.

Ejercicio 2. Sea A € R™*". Demostrar que Sp = {z € R" / Az’ = 0} es un subespacio de R™.

Ejercicio 3. Sea A € R™*". Demostrar que S = {X € R"*" /A. X = X. A} es un subespacio de
Rnxn.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial y sean vy,vs € V.
(a) Demostrar que S; = {av; /a € R} es un subespacio de V.

(b) Demostrar que Sy = {awv; + fva / o, B € R} es un subespacio de V.

Ejercicio 5. Sea V un espacio vectorial y sean vy, vs,...,v, € V. Sea S = Gen({v1,v2,...,0,}).
Demostrar que S es un subespacio de V.

Ejercicio 6. En cada uno de los siguientes items decidir si el vector v pertenece al subespacio S
que se indica.

(a) v=(5,3,9), S = Gen({(2.4,3)}).
= (1,0,1), S = Gen({(1,2,3), (4, ~1,2)}).
(¢) v=(4,—1,7), S = Gen({(1,~1,2),(2,1,3)}).

<d>”=(—§ 1) sen({(22) (5 1)
<e>v—<_§ j),s—c;en({(; _3)(3 .
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Ejercicio 7. En cada uno de los siguientes items decidir si el conjunto A genera el espacio vectorial
V.

(a) V=R3 A=1{(1,-1,1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,2,3)}.

(@V:R“%Az{(_;1>’<f?>’<8})}

() V=R A={(1,1,1,-1),(0,-1,1,2),(1,1,0,1),(3,2,1,2)}.

(d) V=R* A=1{(2721,0),(1,0,1,3),(1,1,0,1),(3,2,4, -5)}.

Ejercicio 8. En cada uno de los siguientes items decidir si el conjunto A de vectores del espacio V
indicado es linealmente independiente o linealmente dependiente.

(a) V=R3 A=1{(1,-1,1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,2,3)}.
(b) V=R3 A={(1,-2,1),(3,1,-1),(7,0,—1)}.

avereasf( 1) (1) (1))
wv-wa-{(3 ) (20)(h ()}

(6) V= R47 A= {(17 17 17 _1)7 (07 _17 17 2)7 (17 17 07 1)7 (37 27 17 2)}
() V=R4 A={(221,0),(1,0,1,3),(1,1,0,1),(3,2,4, —5)}.

Ejercicio 9. Hallar tres vectores u, v, w de R? tales que el conjunto {u,v,w} sea linealmente
dependiente pero los conjuntos {u, v}, {u,w}, {v,w} sean linealmente independientes.

Ejercicio 10. En cada uno de los siguientes items hallar todos los valores de k € R tales que el
conjunto dado sea linealmente independiente.

(a) {(0,1,3), (~1,1,%), (1,—2,0)}.
(b) {(1,-1,2), (kb — 1,k +6), (k — 1,k 1)}.

k-1 k+1 0 k+1 11 2 -1
— TR2x2 —
o=t as{(1) (0 ) (o n ) (L))
Ejercicio 11. Sea V un espacio vectorial. Sean vy, vy € V tales que el conjunto {v1, v2} es linealmente

independiente.

(a) Sea w € Gen({v1,v2}). Decidir si {v1,v2, w} es linealmente independiente o linealmente de-
pendiente.

(b) Sea u € V. Demostrar que si u ¢ Gen({v1,v2}) entonces {v1,v2,u} es linealmente indepen-
diente.
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Ejercicio 12.

a b
c d
linealmente independiente si y sélo si det(A) # 0.

(a) Sean (a,b),(c,d) € R? y sea A = < ) Demostrar que el conjunto {(a,b), (¢c,d)} es

(b) Sean u,v,w € R3 y sea A € R3*3 la matriz cuyas columnas son los vectores u, v y w (en
ese orden). Demostrar que el conjunto {u,v,w} es linealmente independiente si y solo si

det(A) # 0.

Ejercicio 13. Sea V un espacio vectorial. Sean u,v,w € V tales que el conjunto {u,v,w} es
linealmente independiente.

(a) Demostrar que el conjunto {2u + v 4+ 2w, v + 3w, u + v + w} es linealmente independiente.

(b) Demostrar que el conjunto {u + 2v + 3w, u + v — w, 2u + 5w} es linealmente independiente.

Ejercicio 14. Sea V un espacio vectorial. Sean u,v,w € V tales que el conjunto {u,v,w} es
linealmente independiente.

(a) Hallar todos los valores de a € R tales que el conjunto {u+ av+5w, v+ (a+1)w,u+v+ 2w}
sea linealmente independiente.

(b) Hallar todos los valores de 5 € R tales que el conjunto {3u + v + fw,u — 2w, u + fv — 2w}
sea linealmente independiente.

Ejercicio 15. Hallar una base y la dimensién de cada uno de los siguientes subespacios.
(a) S={x€R?/2x —5zy = 0}

(b) S={r€R3/2x1 — 29 — 23 =0}

(c)

(d) S={zxeR* /21 — 20 = 23 + 24 = 209 + 23}

(e) S:{X6R2x2/<; _i>.X:X.<; ﬁ)}

(H S=Gen({(1,-1,3),(3,1,1)})
(g) S = Gen({(2a6a _1)7 (_17 -3, %)})

2 1 -1 0 0 1
ws=cn({(30)(72)(13))
Ejercicio 16. Decidir, sin hacer cuentas, si los siguientes conjuntos ordenados de vectores son bases
de R3.
(a) {(1,0,1),(0,1,1)}
(b) {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)}
(¢) {(1,0,1),(0,1,1),(0,2,2)}

S ={x € R®/2z1 — 223 = 211 + w3 + 224 = T2 + 473 + 224 = 0}
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(d) {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}
(e) {(1,0,1),(1,2,3),(0,0,1),(1,1,1)}

Ejercicio 17. En cada uno de los siguientes items decidir si es posible extender el conjunto de
vectores a una base de R?*2. En caso afirmativo, extender el conjunto dado a una base de R?*? de
dos formas distintas.

@ {(o0)(21)}
o{(5 )3 5)G )
o {(33)(0 ) (2 )

Ejercicio 18. En cada uno de los siguientes items decidir si es posible extraer una base de R? del
conjunto de vectores dado. En caso afirmativo, extraer dos bases de R? distintas del conjunto dado.

(a) {(1,0,1),(1,2,3),(0,0,1),(1,1,1)}
(b) {(1,0,1),(1,2,3),(3,2,5),(4,4,8)}

(e) {(2,1,1),(1,2,0),(0,0,3),(1,4,5)}

Ejercicio 19. En cada uno de los siguientes items hallar dos bases distintas del espacio vectorial V
que contengan una base de S.

(a) V=R? S =Gen({(1,0,1),(1,3,3),(2,3,4)}).
(b) V=R* S = {(x1,29,23,74) € R* /21 + 10 — 23 — 224 = 0 y 321 + 4wy + 23 — 324 = 0}.
(c) V=R>3 S ={AcR¥>3/Aj + A1p = A13 — Aoz = A1 + Ajg — Aj3 + Agz = 0},
Ejercicio 20. Consideremos las siguientes bases de R?: B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)},
B’ ={(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} y B” = {(-1,1,0), (4,-2,1),(0,0,3)}.
(a) Hallar las coordenadas del vector (2,3, —1) con respecto a las bases B, B’ y B”.

(b) Sean z,y,z € R. Hallar las coordenadas del vector (x,y, z) con respecto a las bases B, B' y
B".

R IEH I

Ejercicio 22. Sea B = {v,v2,v3} una base de R3 y sean w1, wy y w3 los vectores de R? cuyas coor-
denadas en la base B son (1,-2,3), (0,2,—1) y (0,0, 2) respectivamente. Determinar si {wy, w2, w3}
es linealmente independiente.

Ejercicio 21. Hallar las coordenadas de la matriz ( L2 ) en la base
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Ejercicio 23. Sea B = {v1,v2,v3,v4} una base de R%. Sea k € R y sea
Sk = Gen({vy —ve , v1 +vg, 3v1 +va+ kug}).

Hallar todos los valores de k tales que dim(Sk) = 3.

Ejercicio 24. En cada uno de los siguientes items hallar una base y la dimensién de SN T.

() S={r R /wy — 290 — 23+ 24 = 21 + 222 — 23 + 24 = 0}
T={zcR*/z; —2x9—23=0}

(b) S={xcR?/xy — 9+ 223 =0}
T = Gen{(0,-3,0),(1,1,1)}

(¢) S={(x1,22,23,74) € R* /21 + 204 = 221 + 29 — 23 + 24 = 0}
T = Gen({(4’ 07 37 1)7 (07 17 07 1)})

(d) S ={(x1,72,23,24) ER* /21 + 290 =221 + 20+ 23+ 14 =0}
T = Gen({(o? 17 170)7 (27 1707 1)})

(¢) S =Gen{(1,1,2),(1,-2,0)}
T = Gen{(4,0,-2), (2,0, 1)}

ps=can{( D 5) (0 1)( 0 2))
aef(1 (0 )

Ejercicio 25. Para cada uno de los items del ejercicio anterior hallar una base y la dimensién de
S+T.

Ejercicio 26. Para cada uno de los items del ejercicio 24determinar en qué casos V=5 ® T donde
V es respectivamente:

(a) V=R* (c) V=R* () V=R?
(b) vV =R3 (d) V = R4 1 V = R2%2
Ejercicio 27.

(a) Sean S, T y W los subespacios de R? definidos por S = Gen{(1,1)}, T = Gen{(1,3)} y
W = Gen{(l 0)}. Demostrar que R2 =S @ T y que RZ =S W.

(b) Sean S y T los subespacios de R3 definidos por

S={zeR®/2z) —ap+a3=22=0} y T={x R/ 2y — 53 =11 + x5 =0} .

Determinar si R3 = S & T.
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(c¢) Sean Sy T los subespacios de R?*? definidos por

s=aof(50) () vr=eed(53) (5 51

Determinar si R2X2 =S @ T.

Ejercicio 28. Sea V un espacio vectorial y sean Sy T subespacios de V. Demostrar quesi V= S®T
entonces dim(V) = dim(S) + dim(7'). ;Es cierta la reciproca?

Ejercicio 29. En cada uno de los siguientes ftems hallar dos subespacios distintos T'y T de V tales
queV=SaoT=SaT.

(a) V=R2>*2
s—an{(3 ) (0 0) (20}
(b)) V=R

S={xcR* w4+ w9 —x3 =32 — 20 + 213 = 201 — 229 + 323 =0}
() V={zeR*/ —2x1 — 29+ 23+ 124 =0}
S:Gen{(17 17 1? 1)7(1707 170)}

Ejercicio 30. Sean S y T los subespacios de R?*? definidos por

SzGen{(é 1)(8 ;)} y T={A€R>? /A= Ay + 249 — Agy =0} .

(a) Demostrar que R?*2 =S @ T.

2 -1

(b) Escribir w = ( 5 9

)comow:s+tcon3€SthT.

¢) Sean a,b,c,d € R. Escribir w = a b comow=s+tconseSyteTl.
c d

Ejercicio 31. Sea V un espacio vectorial y sean S y T" subespacios de V. Demostrar que V=S¢ T
si y s6lo si para todo v € V existen Unicos s € S y t € T tales que v = s +t.

Ejercicio 32. En cada uno de los siguientes items hallar un subespacio W de V tal que W D Ty
V=SaW.

(a) V=R3
S={xeR3 /2y — w9+ 3 =21 + 29 =0}
T={rcR/z; +20+23=20— 23 =0}
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(b) V = R2x2

s={(8) er urbrebromaramol
T:{(i 2)eR“2ﬁwJwaad=b+c:a—%+ﬂd=0}

Ejercicio 33. Sea S = {z € R* /29 = 21 — 23 = 0}

(a) Hallar un subespacio T' C R* que verifique simultaneamente que S N7 = Gen{(1,0,1,1)} y
S + T = R*. Verificar que el subespacio T hallado cumpla las condiciones pedidas.

(b) (Puede elegirse T tal que dim(7") = 27

Ejercicio 34. Sea S = {z € R* /21 — 23 — 74 = 0}

(a) Hallar un subespacio 7' C R* de dimension 2 tal que dim(SN7T') = 1. Verificar que el subespacio
T hallado cumpla las condiciones pedidas.

(b) Para el subespacio T hallado en el item (a) calcular S + T.

(¢) (Depende S+ T de la eleccion del subespacio T hecha en el item (a)? jPor qué?

Ejercicio 35. Sean S = {x € R* /21 + 29 — 23— 224 =0} y T = {z € R* /21 — 23 = 0}. Hallar un
subespacio W C R* que verifique simultdneamente que W C T, dim(W NS) =1y W + S = R%.
Verificar que el subespacio W hallado cumpla las condiciones pedidas.

Ejercicio 36. Sea S = Gen{(0,-3,1,0),(1,1,1,1),(4,-2,6,4)} y sea T C R* un subespacio de
dimensién 2 tal que S NT = {0}. Demostrar que S + 71 = R*.

Ejercicio 37. Sea S = {z € R* /2y + 29 = 21 — 23 — 14 = 0}.

(a) Decidir si existe un subespacio T C R* de dimension 2 tal que S NT = Gen{(1,—1,1,0)} y
S+T=R"%

(b) Decidir si existe un subespacio T C R* de dimension 1 tal que S+ T = R*.

(¢) Decidir si existe un subespacio T C R* de dimensién 3 tal que SN T = {0}.
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