Topologia General

Primer semestre de 2016

Practica 3: Conexién y arcoconexion

Ejercicio 1. Sean T, 7" dos topologias en X. Si 7’ D T, ;qué puede implicar la conexion de X en
una de las topologias respecto de la conexién en la otra?

Ejercicio 2. Sea X un conjunto infinito y sea T la topologia de complemento finito en X. Demostrar
que (X,7) es conexo.

Ejercicio 3. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X un subconjunto. Definimos la frontera de A
como 0A = A — A°. ;Es cierto que si X es conexo, entonces para todo subconjunto A de X propio
no vacio se tiene 0A # @7 ;jVale la reciproca?

Ejercicio 4. Sea X un espacio topolégico y sea A un subconjunto de X. Sea C' un subespacio
conexo de X tal que CNA# @y CN(X — A) # &. Demostrar que C N OA # &.

Ejercicio 5. Sea {A,},en una sucesion de subespacios conexos de X tales que A, N Apy1 # &

para todo n € N. Demostrar que U A,, es conexo.
neN

Ejercicio 6. Sea { A, } e una coleccion de subespacios conexos de X y sea A un subespacio conexo

de X. Demostrar que si AN A, # @ para todo o € A, entonces A U U A, es conexo.
a€A

Ejercicio 7. Considere los siguientes conjuntos con el orden lexicografico y la topologia del orden.
Decidir cuéales son conexos.

(a) Nx[0,1) (b) [0,1) xN (¢) [0,1) x[0,1] (d) [0,1] x[0,1)
Ejercicio 8.
(a) Sean X e Y espacios topologicos conexos. Demostrar que X x Y es conexo.

(b) Concluir que un producto finito de espacios topoldgicos conexos es conexo.

Ejercicio 9. Sean X e Y espacios topologicos y sea ¢ : X — Y una funcién cociente. Supongamos
que Y es conexo y que para todo y € Y el subespacio ¢ ' ({y}) € X es conexo. Demostrar que X
€s conexo.

Ejercicio 10. Sea X un espacio topologico conexo y sea Y un espacio topolédgico totalmente disco-
nexo. Demostrar que si f : X — Y es una funcién continua entonces f es constante.

Ejercicio 11.

(a) Mostrar que entre los espacios (0, 1), (0,1] y [0,1] no hay dos homeomorfos.
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(b) Supongamos que f: X =Y, g:Y — X son funciones subespacio (es decir, son iniciales e
inyectivas). Mostrar que no necesariamente X e Y son homeomorfos.

Ejercicio 12.
(a) ;Es el producto de espacios arcoconexos arcoconexo?
(b) Si AC X y A es arcoconexo, jes A arcoconexo?

(¢) Si f: X —Y escontinua y X es arcoconexo, jes f(X) arcoconexo?
Ejercicio 13. Mostrar que R" y R no son homeomorfos si n > 1.

Ejercicio 14. Sea K = {1/n : n € N} y notemos por —K al conjunto {—1/n : n € N}. Determinar
las componentes conexas y las componentes arcoconexas de los siguientes subespacios de R2.

A= (K x[0,1]) U ({0} x [0,1]).
B = (4\{(0,1/2)}).
C = BU([0,1] x {0}).

D= (K x[0,1])U(—K x [~1,0)) U ([0,1] x —K) U (|-1,0] x K).

Ejercicio 15.

(a) Sea X un espacio topologico localmente arcoconexo. Demostrar que todo abierto conexo de
X es arcoconexo.

(b) Concluir que si X es un espacio topologico localmente arcoconexo entonces X es conexo si y
s6lo si es arcoconexo.
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