Introduccién al Algebra Lineal
Adio 2014

Practica 4: Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales:

(a) f:R* =R/ f(z1,22) = (0,21)

(b) f:R2 = R?/ f(xy,22) = (271 — 5,71 + 72)
(¢) f:R?2 = R3/ f(x1,22) = (x1 + 329, 72, 21)
(d) f:R?2 >R/ f(x1,72) = 71.79

1 T1+ 22
(e) f:]R2—>R3X2/f(a;1,a;2)( 0 —Z9 )

—X1 0
(H f:R¥»2 5 R/ f(A) = det(A).
(9) f:R3 =R/ f(z)=(x,v) con v € R3.
(h) f:R* = R™/ f(z) = (A.2")! con A € R™¥™,
Ejercicio 2.

(a) Sea f:R3 — R? la transformacién lineal definida por f(x1, 22, 73) = (x1 — T2, T2 +23) ¥y sean
v=(2,3), S =Gen{(1,2,1)} y T = {z € R? /321 — 2x5 = 0}. Describir f(S), f~1({v}) y
fHT).

(b) Sea f:R3 — R* la transformacion lineal definida por
f(z1, 29, 23) = (¥1 + @2 + 23,0, 22 + 3,71 — 72) .

Sean S = Gen{(1,0,-2),(1,1,0)}, T = {x € R* /21 — 29 + 223 + 4 = 22 + 23 + 324 = 0},
b= (2,0,1,~1) y w= (2,3,1,1). Describir £(S), f~"({v}), /- ({w}) y /-(T).

Ejercicio 3. Sea f : R? — R? la transformacion lineal definida por
f(x1,22) = (=321 + 22,621 — 229) .
(a) Decidir cuéles de los siguientes vectores pertenecen a Nu(f):
» (5,15) w (3,4) = (1,1) = (0,0)
(b) Decidir cudles de los siguientes vectores pertenecen a Im(f):
. (1,-2) . (—6,12) = (5,0) = (0,0)
(¢) Mostrar 4 vectores que pertenezcan a Im(f).
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(d) Mostrar 4 vectores que pertenezcan a Nu(f).

Ejercicio 4. En cada uno de los siguientes items hallar bases de Nu(f) y de Im(f).
(a) f:R3> = R3/ f(x1,22,23) = (1,0,0).
(b) f:R3 = R3/ f(x1,79,23) = (1 + 22 + 323,421 + Sxo + 613, 721 + 819 + 923).
(c) f:R* = R3/ f(x1, 20,03, 24) = (T2 + T3 + T4, 21 — 23 + 24,371 + 220 — 23 + 54).

a a+b
(d)f:R2X2—>R3X2/f<<CCL Z)): c c+d
d 0

Ejercicio 5. Decidir cudles de las transformaciones lineales del ejercicio anterior son monomorfis-
mos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 6. Sea A € R?*? y sea g4 : R?*2 — R2*2 definida por ga(X) = A.X.

(a) Si A= ( g i > determinar si g4 es un isomorfismo y si A es inversible.

(b) Si A= ( g _11 ) determinar si g4 es un isomorfismo y si A es inversible.

(¢) Demostrar que g4 es un isomorfismo si y solo si A es inversible.

Ejercicio 7. Sean f : R? — R? y g : R? — R? definidas por f(z1,29,73) = (1 — 23,71 + 22) ¥
g(x1,22) = (21, 22,21 + x2). Calcular go f y fog.

Ejercicio 8. Calcular las inversas de los siguientes isomorfismos
(a) [:R* 5 R*/ fz1,22) = (21 + x2,21 — 2)

‘R?2 - RZ/f(xl,xg) = (1’1 + 2x9,3x1 + 5:62)

)
) f
¢) f:R3 =R/ f(x1,29,23) = (z1 + T2, 21 — T3, 71 + T2 + X3)
) fiR¥E S RP? ) f(A) = A

) f

CR2X2 R4/f(A) = (A11 — Aj2, A1 + A1g, Aga, Agy)

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes items calcular dim(Nu(f)) y dim(Im(f)).
(a) f:R* =R/ f(x) = a.

:R? — R tal que f es un monomorfimo.

)
) f
¢) f:RS — RS tal que f es un epimorfimo.
) fiRPS SRR £(X) = 0.

) f

: R3 — R* tal que Nu(f) 2 Gen{(1,1,2),(3,2,-1)} v (1,0,—1,0) € Im(f).

2/7



Introduccién al Algebra Lineal — Ao 201/ Practica 4

Ejercicio 10. En cada uno de los siguientes items decidir si existe una transformacion lineal f
que satisfaga las condiciones pedidas. En caso afirmativo, hallar la expresién de una transformaciéon
lineal f que cumpla lo pedido.

(a) f:R? = R?tal que f(2,1) =(1,2) y f(—1,0) = (1,1).
(b) f:R? — R3 tal que f(1,2) = (0,0,1) v £(2,2) = (0,2,0).
(¢) f:R3— R3tal que f(1,1,1) = (1,0,0), £(1,1,0) = (2,4,0) y £(0,1,0) = (1,2,0).
(d) f:R? —R?tal que f(1,0) = (=1,3) y f(2,0) = (3,6).
) fiR3 = R3 tal que £(0,1,1) = (1,2,3), f(—1,2,1) = (-1,0,1) y f(-1,3,2) = (0,2,3).
H f:R? = RS tal que f(1,1) = (0,1,2) y £(3,3) = (0,3,6).
f:R3 = R? tal que f(1,2,1) = (2,0), f(—1,0,1) = (1,3) y £(0,2,2) = (3,3).
Ejercicio 11. Sea f : R? — R3 definida por f(x1, 72, 23) = (21 + 22 +23, 21+ 22— 3,21 +22) ¥ sea

g : R3 — R3 la tnica transformacion lineal que cumple ¢(1,1,1) = (—1,1,0), ¢(1,1,0) = (0,1,1) y
9(1,0,0) = (1,0,1).

(a) Calcular h=go fyt= fogy.

(b) Hallar una base del nucleo y una base de la imagen de cada una de las transformaciones
lineales f, g, h y t.

Ejercicio 12. En cada uno de los siguientes items hallar una transformacion lineal f que satisfaga
las condiciones pedidas.

(a) f:R®— R3tal que Nu(f) = {(v1,29,73) € R® /21 — 329 + 73 = 0}.

(b) f:R? — R? tal que Nu(f) = Gen{(1,3)} y Im(f) = Gen{(0,1)}.

(¢) f:R3— R?tal que (1,1,1) € Nu(f) y f es un epimorfimo.

(d) f:R* = R*tal que Nu(f) = Im(f) = Gen{(2,5, —1,0),(0,0,0,1)}.

(e) f:R?**2 = R2 no nula tal que I € Nu(f) y f no es epimorfismo.

(fH f:R* = R* tal que Nu(f) = {(z1,22,23,24) ER* /21 + 20 =23 ¥ 71 + 23 = 24}

(9) f: R* = R3 tal que Nu(f) + Im(g) = R?* donde g : R? — R? es la transformacion lineal
definida por g(z1,z2) = (z1 + 22,0, 21 — x2, 21 + x2).

Ejercicio 13.

(a) Hallar la formula explicita de una transformacion lineal f : R3 — R? que verifique simulta-
neamente que (1,0,3) € Nuf y que f sea un epimorfismo. Demostrar que la transformacion
lineal f hallada cumple las condiciones pedidas.

(b) Sea f:R? — R? una transformacion lineal que cumple simultdneamente que (1,0,3) € Nuf y
que f es un epimorfismo. ;Es posible hallar un vector w € Nuf tal que el conjunto {(1,0,3),w}
sea linealmente independiente?
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Ejercicio 14. Sea S = {(v1,22,73,74) € RY/2y — 29 = 23 y 21 + 22 = w4} v sea
T = {(z1,20,73,24) € R* /221 = 23 + 24}. Hallar una transformacion lineal f : R* — R* que
verifique simultaneamente que Nu(f) =Sy Nu(fo f) =

Ejercicio 15. Sea f : R? — R3 la transformacion lineal tal que Mpg(f) =

SN =
N W o

(a) Calcular f(1,-2)y f(3,—1).
(b) Hallar la expresion de f.
(¢) Hallar bases de Nu(f) y de Im(f).

Ejercicio 16. En cada uno de los siguientes items hallar Mpp/(f)

(a) f:R? = R3tal que f(x1,22) = (3z1 + 2,271 — x2, 21 + 22), B es la base canénica de R?, B’
es la base canonica de R3.

(b) f:R? = R? tal que f(x1,22) = (221 — 22, 22), B = {(—1,0),(0,1)}, B' = {(1,1),(0,1)}.

(C) f :R3 — R? tal que f(m17m27$3) = ($1—$2,$1+$2—|—x3>, B = {(17 _17 2)7 (0727 _1)7 (0707 1)}7
B = {(2,1), (1, -1)}.
(d) f:R* = R3 tal que f(z1, 20,73, 24) = (71 — 73,224, T2 + 73),

B =1{(1,-1,2,0),(0,2,—1,1),(0,0,2,1),(0,0,0,—1)}, B’ es la base canénica de R3.

Ejercicio 17. Sea A = ( ; _1 ) y sea f : R?*2 — R?*? ]a transformacién lineal definida por
f(X) = AX. Hallar Mgg(f)

Ejercicio 18. Hallar la matriz en bases canoénicas de cada una de las transformaciones lineales
definidas en los siguientes items e indicar a qué espacio de matrices pertenece.

(a) f:R? = R? definida por f(z1,22) = (321 — 2, T2).

(b) f:R3 — R? definida por f(x1,22,23) = (z1 + T2 — 5xg, 2 + 3).

(c) f:R%— R3 definida por f(z1,22) = (21 + 22,221 + 29, 21 + 322).

(d) f:R?®— R*la transformacion lineal que verifica f(1,0,0) = (2,1,0,1), £(0,1,0) = (2,1,3,0)

y £(0,0,1) = (0,—4,—2,6).

(e) f:R? — R3 la transformacion lineal que verifica f(2,0,0) = (4,2,2), f(0,3,0) = (1,1,1) y
f(oa 07 3) = (07 _17 0)

3 1 2
Ejercicio 19. Sea f : R* — R3 la transformacién lineal tal que Mpg(f)=| 2 -1 3
0 1 -1

(a) Calcular £(0,1,0), £(0,0,0), £(1,2,0) vy f(3,—1,—2).

(b) Hallar la expresion de f.

4/7



Introduccién al Algebra Lineal — Ao 201/ Practica 4

(¢) Hallar bases de Nu(f) y de Im(f).

1 2 0
Ejercicio 20. Sea f : R3 — R3 la transformacién lineal tal que Mgg(f) =1 1 1 —2 | y sea
0 -1 -1

B =1{(1,0,2),(0,1,1),(2,1,0)}.
(a) Hallar la expresion de f.

(b) Hallar MBE(f) y MBB(f)

Ejercicio 21. Sean B = {(—1,0),(1,-1)} y B’ = {(2,1,0),(1,0,—1),(0,-2,3)} y sea f : R? = R3

5 —1
la transformacion lineal tal que Mpp/(f) = -1 0
3 1

(a) Hallar una base de Im(f).
(b) Hallar una transformacién lineal g : R? — R? tal que Nu(g) = Im(f).

(¢) Para la transformacion lineal g hallada en el item anterior calcular Mg/ g(g).

Ejercicio 22. Sea B la base de R? definida por B = {(0,0,2),(0,1,-1),(2,1,0)} y sea B’ la
base de R* definida por B’ = {(1,0,0,0),(1,1,1,0),(1,—1,0,1),(0,1,1,1)}. Sea f : R® — R* la
1 1 -1
. -1 0 2
transformacion lineal tal que Mpp/(f) = 1 2 o0
01 1
(a) Calcular f(3,—1,2)y f(1,-3,7).
(b) Hallar una base de Im(f).

(¢) Hallar una base de Nu(f).

Ejercicio 23. Sea f : R® — R* la transformacion lineal tal que

2 1 -2 4

-1 0 1 -2

1 6 —1 2

O = O =

(a) Hallar una base By de Nu(f).

(b) Hallar un conjunto By de vectores de R5 tal que By N By = @ y B = By U By sea una base de
RO.

(¢) Demostrar que f(Bz2) es un conjunto linealmente independiente.
(d) Extender el conjunto f(Bs) a una base B’ de R*.

(6) Hallar MBB’ (f)
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Ejercicio 24. Sea f : R? — R? definida por f(z1,22) = (z1 — 9,21 + 272). Sean g : R — R? y
h : R? — R3 las transformaciones lineales tales que

MEE(Q):<_1 g ;) y Mgg(h)=1| -

O~ =
N OO

(a) Hallar MEE(Q o h), MEE(hOg) y MEE(hO f)
(b) Sean B = {(1,-1),(1,2)} ¥ B' = {(1,1,—1),(1,—1,0),(~1,0,0)}. Hallar Mpp(h o ),
Mpp(fog)y Mpp(goh).

Ejercicio 25. Sea f : R? — R? la transformacion lineal definida por f(z1,22) = (z1+ 322, 221 —22).
Sean B = {(17 1)7 (27 1)} y B = {(_172)7 (07 1>}

(a) Demostrar que f es un isomorfismo.

(b) Sin calcular f~! hallar Mpp(f~') y Mpg(f=).

1 2 0
Ejercicio 26. Sea f : R® — R3 la transformacion lineal tal que Mpg(f)=| 1 1 -2 | ysea
0 -1 -1

B ={(1,0,2),(0,1,1),(2,1,0)}. Hallar Mpp(f~").
Ejercicio 27. Sean B = {v1,v2} y B’ = {w1,wy} bases de R? y sea f : R? — R? la transformacion
lineal tal que Mpp/(f) = < ; _2 ) Sea B" = {v1 + va,v1 — vo}. Hallar Mpnp/(f).

Ejercicio 28. Sean B = {v1,v2,v3} y B’ = {w1,ws, w3} bases de R? y sea f : R® — R3 la

1 0 3
transformacion lineal tal que Mpp/(f)=1 1 -1 0
0 2 1

Sea C' = {2v; — vy, v1 + 2v3, v1 + v2 — v3}.
(a) Demostrar que C' es base de R3.

(b) Hallar Mcp/(f).

Ejercicio 29. Sea V un espacio vectorial y sean B = {v1,v9,v3} y B’ = {—v1+v2—v3, v1+2v3, v2}

1 4 -5
bases de V. Sea f : V — V la transformacion lineal tal que Mpp(f)=| 2 1 0
03 1

Hallar Mp/p(f), Mg/ (f) vy Mpp (f).

Ejercicio 30. Sea V un espacio vectorial y sean B = {vy,v9,v3} y B’ = {vs, v + v3, v1 +v2 + v3}

2 1 -1
bases de V. Sea f : V — V la transformacion lineal tal que Mpp(f) = 1 0 3 | ysea
20 0

310
g:V =V la transformacion lineal tal que Mpp(g) = -1 2 1
0 1 1
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(a) Hallar MBB’(QO f) y MB/B(gO f)
(b) Hallar Mpp/(g~1).

Ejercicio 31. Sea B = {v1,v9,v3} una base de R? y sea B’ = {wy, wa, w3, ws} una base de R%. Sea
f:R? = R* la transformacion lineal tal que

1 -2 1

-1 1 1

MBB/(f) = 1 -3 3
-2 1 4

(a) Calcular f(0), f(vr —2v2) y f(v1 4+ v2 — v3).
(b) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

Ejercicio 32. Sea B = {v1, v2,v3,v4} una base de R* y sea B’ = {wy, wo, w3} una base de R3. Sea
f:R* = R3 la transformacién lineal tal que

Mpp/(f) =

— N =
— N W

(a) Calcular f(vi —2vs3) y f(vs + v4).
(b) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).
(c) Calcular f~1({w1}).

Ejercicio 33. Sea B = {v1,v2,v3} una base de R? y sea f : R® — R? la transformacion lineal tal
que

2 3 -1
Mpp(f)=| -1 5 =5
11 1

Determinar si f es un isomorfismo.

Ejercicio 34. Sea B = {v1,v2,v3} una base de R? y sea f : R® — R? la transformacion lineal tal
que

02 -1
Mps(f)=1 0 0 -1
00 0

(a) Calcular (fo f)(3v1) y (fo f)(v1 — 2v2).
(b) Calcular dim(Nu(f o f)) y dim(Im(f o f)).

Ejercicio 35. Sea B = {v1,v2,v3} una base de R? y sea f : R?* — R? la transformacién lineal tal
que

1 3 2
Mps(f)=| -1 2 3
2 1 -1

Hallar todos los valores de a € R tales que 2a?v; + 2vs + 3avs € Im(f).

(x)Ejercicio 36. Sea V un espacio vectorial y sea B una base de V. Sea f : V — V una transfor-
macion lineal. Demostrar que f es un isomorfismo si y sélo si la matriz Mpp(f) es inversible.
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