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Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle detalladamente
y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Debe usar tinta para desarrollar los ejercicios. No se permite
corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el nimero de hojas empleadas en el encabezado. Debe obtener un minimo
de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2,5 horas para su resolucién. EXITO!

1. Indique Verdadero (V) o Falso (F) seglin corresponda. Justifique las respuestas falsas mediante contraejemplo

o respuesta correcta. Se considera el puntaje sélo si la respuesta estd debidamente justificada. (2p c/u, Total 14p)
Enunciado \Y F
—_1)2
a. Dadaf(x) = w con dominio restringido [1, ), suinversaes f~1(x) =+/3x — 2 + 1. X
b. Para la funcién del inciso a, Dp-1 = E, ). X
c. Dada f(x) = 27x% 4+ 9x2 — 5, lafuncién g resultante luego de hacer un alargamiento horizontal X
en un factor de 3 y una reflexién respecto al eje y es g(x) = —x3 + x2 — 5.
d. Dadas f(x) =vx — 1y g(x) = V2 — x, el dominio de g/f es [1, 2). X
e. Si lin% f(x) = —1 , entonces se puede asegurar que f(2) = —1. X
xX—
f. El teorema de Bolzano asegura que dada una funcién f en [1,4], si se cumple que f(1) y f(4) X
son de distinto signo entonces existe una raiz en (1,4).
g. Lafuncién f(x) = x¥/3/(x* + 1) es continua en la recta real. X

Respuestas (Sélo se considera puntaje si se justifican las respuestas falsas adecuadamente)

a. FALSO. Justificacidn: se calcula la inversa dado que el dominio estd restringido para [1, o) (se puede aceptar el grafico
o la verificacién mediante ecuacion de que es funcidon uno a uno).

FOo) = (x—1)%+3

(y—1)2?+3
X =

5 52x—-3=@Ww-1)?2=>V2x—-3=y—-1=>fl(x)=Vv2x-3+1

b. FALSO. Para obtener el dominio se plantea: 2x —3 > 0= x > % = Df 1= E, )

c. VERDADERO.

f(x) = 27x3 + 9x? — 5 alargamiento horizontal en un factor de 3 y una reflexién respecto al eje y

1
f (‘5")
d. FALSO.

D¢ = [1,0), D, = (=,2],D; n D, =[1,2], D,/r = (1,2]

27(~ g)s + 9(—%)2 5= —x34x2_5

e. FALSO. El hecho de que el limite esté definido para una x determinada no dice nada acerca del limite para x tendiendo
a ese valor. Contraejemplo:
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En el siguiente grafico lim f(x) =Ly ¥
f(c) existe pero no son iguales. 1 : '
: . :
] . i
{ ' =
a c b

f. FALSO. Para asegurarlo, por Teorema de Bolzano, falta la hipdtesis de que la funcién f sea continua. También se
puede justificar con un contraejemplo: f(0) = =2y f(1) = 2y sin embargo no hay al menos un cero.

plx) =

I
X2

g. VERDADERO. f(x) es cociente de dos funciones continuas.

5-2
2. Dada f(x) = rlx determine: (Total 25p)
a. Dominio implicito e Imagen. (2p)
D= (-0,1)U(1,0)6D=R—{1}
Im = (—OO, _2) U (_2' OO)

b. Ecuacidn de la funcion inversa (si existe). (sp)

5—-2x 5-2y c_o (x+2) =5+ “1(x) 5+x
= = = —3 — = — = = = =
Y x—1 x y—1 - y=y =[x x+2
c. Comprobar el resultado anterior componiendo ambas funciones. (3p)
Se pueden aceptar cualquiera de las dos opciones:
5+x 5x+2)—-2(5+x
B —2( ) (x+2) 205+ %) 5x+10—10—2x 3x
(fof ™) = Xtz _ X+ 2 - X
(5+x)_1 54x—(x+2) S5+x—x-2 3
x+2 x4+ 2
5-2 5(x—-1)+5—-2x
. +(x—1) ( x)—l 5*—-5+5—-2x 3x
(fof)() = g—a=1l = - =T =x

T 5—-2x+2(x—1) 5-2x+2x—2 3
(x—1)+2 x—1
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d. Intersecciones con los ejes. (2p)

o 5-2
Interseccidonejex:y =0= 0= x—1x =>x=5/2

S 5-2%0
Interseccionejey: x = 0=y = = >y=-5

Paridad. (ap)
Se verifica si es par: f(x) = f(—x)

_ 5-—2x
f@) =——7

_ 5-2(-x) _ 5+2x _

f(—x) = i = f(x) # f(—x) No es par.
Se verifica si es impar: f(x) = —f(—x)

_ 5-—2x
fo) =——7

_ _572(=x) _ _ 5+2x _ —-5-2x _ 54+2x o .

—f(—x) = o T T T o T = f(x) # —f(—x) No es impar.
Ecuaciones de sus asintotas (aplique lo aprendido en Limite). (6p)

Asintota Vertical
5-2x

5-2x

lim =+ lim = -0

x—-1t x—1 x—17 x—1
Debe estar el andlisis para x — 1 tanto por izquierda como por derecha para considerar el puntaje total.

Asintota Horizontal

5—2x 5
- 5—2x ) ;_2
lim = lim = lim =-2
x—o0o x — 1 x—00 X—1 x—)oo1 1
x x
5—2x 5
5—2x p ——2
lim = lim = lim =——= -2
x—>—0 x —1 x—o0 X—1 x—)oo1 1

Debe estar el analisis para x — +oo para considerar el puntaje total.

Asintota Oblicua: no posee dado que el grado del polinomio del numerador no difiere en una unidad del
grado del polinomio del numerador. También puede obtener aplicando la misma regla que para el célculo
de A.H. de modo que va a resultar que el limite tienda a infinito

No se aceptan respuestas como: no tiene A.O. porque tiene A.H.

g. Graficar la funcién, empleando la informacién encontrada previamente. (3p)
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3. Sabiendo que: (7.5p c/u, Total 15p)
|[4x — 8] < f(x) < x?>—4x+8 para—2<x <2

Indique si es posible o no calcular el limite en a) y en b). Justifique cada caso indicando cual es el Teorema
aplicado y utilice el mismo para llegar al valor numérico del limite.

a. limf(x) b. lim f(x)
x—0 x—1

a) Sl
Justificacidn: Se cumplen las condiciones del teorema, ya que existe un intervalo abierto (—2,2) que
contiene ax = 0 donde g(x) < f(x) < h(x) cong(x) = |[4x — 8|y h(x) = x%2 —4x + 8,y
}Ci_r;r(l)g(x) = }Ci_r;r(l) h(x) = 8. Por lo tanto aplicando el Teorema del Emparedado chi_r)r(l) f(x) =8.

b) NO
Justificacion: Si bien existe un intervalo abierto (—2,2) que contieneax = 1 donde g(x) < f(x) <
h(x) con g(x) = |4x — 8| y h(x) = x? — 4x + 8, cuando calculamos los limites obtenemos
resultados distintos: )lcl_r)ri glx) =4y )lcl_rg h(x) = 5. Por lo tanto, como no se cumple una de las

condiciones del Teorema del Emparedado, no podemos aplicarlo para obtener el valor del lirr% f(x).
X—

4. Determine en los siguientes casos si existe o no el limite sin aplicar L’Hopital. (Indique en cada caso las

propiedades y/o teoremas empleados) (15p c/u, Total 30p)
sen( —%)
t -z cos(x-Z -z

a. lim anx 22) = lim ,T( 2),T = lim Sen(xn ) * lim L
xop (3 xof (3)(45)  xof (x5)  wopeos(x-f)(x+3)

y sen(u) y 1 1 1 1

= lim * lim =1 = —

u=0  (u) x~% COS (x - %) (x + %) I*m m
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sen(x—%)

. . T
19 Factorizar denominador y exprese la tan (x — —) como ——=%
2 cos(x——)

29 Aplicar propiedad de limite de un producto, distribuyendo factores en forma conveniente.

32 Aplicar Limite notable. Para ello debe hacer cambio de variable: u = x — /2, y como x — /2
entoncesu — 0

42 Evaluar

lim V3x (x=2)

b.
x-2 |x-2|
Dado que hay un valor absoluto se debe evaluar limite por izquierda y por derecha de 2 para
determinar si los limites laterales son iguales. Recordar la definicién de valor absoluto:
| 2| = x—2 six=2
X Tl-(x—-2)six<2
. Bx(x-2) _
leI’ng (x-2) \
. 3x (x-2
lim BXG6-2 _ _ g
x—2- —(x-2)
. . . . \3x(x-2 .
Por lo tanto, como los limites laterales son distintos, lln%% no existe.
X -
5. Dada la funcion por partes f en el intervalo [—3,5 |: (Total 16p)

( x> +x—=2

1 six<-1
1
flx) = - si—1<x<2

1
\/x—2+§ Six=>2

Confeccione el grafico y: (3p)
a. Determine para qué valores de x la funcidn es discontinua (evalle para cada x las 3 condiciones de
continuidad). (8p)

b. Clasifique las discontinuidades halladas en inevitable o evitable segin corresponda. En este ultimo
caso, indigue como se puede redefinir f(x) para eliminar la discontinuidad. (ap)
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5
4
2 x 2 F 1
x+1 x
2
1
: Vo — 2 + 5
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
-2
3
Enx = —1:
1. f(—1) no estd definida
2.
1
lim —=-1
x--1tx : ;
X2 4x—2 = No existe lim f(x)
—— =4 x—-1

im
x--1" x+1

3. Dado que el limite no existe, no es posible analizar esta condicién.

Discontinuidad inevitable, dado que no existe el limite parax —» —1.

Enx = 0:
1. f(0) no esta definida
2.
lim+ — =00
x=07 X = No existe lim f(x)
1 x—0
lim — = —o0
x—-0" X

3. Dado que el limite no existe, no es posible analizar esta condicién.

Discontinuidad inevitable, dado que no existe el limite para x — 0.
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Enx = 2:
L f@)=,
2.

1 1
lim Vx -2+5=5
x=2 2 2 = 3lim f(x) =1/2
1 1

lim — ==
x-2"x 2
3. Como: limf(x) =f(2)=1/2

X2

x-2

La funcidn es continua.
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Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle detalladamente
y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Debe usar tinta para desarrollar los ejercicios. No se permite
corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el nUmero de hojas empleadas en el encabezado. Debe obtener un minimo
de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2,5 horas para su resolucién. EXITO!

1. Indique Verdadero (V) o Falso (F) segliin corresponda. Justifique las respuestas falsas mediante contraejemplo

o respuesta correcta. Se considera el puntaje sélo si la respuesta estd debidamente justificada. (2p c/u, Total 14p)
Enunciado \Y F
a. Dada f(x) = % con dominio restringido [—1, o), su inversa es f "1 (x) = v2x + 3 — 1. X
b. Para la funcién del inciso a, Dy-1 = [—g, ). X

c. Dada f(x) = 27x3 4+ 9x2 — 5, la funcién g resultante luego de hacer una compresién horizontal
en un factor de 3 y una reflexién respecto al eje x es g(x) = x3 — x%2 — 5.

d. Dadas f(x) = vx — 2y g(x) = V3 —x, el dominio de /g es (2, 3]. X

e. Si lin% f(x) existe y f(2) esta definida entonces es posible afirmar que la funcién f es continua
X

enx = 2.

f. Lafuncién f(x) = 2¥/(x? + 1) es continua en la recta real. X

g. Sesabe que f escontinuayque f(—1) > 0y f(1) < 0 entonces se puede afirmar que existe al
menos una raiz en el intervalo [—1,1].

Respuestas (Sélo se considera puntaje si se justifican las respuestas falsas adecuadamente)

a. VERDADERO. Justificacién: se calcula la inversa dado que el dominio estd restringido para [—1, ©) (se puede aceptar
el grafico o la verificacion mediante ecuacion de que es funcidn uno a uno).

FOo) = (x+1)%-3

_y+1)?-3
*e 2
b. FALSO. Para obtener el dominio se plantea: 2x +3 > 0= x > —% = Df 1= [—%,oo)

c. FALSO.

=22x+3=@W+1)?=>V2x+3=y+1=>f1x)=V2x+3 -1

f(x) = 27x3 + 9x2 — 5 compresién horizontal en un factor de 3 y una reflexién respecto al eje x:
—f(3x) = —[27(3x)® + 9(3x)? — 5] = —729x% — 81x? + 5
d. FALSO.
D¢ = [2,00), D, = (=,3], D; N D, = [2,3], Dy/y = [2,3)

e. FALSO. Falta la condicion de que lirrzl f(x) = f(2) para afirmar que sea continua en x = 2. También se puede aceptar
x—

contraejemplo:
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En el siguiente grafico limf(x) =Ly ¥

f(c) existe pero no son iguales. 1 . '
: . :
| . i
i . B
a c b

f. VERDADERO. f(x) es cociente de dos funciones continuas.
g. VERDADERO. Se cumplen todas las hipétesis del Teorema de Bolzano: la funcién f es continua en [a, b] y f (a) distinto
signo que f(b), por lo que puede afirmarse que existe al menos una raiz.

3x—4
1. Dada f(x) = ij determine: (Total 25p)
a. Dominio implicito e Imagen. (2p)

D =(-,2)U(2,0)6D =R—{2}
Iy = (—0,—3) U (3, 0)

b. Ecuacidn de la funcidn inversa (si existe). (sp)

R 3y~ 4 +2x=3y—4 +3)=4+2 -1 A+ 2x
= = = = — = — = = = =
YES Ty T YT, xy +2x =3y y(x +3) x= ) =3

c. Comprobar el resultado anterior componiendo ambas funciones. (3p)
Se pueden aceptar cualquiera de las dos opciones:

(4+2x)_4 3(4 +2x) — 43 + x)

(Fof () = \aT3 _ 73 _l24ex—12-4x 2
_(4+2x) 2(x+3) — (4 +2x) 2x+6—4—-2x 2
x+3 x+3
3x — 4 42—-x)+2(3x—4
» 4+2(2—x) 2—x( ) 8—4x+6x—8 2x
o0 = 3y T3 —4+3@-n 3x—4+6-3x 2 "
(=) +3
2—x 2—x
d. Intersecciones con los ejes. (2p)
Interseccidn ejex:y = 0= 0 = 32x__x4 =>x=4/3
Interseccidn eje y: x = 0=y = 3;:4 Sy=-2
e. Paridad. (ap)
Se verifica si es par: f(x) = f(—x)
_3x—4
f(x)_ 23(_x) 4 3x—4
_ 3(=x)—4 _ —3x— _
f(=x) = e = f(x) # f(—x) No es par.

Se verifica si es impar: f(x) = —f(—x)
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_ 3x — 4
f(X)_Z_x( —4 3x+4
3(—x)— —-3x—4 X .
—f(=x) = — e - S Tx f(x) # —f(—x) No es impar.

f. Ecuaciones de sus asintotas (aplique lo aprendido en Limite). (6p)

Asintota Vertical

. 3x—4 .
lim = —00 lim
x—2+t 2—x xX—2" 2—x

3x—4

= 400

Debe estar el andlisis para x — 1 tanto por izquierda como por derecha para considerar el puntaje total.

Asintota Horizontal

3x — 4 4
. 3x—4 . 3=
lim = lim = lim s—== -3
x—00 2 —Xx x—00 2 — X—00 2 1
X X
3x — 4 4
3x—4 3—=
lim = lim = lim s—==-3
x——00 2 —x x—>00 2 — x—00 2 1
X X

Debe estar el analisis para x — 1o para considerar el puntaje total.

Asintota Oblicua: no posee dado que el grado del polinomio del numerador no difiere en una unidad del
grado del polinomio del numerador. También puede obtener aplicando la misma regla que para el cdlculo
de A.H. de modo que va a resultar que el limite tienda a infinito

No se aceptan respuestas como: no tiene A.O. porque tiene A.H.

g. Graficar la funcién, empleando la informacién encontrada previamente. (3p)

2. Sabiendo que: (7.5p c/u, Total 15p)
2
2x —4| < f(x) <=—2x+4 para—2<x <2
2

Indique si es posible o no calcular el limite en a) y en b). Justifique cada caso indicando cudl es el Teorema
aplicado y utilice el mismo para llegar al valor numérico del limite.
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a. limf(x) b. lim f(x)
x—-0 x—2
a) SI

Justificacién: Se cumplen las condiciones del teorema, ya que existe un intervalo abierto (—2,2) que
2
contiene a x = 0 donde g(x) < f(x) < h(x) cong(x) = |2x — 4|y h(x) = x? —2x+4,y
lirr(l)g(x) = lirr(l) h(x) = 4. Por lo tanto aplicando el Teorema del Emparedado lin(l) f(x) =4.
X— X— X—
b) NO
Justificacién: el intervalo abierto (—2,2) no contiene a x =2, tampoco se cumple que
2
lim g(x) =lim h(x) dado que lim|2x —4| =0 vy lim= — 2x + 4 = 2. Por lo tanto, como no se
xX—2 x-2 x—-2 x-2 2

cumple ninguna de las condiciones del Teorema del Emparedado, no podemos aplicarlo para obtener
el valor del lim f(x).
xX—2

3. Determine en los siguientes casos si existe o no el limite sin aplicar L’Hopital. (Indique en cada caso las

propiedades y/o teoremas empleados) (15p c/u, Total 30p)
s 1-3x3 1-3x3 1,
. 1-3x . 2 . —x)3 . %3
a. lim = lim 2= = lim 2 = |im 2X==3
xX——00+/x6+3 X—>—00 Vx6+3 X——00 Vx6+3 X——00 1+i
|x[3 (-x)3 x6

éPor qué se divide por |x|? Esto es porque se tiene una raiz, y debe recordarse que al calcular / (x)? =
|x|. éPor qué se divide luego por — x? Esto es porque se sabe lo siguiente acerca de la funcion valor

absoluto:
x six=0
x| = :
—-x six <0
Como el limite debe calcularse para x — —o entonces se debe tomar que |x| = —x.

Luego se realizan operaciones algebraicas y evaluacion del limite.

También puede aceptarse el siguiente procedimiento:

(1-3x3)Vx6+3

. 1—3x3 o 1-3x3 Vx6+3 . (1—3x3)Vx6 +3 . [x[®
— *k = =
x—1>r—noo Vx6 + 3 x—1>r—noo \/x6 +3 \/x6 + 3 x—1>r—noo x6+3 x—1>r—noo x®+3
|x[®
(1—3x3)*\/x6+3 (1—3x3)*\/x6+3
B A P AR G LI C)
T xo—o x®+3 T xo—o x®+3
|x|® (—x)°
(49
= lim 3 =3
X
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b. lim &1

x—-1 x—1

Dado que hay un valor absoluto se debe evaluar limite por izquierda y por derecha de 1 para determinar
si los limites laterales son iguales. Recordar la definicién de valor absoluto:

x—1| = x—1 six=1
X T l-(x—1) six<1

x-1+  (x-1)

lim Bra-D _ -3

x-1" —(x-1)

V3x (x-2)

Por lo tanto, , como los limites laterales son distintos, lin% 7] no existe.
X— -
4. Dada la funcién por partes f en el intervalo [—4,3 ]: (Total 16p)
V2—x—3 six <=2
1
—_— si—-2<x<1
flx) = x+1
| x2—x-2 _
k _ six>1
x—2

Confeccione el grafico y: (3p)

a. Determine para qué valor(es) de x la funcidn es discontinua (evalte para cada x las 3 condiciones
de continuidad). Aclaracidn: no es necesario analizar continuidad en los extremos del intervalo. (8p)

b. Clasifique las discontinuidades halladas en inevitable o evitable seglin corresponda. En este ultimo
caso, indigue como se puede redefinir f(x) para eliminar la discontinuidad. (ap)
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
V2—x—3
-1
-2
Enx = —2:
1. f(-2)=-1
. 1
20 dim e =1 = 3lim F(x) = -1
lim Vv2-x-3=-1 x=2
x—>—2"
3. limf(x) =f(—2)=—1 = Lafuncién es continuaenx = —2.
xX—>—2
Enx = —1:
1. f(—1) no esta definida
2.
lirri+x +1 =t
xX——
1 = No existe lim f(x)
= —00 x—--1

lim =
x--1"x+1
3. Dado que el limite no existe ni estd definida la funcidn, no es posible analizar esta condicion.

Discontinuidad inevitable, dado que no existe el limite parax —» —1.
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Enx =1:
1. f(1)=2
2.
o ox2—x-2
.
* 1 1 = No existe lim f(x)
im = — x—-1
-1-x+1 2

3. Dado que el limite no existe, no es posible analizar esta condicidn.

Discontinuidad inevitable, dado que no existe el limite para x — 1.

Enx = 2:
1. f(2) no esta definida
2.
x> —x—-2 x—2)(x+1
lim ———— = lim ¢= lim(x+1)=3
x-2t x—2 x-2% x—2 x-2+ .
Cox?-x—2 (x—2)(x+1) =3 lim f(x)
lim —— = lim ———— == lim(x+1) =3 x-2
x-2- x—=2 x—=2~ x—2 x—2~

3. Dado que f(2) no esta definida no es posible analizar esta condicion.

Discontinuidad evitable, (dado que existe el limite para x — 2). Se puede redefinir la funcién como:

(\/Z—x—B six <=2
1
si—-2<x<1

_ x+1
f(x)—é x2—x—2 _
—_ six>1

l e f(2)=3
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