~ UNCUYO P FACULTAD DE CIENCIAS
WL UNIVERSIDAD RESOLUCION SEGUNDO PARCIAL s FCE EXACTAS Y NATURALES
A NACIONAL DE CUYO Naturaleza - Genca - Humanismo
ASIGNATURA Célculo | ANO 2019 TEMA 1 FECHA 07-10al 11-10
ACTIVIDADES Puntaje
Total
1. = . o . . 25p
Dada f(x) = determine lo que se indica teniendo en cuenta el intervalo [-5;6].

x2-4
a. Dominio de la funcidn. (1p)

. Puntos criticos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (5p)
Extremos relativos y absolutos en el intervalo. (5p)

b
c
d. Intervalos de concavidad y puntos de inflexion. (5p)
e

punto de interés (maximos y minimos, puntos de inflexion si los hay, etc.) (5p)
Nota: si sélo se bosqueja la grafica sin el andlisis previo se considerara Op.

f. Imagen de la funcion observando el grafico del inciso e. (1p)

g. Emplee la informacién de los incisos a) al c) para bosquejar la gréfica de f'(x). (3p)
Resolucidn:
a) Domf:[-5-2)U(=2;2)U(2;6] 1p
b) Hallamos los puntos criticos. Para ello derivamos f.

(3x%. (x2—4)) — (x*.(2x — 0))

() =
f @) a7
_ (3x*-12x%-2x%)
I — 0.5p
x*—12x2
= a2 0.5p

Hallamos los valores del dominio para los cudles f (x) = 0 o no esta definida.

. Emplee la informacidn de los incisos a) al c) para bosquejar la gréfica de f(x). Indique en el grafico cada

Notemos que para x = 2 y x = —2 la derivada de f no esta definida, pero cémo éstos valores no
pertenecen al dominio de f, entonces no los consideramos. 0.5p
Analicemos para que valores del dominio de f se cumple que t:;ii;z =0
Entonces:
x* —12x?
[T
x*—12x2=0
x?(x?—-12)=0
x=0,x=—2\/§ x =23 0,5p
Luego los nimeros criticos son:  1p
x=-2V3
x=0
x=2V3
Ahora encontremos los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
Intervalo | (=5;-2v3) | (-2v3;-2) | (=2%0) (0;2) (2;2V3) | (2V3;6)
Signo de + - - - - +
J2
Condicién | creciente decreciente | decreciente | decreciente | decreciente | creciente

Intervalos de crecimiento: (—=5; —2v3) U (2V/3;6) 1p
Intervalos de decrecimiento: (—2v/3; —2) U (—=2;0) U (0;2) U (2;2V3) 1p
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<)

d)

e)

Extremos de la funcién en el intervalo [-5;6]
f(=5) = —% no es nada. 1p

f(=2v3) = =33 esun méaximo relativo. 1p
f(0)=0 1p

f(2\/§) = 3v/3 esun minimo relativo. 1p
f(6) = 24—7 no es nada. 1p

Hallamos
. (4x3 — 24x)(x%? — 4)? — (x* — 12x?) 2(x* — 4)(2x)
fr@ = o
(x2 — 4)[4x> — 16x3 — 24x3 + 96x — 4x° + 48x3]
) ERD
8x3 +96x 8x(x?+12)
NGOk
Notemos que para x = 2 y x = —2 la derivada segunda de f no estd definida, pero como éstos
valores no pertenecen al dominio de f, entonces no los consideramos. 0.5p

0.5p

0,5p

. .. 8x(x%+12)
Analicemos para que valores del dominio de f se cumple que o

0 0.5p
8x(x? + 12)
CGED.

8x(x2+12)=0
x=0
Luego f tiene un punto de inflexiény es (0; 0) 1p
Ahora encontremos los intervalos de concavidad-
(=5-2) (=2;0) 0;2)
Signo de - + - +
[z

Condicion n ) N U

Intervalo (2;6)

Intervalos de concavidad hacia arriba: (=2;0) U (2;6) 1p
Intervalo de concavidad hacia abajo: (—5; —=2) U (0;2) 1p

10

.
Mirimo Relativo

unto dp Inflexion

Maximo Relapivo
.
]

5p
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f) Imagende f:(—o0;0) 1p

g) i' 3p
2. VZx 10 p
Calcule la derivada de:y = (%) (exprese el resultado en funcién de x, justifique cada paso e

indique las reglas utilizadas)

Resolucidn:

Se aplica el Método de la derivacién logaritmica

e Aplico logaritmo natural a ambos lados de la igualdad

2x
3x)\V
In(y) = In (Si;i;)) 2p

Por propiedad de la potencia de logaritmos
In(y) =+v2x In [Sen(3x) 2p

e Derivo ambos lados de la igualdad utilizando las propiedades de las derivadas que corresponda (pro
suma, cociente y regla de la cadena)

i _1 -1 sen(3x) 7 (x%+3) [cos(3x)3 (x2+3)—sen(3x)2x
y - (Zx) 2 In [ ] + sen(3x) (x2+3)2 ] 2p

Aplico distributiva en el segundo término y remplazo por identidades trigonométricas donde

corresponda

1y = (Zx)_%ln [—sen(3x)] + 3v2x cot(3x) — 202 2

yy x2+3 x2+43 P

sen(3x) Vax
e Despejoy’ yreemplazo pory = [ 243
_ sen(3x) _ 2x\2x
y' = y[(Zx) 2ln [—] + 3v2x cot(3x) x2+3] 1p
, sen(3x) sen(3x) — 2xv2x
y =[x+3 [ [x+3]+3 2xcot(3x)—x2+3] 1p
3. | Dadas las curvas x2 + y2 = 4 y x2? = 3y? demuestre que las mismas son ortogonales en al menos un | 10p

punto.
Resolucién

e Se determinan los puntos de interseccion resolviendo un sistema con las ecuaciones de ambas
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curvas, para encontrar las coordenadas x e y que satisfacen ambas ecuaciones a la vez.

yz =4 — x2

{ x? = 3y?

Despejamos la variable y de cada una de las ecuaciones anteriores y luego las Igualamos para
despejar la variable x.

\/4—x2=\/§ 1p

Elevo todo al cuadrado
2

4—x2="
=3

12 — 3x% = x?
12

2L 2

) X
x=+V3 2p
y==1 1p

Los puntos de Interseccidn de las curvas son P; (\/§, 1), P, (\/g, —1), Pg(_\/g, 1), P4(—\/§, —1) 2p
Basta con indicar un punto de interseccion.

e Obtenemos las pendientes de las rectas tangentes a cada curva en dichos puntos, y verificamos
que cumplen la relacion my * m, = —1
Curva l

y=Vd—x2=@4-x)HV?= y’=%(4—x2)'1/2(—2x)=> y' =-

1p

4—x2

Curva 2
=@ =yt @)= e v

En los puntos P1(v/3,1) y P,(V3,-1)

x__ _ 3 __
\/4—){2_ Va-3 \/§
x _ 3 _\3

M= e Ve s

ml = —
=m, +m, = —3 (?) = -1 SON ORTOGONALES 2p

SOLO SE PIDE PROBAR ORTOGONALIDAD EN UN PUNTO

En los puntos P3(—V3,1)y P,(—V3,-1)

___x _ (=3
™M= T Vs V3
x (=v3) _ 3

= my+m, =V3(~L) =-1 SON ORTOGONALES

m;

4. | Se dispone de $26000 para cercar un terreno rectangular que colinda con una calle. La altura de la cerca | 25p
serd de 1.5 m. El lado del terreno cercado que colinda con la calle debe ser de ladrillos y los otros tres
lados de malla. Si el m? construido de ladrillos cuesta $600 y el de malla $250, ¢cudles son las dimensiones
del terreno que maximizan el drea encerrada? éCual es el area maxima? Verifique el resultado empleando
el criterio correspondiente, aproxime su respuesta a dos decimales.

Resolucidn:

Altura de la cerca 1.5m
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Costo total = costo malla + costo ladrillos = 250(2y + x)1.5 + 600 x 1.5 = 26000 2p
C(x,y) =750y + 1274 x = 26000 3p
= 200007127 X ~ 347 - 1.7x  3p
750
2p y

Area=x.y —» A(x) =x(34.7—-17x)=347x—1.7x% 3p
Hallamos A"(x) = 34.7 —3.4x 3p

Igualamosacero: A'(x) =34.7—-34x=0 - x=1021 A y=17.34 4p X
Verificamos:
A”(x) = —3.4 < 0 porlotanto es un maximo 2p

Luego las dimensiones del terreno que maximizan el drea son 10,21m y 17.34m
El drea méxima es A(max) = 177.04 m? 3p

enuncie sus hipdtesis y tesis.

Resolucidn:
Sabemos que f(x) es continua y derivable en todo R. Ademas, dado que f(0) = -1 <0y f(1
el teorema del valor intermedio nos indica que f cruza al eje x al menos una vez. 4p

5. | Demuestre que la ecuacién x3 + x — 1 = 0 tiene una y solo una raiz. Justifique. Si utiliza algin teorema, | 15p

Y=1>0,

Justifique cada paso e indique las reglas utilizadas.

I 1 1 ]
| x In (1+x)

Resolucién:

Haciendo sustitucion directa obtenemos:

. 1 1 .

lim [— - —] — 00 — oo Indeterminacién 3p
x—=0 x In (1+x)

. In (1+x)—x 0 L

lim ————= — = Indeterminacién 3p
x—0 XIn (1+x) 0

1

Aplicamos Regla de L'Hopital: lim Ltx

0
———=————— — — Indeterminacion 3p
x->0 In (x+1)+xm 0

Si f(x)tuviera mas de un cero, tendriamos dos valores x = a y x = b tales que f(a) = f(b) =0, y por
Teorema de Rolle, existiria un valor x = ctal que f'(c) = 0. 4p
Como f’'(x) = 3x% 4+ 1 # 0, entonces no puede haber dos valores x = a 'y x = b tales que f(a) = f(b)3p
Teorema de Rolle: Hipétesis: f (x) continua en [a, b] y derivable en (a, b), f(a) = f(b) 2p
Tesis: Existe al menos unvalor x = ¢ € (a,b) talque f'(c) =0 2p

6. | Resuelva el siguiente limite por regla de L"Hopital indicando las indeterminaciones que se produzcan. 15p

—X
, R 1+x -1 -x 0 . .y
Nuevamente Regla de L" Hopital: }CI_r)lg 0 In(F0% Lli%imx) mix o Indeterminacién 3p
1+x
Regla de L'Hopital una vez mas.
. -1 -1 1
].lm 1 = 1 = - E 3p
x—=0 In(1+x)+(1+x) mﬂ In(1+0)+(1+0) mﬂ
PUNTAJE TOTAL: 100P PUNTAIJE OBTENIDO NOTA FINAL:
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ACTIVIDADES Puntaje
1. 22 . - . . 25p
Dada f(x) = — determine lo que se indica teniendo en cuenta el intervalo [-9;7].

x2-9
a. Dominio de la funcidn. (1p)

b. Puntos criticos e intervalos de crecimiento y decrecimiento. (5p)
c. Extremos relativos y absolutos. (5p)

d. Intervalos de concavidad y puntos de inflexién. (5p)

e

. Emplee la informacidn de los incisos a) al c) para bosquejar la grafica de f(x). Indique en el gréfico
cada punto de interés (maximos y minimos, puntos de inflexidn si los hay, etc.) (5p)

Nota: si sélo se bosqueja la grafica sin el andlisis previo se considerara Op

. Imagen de la funcién observando el grafico del inciso e.
g. Emplee la informacién de los incisos a) al ¢) para bosquejar la gréfica de f'(x). (3p)

Resolucion:
a) Domf:[-9;-3)U(=3;3)U(3;7]
b) Hallamos los puntos criticos. Para ello derivamos f.
(6x%. (x2—9)) — (2x*.(2x — 0))

fe) =1 o ]

_ (6x*—54x%—4x%)

= — (x2—9)2 0.5p

_ —2x*+54x2

W 0.5p
Hallamos los valores del dominio para los cudles f (x) = 0 o no estd definida.
Notemos que para x = 3y x = —3 la derivada de f no esta definida, pero cémo éstos valores no
pertenecen al dominio de f, entonces no los consideramos. 0.5p
—2x*+54x?
Analicemos para que valores del dominio de f se cumple que W =
Entonces:
—2x* + 54x?

—2x*+54x2 =0

—2x2(x*=27)=0
x=0, x=-3vV3 x=3V3 0,5p

Luego los nimeros criticos son:  1p

x=-3V3
x=0
x =3V3

Ahora encontremos los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
Intervalo | (=9;-3v3) | (=3V3;-3) | (=3;0) 0;3) (3;3V3) (3V3;7)
Signode f* | -

Condicién | decreciente | creciente creciente creciente creciente decreciente

+ + + + -

Intervalos de crecimiento: (—3v3;—3) U (=3;0) U (0;3) U (3;3V3) 1p
Intervalos de decrecimiento: (—o0; —3+/3) U (3V/3; ) 1p
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c) Extremos de la funcidon en el intervalo [-9;7]
f(=9) = % no es nada. 1p
f(—3\/§) = 9v/3 esun minimo relativo. 1p
f(0)=0 1p
f(3V3) = —9V3 esun maximo relativo. 1p
(7= —% no es nada. 1p
d) Hallamos f”
. (8x3 —108x)(x? — 9)2 — (2x* — 54x?) 2(x? — 9)(2x)
[ =—[ 3 7 ]
(x*=9)
_ (x* —9)[8x° — 72x — 108x° + 972x — 8x° + 216x°] 0.5
- [ (xz _ 9)4 ] -op
—36x3—972x —36x(x*+ 27)
= = 0, 5p
2 =9y 2 =9y
Notemos que para x = 2 y x = —2 la derivada segunda de f no esta definida, pero como éstos
valores no pertenecen al dominio de f, entonces no los consideramos. 0.5p
-36x(x2+27
Analicemos para que valores del dominio de f se cumple que % =0 0.5p
—36x(x® +27)
=97
—36x(x*+27)=0
x=0
Luego f tiene un punto de inflexiény es (0; 0) 1p
Ahora encontremos los intervalos de concavidad.
Intervalo (=9;-3) (=3;0) 0;3) 37
Signo de + - + -
[z
Condicidn V) N 0] N

Intervalos de concavidad hacia arriba: (=9; =3) U (0;3) 1p
Intervalo de concavidad hacia abajo: (=3;0) U (3;7) 1p
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nfelxion

Mgximo relativo
.
.

e) i 5p
f) Imagende f:(—o0;0) 1p
g
20|
0 10 7 e 10 2 3
3p

10p

2
Calcule la derivada de: y = * /C;j)(:;) (exprese el resultado en funcién de x, justifique cada paso e
indique las reglas utilizadas)
Resolucidn:

Se aplica el Método de la derivacién logaritmica

e Aplico logaritmo natural a ambos lados de la igualdad

1
In(y) =In (M) 2 2p

3+x3
Se aplica el Método de la derivacién logaritmica

e Aplico logaritmo natural a ambos lados de la igualdad
Por propiedad de la potencia de logaritmos

In(y) = xiz In (Cos(x)) 2p

3+x3

e Derivo ambos lados de la igualdad utilizando las propiedades de las derivadas que corresponda (pr
suma, cociente y regla de la cadena)

1. ,_ 5.3 cos(x) —2 (3+x%) [-sen(x)(3+x3)—cos(x) 3x2
yy =—2x""ln ( 3+x3 ) tx cos(x) [ (3+x3)2 ] 2p

Aplico distributiva en el segundo término y remplazo por identidades trigonométricas donde
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corresponda
1 -2 cos(x) —sen(x) 3x2cos(x)
_y,:_sln( 3) [2 T x2 3] 1ip
y X 3+x x4cos(x)  x“%cos(x)(3+x3)
1i.,_ -2 (cos(x)) . tan(x) 3
yy T x3 In 3+4x3 x2 (3+x3) 1p

sen(3x))m
x2+2

e Despejoy’yreemplazo pory = (

!

y' =y|

—_Zln (cos(x)) _ tan(x) _ 3 ] 0

x3 3+x3 x2 (3+x3)

' x% [cos(x) [ 2 cos(x) tan(x) 3
y = \’ 3+x3 [x3 ln(3+x3) + x2 + (3+x3)] 1p

1 .
Dadas lascurvas x =1—y? y x = Eyz , demuestre que las mismas son ortogonales en al menos un 10p

punto.
Resolucion

e Se determinan los puntos de interseccidn resolviendo un sistema con las ecuaciones de ambas
curvas, para encontrar las coordenadas x e y que satisfacen ambas ecuaciones a la vez.

x=1-—y?
1
— 2
x 3y
Igualamos la variable x para despejar la variable y
1-y?=2y 1p
4
1= §y2
3
22
2 y
y = i? 2p
1
x=7 1p

Los puntos de interseccion entre las curvas son P, G'?) y P, G, - ‘/2—5) 2p

e Obtenemos las pendientes de las rectas tangentes a cada curva en dichos puntos, y verificamos
que cumplen la relacién my; * m, = —1

Las pendientes se obtienen mediante derivacion implicita.

Curva 1: x=1—y2=>1=_2yy’=>y':_$ 1p
C 2: _l 2:1_3 [N /_i 1
urva2:  x=cy =yy Y =5 p

En el punto P, G,g)

2y V3 V3 3

_3_3¥3_
m= = EE= Y3

= myxm,=-24V3= -1 SON ORTOGONALES 2p

SOLO SE PIDE PROBAR ORTOGONALIDAD EN UN PUNTO
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En el punto P, G, - g)
m. = — L — 1 V3 _ V3
L =—L=
Zy ( VI ey = (2)«(~V3) = —1 SON ORTOGONALES
3 V3 3
mZ === —\/§

2y (—\/5) V3

4. | Un terreno se encuentra a un lado de la calle y se desea cercar una parte rectangular de 260 m?, de modo | 25p
que la cerca construida mida 1.5 m de alto. El lado del terreno cercado que colinda con la calle debe ser
de ladrillos y los otros tres lados de malla. Si el m? construido de ladrillos cuesta $500 y el de malla $200,
écudles son las dimensiones del terreno que minimizan el costo de su cerca y cual es el costo minimo?
Verifique el resultado empleando el criterio correspondiente, aproxime su respuesta a dos decimales.

Resolucién:

Altura de la cerca 1.5m

Costo total = costo malla + costo ladrillos = 200(2y + x)1.5+ 500 x 1.5 2p
C(x,y) = 600y + 300x + 750x = 600y + 1050x 3p

Area—xy—260—> y—zxﬂ 3p 2p y
Luego C(x) = 600 (260) +1050x = 2% 4 1050x 3p

X
Hallamos C"(x) = — 2222 } 1050 3p

156000

Igualamos a cero: C” (x) ——+1050=0 - x=1219 A y=2131 4p

Verificamos:

312000

C’(x) =
Luego las dlmen5|ones del terreno que minimizan el costo son 12.19m y 21.31m
El costo minimo es C(min) = $ 25596 3p

> 0 por lo tanto es un minimo. 2p

5. | Demuestre que la ecuacién x>+ 10x +3 = 0 tiene una y solo una raiz. Justifique. Si utiliza algin | 15p
teorema, enuncie sus hipdtesis y tesis.

Resolucidn:
Sabemos que f(x) es continua y derivable en todo R. Ademds, dado que f(—1) = -8 <0y

f(1) = 14 > 0, el teorema del valor intermedio nos indica que f cruza al eje x al menos una vez. 4p

Si f(x)tuviera mas de un cero, tendriamos dos valores x = a 'y x = b tales que f(a) = f(b) =0, y por
Teorema de Rolle, existiria un valor x = ctal que f'(c) = 0. 4p

Como f'(x) = 5x* 4+ 10 # 0, entonces no puede haber dos valores x = a y x = b tales que

f@ =f(b) 3p
Teorema de Rolle: Hipétesis: f (x) continua en [a, b] y derivable en (a, b), f(a) = f(b) 2p

Tesis: Existe al menos un valor x = ¢ € (a,b) talque f'(c) =0 2p

6. | Resuelva el siguiente limite por regla de L'Hopital indicando las indeterminaciones que se produzcan. | 15p
Justifique cada paso e indique las reglas utilizadas.

1
lim (x? + 2)In) =

X—00
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Resolucion
1
In| lim (x2+2)m]
e =e" (1p)

L=In [ lim (x? + Z)ﬁ] (1p)

X—00
1
L = lim [ln(x2 + 2)1nx] (1p)
X—00

1

X—00 Inx

X—00 x—o00 \ X2+2

2x
L = lim [062+2)‘| = lim ( 23

X

L= hn1(4x

X—00

)=hm2=2um
X—00

2x

1
Luego lim (x% + 2)nx = e? (2p)
X—00

L = lim — ln(x2 + 2)] — 0.0 indeterminacién (3p)
X—00
2 o0
L= lim 2% 2 i determinacion — L'H (3p)

)—> 3 indeterminacion —L'H (3p)

PUNTAJE TOTAL: 100 P PUNTAIJE OBTENIDO:

NOTA FINAL:
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