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Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle detalladamente 
y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Puede usar lápiz o tinta para desarrollar los ejercicios, pero el resultado 
final debe estar en tinta. No se permite corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el número de hojas extra empleadas 
en el encabezado. Debe obtener un mínimo de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2 horas para su resolución. ÉXITO! 

1.  Determine la derivada de: 𝑓(𝑥) = ∫  
√𝑡2−1

𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐(𝑥)

𝑠𝑒𝑐(𝑥)
𝑑𝑡 y simplifique a la mínima expresión. 

 
Para obtener la derivada se debe aplicar el TFCI: 

 𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
] = 𝑓(𝑥) en nuestro caso 𝐹(𝑥) = ∫

√𝑡2−1

𝑡
𝑑𝑡

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐(𝑥)

sec (𝑥)
. Puesto que los límites de 

integración son dos funciones de 𝑥, se aplican propiedades de integrales para llegar a la forma conveniente 
y se tiene en cuenta la regla de la cadena, por lo que:  

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

] =
𝑑

𝑑𝑥
[−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑢(𝑥)

𝑎

+∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑣(𝑥)

𝑎

] = −𝑓[𝑢(𝑥)] ∗ 𝑢′(𝑥) + 𝑓[𝑣(𝑥)] ∗ 𝑣′(𝑥) 

𝐹′(𝑥) = −
√𝑠𝑒𝑐2(𝑥)−1

sec(𝑥)
∙ sec(𝑥) ∙ tan(𝑥) +

√𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2(𝑥)−1

cosec(𝑥)
∙ [−cosec(𝑥) ∙ cotan(𝑥)] (5p) procedimiento 

𝑭′(𝒙) = − 𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒙) − 𝐜𝐨𝐭𝐚𝐧𝟐(𝒙) (5p) resultado 

2. Encontrar las siguientes integrales (15p c/u): 

a.  ∫ln(√𝑥) 𝑑𝑥 b.  ∫
𝑥

√9 + 𝑥2
𝑑𝑥 

a. 

Hacemos una sustitución: 𝑡 = √𝑥 ⇒ 𝑑𝑡 =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 ⟹ 𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡     (5p) 

⇒ ∫ln(𝑡) 2𝑡𝑑𝑡 = 

Hacemos integral por partes: 𝑢 = ln(𝑡) ⟹ 𝑑𝑢 =
1

𝑡
𝑑𝑡   ;    𝑑𝑣 = 2𝑡𝑑𝑡 ⟹ 𝑣 = 𝑡2 

= 𝑡2 ln(𝑡) − ∫𝑡2
1

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑡2 ln(𝑡) −

𝑡2

2
+ 𝐶 

               (5p)                                     (2p) 

Volvemos a la variable original ∫ 𝐥𝐧(√𝒙)𝒅𝒙 = 𝒙𝒍𝒏(√𝒙) −
𝒙

𝟐
+ 𝑪 (𝟑𝐩)  

b. 

Hacemos la sustitución trigonométrica: 𝑥 = 3𝑡𝑎𝑛𝜃 ⟹ 𝑑𝑥 = 3 sec2 𝜃 𝑑𝜃  ;  √9 + 𝑥2 = 3𝑠𝑒𝑐𝜃 (5p) 

= ∫
3𝑡𝑎𝑛𝜃

3𝑠𝑒𝑐𝜃
3 sec2 𝜃 𝑑𝜃 = 3∫ 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃𝑑𝜃 = 3𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝐶(𝟓𝐩)  

Volvemos a la variable original: 

∫
𝒙

√𝟗 + 𝒙𝟐
𝒅𝒙 =  √𝟗 + 𝒙𝟐 + 𝑪 (𝟓𝐩) 

3. Resuelva la siguiente integral definida: 

∫
1

𝑥2 − 9
𝑑𝑥

4

3

 

Al analizar la validez de la integral dada para los extremos de integración, se encuentra que existe una 
discontinuidad para 𝑥 = 3, por lo que se trata de una integral impropia. Adicionalmente, se puede resolver 
por fracciones simples: 

∫
1

𝑥2 − 9
𝑑𝑥

4

3

= lim
𝑎→3+

∫
1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)
𝑑𝑥

4

𝑎

= lim
𝑎→3+

∫ [−
1

6(𝑥 + 3)
+

1

6(𝑥 − 3)
] 𝑑𝑥

4

𝑎

 

=
1

6
[ lim 
𝑎→3+

−ln|𝑥 + 3||𝑎
4 + ln|𝑥 − 3||𝑎

4] =
1

6
lim 
𝑎→3+

[−𝑙𝑛|7| + 𝑙𝑛|𝑎 + 3| + 𝑙𝑛|1| − 𝑙𝑛|𝑎 − 3|] = ∞ 
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Por lo tanto, la integral diverge  
Cálculo auxiliar: 
1

𝑥2 − 9
=

𝐴

𝑥 + 3
+

𝐵

𝑥 − 3
=
𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵(𝑥 + 3)

𝑥2 − 9
⇒ {

𝐴 + 𝐵 = 0
−3𝐴 + 3𝐵 = 1

⇒ 𝐴 = −
1

6
; 𝐵 =

1

6
 

Planteo de integral impropia con el límite (5p) ; Integral por fracciones parciales (10p) ; resultado y 

conclusión (5p) 

 

4.  Dada la región delimitada por 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 , la recta 𝑦 = 1 y por el eje 𝑦 
a. Obtenga una expresión para calcular el área de dicha región, integrando respecto de 𝑥 (5p) 
b. Obtenga una expresión para calcular el área de dicha región, integrando respecto de 𝑦 (5p) 
c. Plantee una integral que permita calcular el volumen del sólido generado cuando dicha región gira en 

torno a la recta 𝑥 = −1. Indique el método empleado y grafique (10p) 
 

a.  𝐴 = ∫ (1 − 𝑠𝑒𝑛𝑥)𝑑𝑥
𝜋/2

0
 (Extremos 2p, fn a integrar 3p) 

b.  𝐴 = ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑦 𝑑𝑦
1

0
 (Extremos 2p, fn a integrar 3p) 

c. Por casquillos: (Mencionar el método 1p)                               Gráfico 1p 

Altura del casquillo: ℎ = (1 − 𝑠𝑒𝑛𝑥) (2p) 

Radio del casquillo 𝑟 = 𝑥 − (−1) = 𝑥 + 1 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝟐𝝅(𝟏 − 𝒔𝒆𝒏𝒙)(𝒙 + 𝟏)𝒅𝒙
𝝅/𝟐

𝟎
  

 (Extremos 2p, fn a integrar 2p) 

O bien por arandelas: (Mencionar el método 1p) 

Radio menor: 𝑟 = 1 (2p) 

Radio mayor 𝑅 = 1 + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑦 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝝅[(𝟏 + 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒆𝒏𝒚)𝟐 − 𝟏]𝒅𝒚
𝟏

𝟎
 (Extremos 2p, fn a integrar 2p) 

 

5.  Encuentre la longitud de arco de curva de 𝑦 = 3𝑥2/3 entre los puntos (0,0) y (1,3) 
 
Dado que 𝑦′ no está definida en el punto (0,0), expresamos todo en función de 𝑦 

Sea 𝑥 = 𝑢(𝑦) = (
𝑦

3
)
3/2

, entonces 𝑢′(𝑦) = (
1

3
)
3/2 3

2
 𝑦1/2 , [𝑢′(𝑦)]

2
= (

1

3
)
3 9

4
 𝑦 =

𝑦

12
 

La longitud de arco de curva está dada por: 

𝐿 = ∫ √1 + [𝑢′(𝑦)]2𝑑𝑦
3

0

= ∫ √1 +
𝑦

12
𝑑𝑦

3

0

= [8 (1 +
𝑦

12
)
3/2

]
0

3

≅ 𝟑. 𝟏𝟖 

Fórmula de Long arco de curva 2p ; expresar en función de y 4p ; extremos de integración 2p ; resultado 2p 
 

6. Dada la ecuación diferencial √𝑥 + √𝑦𝑦′ = 0, encontrar la solución particular que satisface la condición 

𝑦(1) = 9. Verifique su respuesta. 
 

√𝑦𝑦′ = −√𝑥 

√𝑦𝑑𝑦 = −√𝑥𝑑𝑥 
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∫√𝑦𝑑𝑦 = −∫√𝑥𝑑𝑥    (𝟐𝒑) 

2

3
𝑦
3
2 = −

2

3
𝑥
3
2 + 𝐶 ⟹ 𝑦 = (−𝑥

3
2 + 𝐶)

2
3
   (𝟐𝒑) 

𝑦(1) = (−1
3
2 + 𝐶)

2
3
= 9⟹ 𝐶 = 28  (𝟏𝒑) 

𝒚 = (−𝒙
𝟑
𝟐 + 𝟐𝟖)

𝟐/𝟑

 (𝟐𝒑) 

Verificación (3p): 𝑦′ =
2

3
(−𝑥

3

2 + 28)
−
1

3
. (−

3

2
𝑥
1

2) = −
√𝑥

√−𝑥
3
2+28

3
 

√𝑦𝑦′ = √(−𝑥
3
2 + 28)

2/3

(

 −
√𝑥

√−𝑥
3
2 + 28

3

)

 =
√−𝑥

3
2 + 28

3

√−𝑥
3
2 + 28

3
(−√𝑥) = −√𝑥 
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Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle detalladamente 
y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Puede usar lápiz o tinta para desarrollar los ejercicios, pero el resultado 
final debe estar en tinta. No se permite corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el número de hojas extra empleadas 
en el encabezado. Debe obtener un mínimo de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2 horas para su resolución. ÉXITO! 

1.  Determine la derivada de: 𝑓(𝑥) = ∫  
√−𝑡2+1

𝑡

cos (𝑥)

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑑𝑡 y simplifique a la mínima expresión. 

 
Para obtener la derivada se debe aplicar el TFCI: 

 𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
] = 𝑓(𝑥) en nuestro caso 𝐹(𝑥) = ∫

√−𝑡2+1

𝑡
𝑑𝑡

cos (𝑥)

sen (𝑥)
. Puesto que los límites de 

integración son dos funciones de 𝑥, se aplican propiedades de integrales para llegar a la forma conveniente 
y se tiene en cuenta la regla de la cadena, por lo que:  

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

] =
𝑑

𝑑𝑥
[− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑢(𝑥)

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑣(𝑥)

𝑎

] = −𝑓[𝑢(𝑥)] ∗ 𝑢′(𝑥) + 𝑓[𝑣(𝑥)] ∗ 𝑣′(𝑥) 

𝐹′(𝑥) = −
√−𝑠𝑒𝑛2(𝑥)+1

sen(𝑥)
. 𝑐𝑜𝑠(𝑥) +

√−𝑐𝑜𝑠2(𝑥)+1

cos(𝑥)
. (−𝑠𝑒𝑛(𝑥)) (5p) procedimiento 

= −
𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙)

𝒔𝒆𝒏(𝒙)
−

𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒙)

𝐜𝐨𝐬(𝒙)
= − 𝐜𝐨𝐬(𝒙) 𝒄𝒐𝒕𝒂𝒏(𝒙) − 𝒔𝒆𝒏(𝒙)𝐭𝐚𝐧 (𝒙)  (5p) resultado 

2. Encontrar las siguientes integrales: 

a.  ∫ 𝑒√𝑥𝑑𝑥 b.  ∫
1

√𝑥2 − 9
𝑑𝑥 

a. 

Hacemos una sustitución: 𝑡 = √𝑥 ⇒ 𝑑𝑡 =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 ⟹ 𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡     (5p) 

⇒ ∫ 𝑒𝑡2𝑡𝑑𝑡 = 2 ∫ 𝑒𝑡𝑡𝑑𝑡 

Hacemos integral por partes: 𝑢 = 𝑡 ⟹ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡   ;    𝑑𝑣 = 𝑒𝑡  ⟹ 𝑣 = 𝑒𝑡 

= 2 [𝑡𝑒𝑡 − ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡] = 2𝑡𝑒𝑡 − 2𝑒𝑡 + 𝐶 

        (5p)                                     (2p) 

Volvemos a la variable original ∫ 𝒆√𝒙𝒅𝒙 = 𝟐𝒆√𝒙(√𝒙 − 𝟏) + 𝑪 (𝟑𝐩)  

b. 

Hacemos la sustitución trigonométrica: 𝑥 = 3𝑠𝑒𝑐𝜃 ⟹ 𝑑𝑥 = 3 𝑠𝑒𝑐 𝜃 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑑𝜃  ;  √9 + 𝑥2 = 3𝑡𝑎𝑛𝜃 (5p) 

= ∫
1

3𝑡𝑎𝑛𝜃
3 𝑠𝑒𝑐 𝜃 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑑𝜃 = ∫ 𝑠𝑒𝑐𝜃 𝑑𝜃 = 𝑙𝑛|𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝑡𝑎𝑛𝜃| + 𝐶(𝟓𝐩)  

Volvemos a la variable original: 

∫
𝟏

√𝒙𝟐 − 𝟗
𝒅𝒙 =  𝒍𝒏 |

𝒙

𝟑
+

√𝒙𝟐 − 𝟗

𝟑
| + 𝑪 (𝟓𝐩) 

 

3. Resuelva la siguiente integral definida: 

∫
1

4 − 𝑥2
𝑑𝑥

2

1

 

Al analizar la validez de la integral dada para los extremos de integración, se encuentra que existe una 
discontinuidad para 𝑥 = 2, por lo que se trata de una integral impropia. Adicionalmente, se puede resolver 
por fracciones simples: 

∫
1

4 − 𝑥2
𝑑𝑥

2

1

= lim
𝑏→2−

∫
1

(2 − 𝑥)(𝑥 + 2)
𝑑𝑥

𝑏

1

= lim
𝑏→2−

∫ [
1

4(2 − 𝑥)
+

1

4(𝑥 + 2)
] 𝑑𝑥

𝑏

1
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=
1

4
[ lim 

𝑏→2−
−ln|2 − 𝑥||1

𝑏 + ln|𝑥 + 2||1
𝑏] =

1

4
lim 

𝑏→2−
[−𝑙𝑛|2 − 𝑏| + 𝑙𝑛|1| + 𝑙𝑛|2 + 𝑏| − 𝑙𝑛|3|] = ∞ 

Por lo tanto, la integral diverge  
Cálculo auxiliar: 

1

4 − 𝑥2
=

𝐴

2 − 𝑥
+

𝐵

2 + 𝑥
=

𝐴(2 + 𝑥) + 𝐵(2 − 𝑥)

4 − 𝑥2
⇒ {

𝐴 − 𝐵 = 0
2𝐴 + 2𝐵 = 1

⇒ 𝐴 =
1

4
; 𝐵 =

1

4
 

Planteo de integral impropia con el límite (5p) ; Integral por fracciones parciales (10p) ; resultado y 

conclusión (5p) 

4.  Dada la región delimitada por 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 , la recta 𝑦 = 1 y la recta 𝑥 = 𝜋/2 
a. Obtenga una expresión para calcular el área de dicha región, integrando respecto de 𝑥 (5p) 
b. Obtenga una expresión para calcular el área de dicha región, integrando respecto de 𝑦 (5p) 
c. Plantee una integral que permita calcular el volumen del sólido generado cuando dicha región gira en 

torno a la recta 𝑦 = −1. Indique el método empleado y grafique (10p) 

a. 𝐴 = ∫ (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥
𝜋/2

0
 

(Extremos 2p, fn a integrar 3p) 

b.  𝐴 = ∫ (
𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑦)  𝑑𝑦

1

0
  

(Extremos 2p, fn a integrar 3p) 
c. Por casquillos: (Mencionar el método 1p)                            

Altura del casquillo: ℎ = (
𝜋

2
− 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑦) (2p) 

Radio del casquillo 𝑟 = 𝑦 − (−1) = 𝑦 + 1 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝟐𝝅 (
𝝅

𝟐
− 𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔𝒚) (𝒚 + 𝟏)𝒅𝒚

𝟏

𝟎
                                    Gráfico 1p 

 (Extremos 2p, fn a integrar 2p) 

O bien por arandelas: (Mencionar el método 1p) 

Radio menor: 𝑟 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − (−1) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 (2p) 

Radio mayor 𝑅 = 1 − (−1) = 2 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝝅[𝟐𝟐 − (𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝟏)𝟐]𝒅𝒙
𝝅/𝟐

𝟎
  (Extremos 2p, fn a integrar 2p) 

5. Encuentre la longitud de arco de curva de 𝑦 =
3

5
𝑥2/3 entre los puntos (0,0) y (1, 3/5) 

 
Dado que 𝑦′ no está definida en el punto (0,0), expresamos todo en función de 𝑦 

Sea 𝑥 = 𝑢(𝑦) = (
5𝑦

3
)

3/2
, entonces 𝑢′(𝑦) = (

5

3
)

3/2 3

2
𝑦1/2   , [𝑢′(𝑦)]2 = (

5

3
)

3
(

3

2
)

2
𝑦 =

375

4
𝑦 

La longitud de arco de curva está dada por: 

𝐿 = ∫ √1 + [𝑢′(𝑦)]2𝑑𝑦
3/5

0

= ∫ √1 +
375𝑦

4
𝑑𝑦

3/5

0

= [
8

1125
(1 +

375𝑦

4
)

3/2

]
0

3/5

≅ 𝟑. 𝟎𝟕 

Fórmula de Long arco de curva 2p ; expresar en función de y 4p ; extremos de integración 2p ; resultado 2p 
 

6. Dada la ecuación diferencial 𝑦(𝑥 + 1) + 𝑦′ = 0, encontrar la solución particular que satisface la condición 
𝑦(−2) = 3. Verifique su respuesta. 

 
1

𝑦
𝑦′ = −(𝑥 + 1) 
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1

𝑦
𝑑𝑦 = −(𝑥 + 1)𝑑𝑥 

∫
1

𝑦
𝑑𝑦 = − ∫(𝑥 + 1)𝑑𝑥     (𝟐𝒑) 

𝑙𝑛|𝑦| = −
𝑥2

2
− 𝑥 + 𝐶 ⟹ |𝑦| = 𝑒−

𝑥2

2
−𝑥+𝐶 = 𝑒𝐶𝑒−

𝑥2

2
−𝑥 = 𝐶1𝑒−

𝑥2

2
−𝑥   (𝟐𝒑) 

𝑦(−2) = 𝐶1𝑒−
4
2

+2 = 3 ⟹ 𝑪𝟏 = 𝟑  (𝟏𝒑) 

𝒚 = 𝟑𝒆−
𝒙𝟐

𝟐
−𝒙  (𝟐𝒑) 

Verificación (3p): 𝑦′ = 3𝑒−
𝑥2

2
−𝑥. (−𝑥 − 1) = −3𝑥𝑒−

𝑥2

2
−𝑥 − 3𝑒−

𝑥2

2
−𝑥 

𝑦(𝑥 + 1) = 3𝑥𝑒−
𝑥2

2
−𝑥 + 3𝑒−

𝑥2

2
−𝑥 = −𝑦′ ⟹  𝑦(𝑥 + 1) + 𝑦′ = 0 


