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Resultados de aprendizaje: que el estudiante: 1. Conozca y aplique correctamente el Teorema Fundamental del 
Cálculo. 2. Reconozca las diferentes reglas de integración. 3. Resuelva correctamente una integral. 4. Interprete y 
calcule de forma correcta el área entre curvas, longitud de arco de una curva y volumen de un sólido de revolución. 
 
Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle 
detalladamente y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Debe usar tinta para desarrollar los 
ejercicios. No se permite corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el número de hojas empleadas en el 
encabezado (incluyendo las fotocopias). Debe obtener un mínimo de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2 
horas para su resolución ¡ÉXITO! 
 

 ACTIVIDADES Puntaje 

Total 

1. 
Determine la derivada de:  𝐹(𝑥) = ∫  

𝑡2

1−𝑡2

5

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 𝑑𝑡. Desarrolle paso a paso y opere algebraicamente hasta 

obtener la mínima expresión. Enuncie el Teorema (hipótesis y tesis) que aplicó para obtenerla. 
 
Hipótesis: f(x) continua en [𝑎, 𝑏] 

Tesis: 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 es continua en  [𝑎, 𝑏] y derivable en (𝑎, 𝑏), 𝐹′(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
] = 𝑓(𝑥)  

Enunciar el teorema (3p) 
Para obtener la derivada se debe aplicar el TFCI pero dado que 𝐹(𝑥) no está en la forma  que indica tal 

teorema ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, se debe aplicar la propiedad de la integral que permita llevarla a esa forma. Así, por 

propiedad se sabe que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 , en este caso resultaría: 

 

𝐹(𝑥) = ∫  
𝑡2

1 − 𝑡2

5

sen 𝑥

 𝑑𝑡 = − ∫  
𝑡2

1 − 𝑡2

sen 𝑥

5

 𝑑𝑡 

 
 A continuación, se deriva 𝐹(𝑥) aplicando TFCI  y teniendo en cuenta la regla de la cadena, por lo que:  

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑣(𝑥)

𝑎

] = 𝑓[𝑣(𝑥)] ∗ 𝑣′(𝑥) 

 

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[− ∫  

𝑡2

1−𝑡2

sen 𝑥

5
 𝑑𝑡] = −

(sen 𝑥)2

1−(sen 𝑥)2  ∙ cos 𝑥 = −
cos(𝑥) 𝑠𝑒𝑛2(𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
 (5p) procedimiento 

 

𝐹′(𝑥) =  −
𝑠𝑒𝑛2(𝑥)

cos(𝑥)
= −𝑡𝑎𝑛(𝑥)sen (𝑥)   (2p) resultado 

 

10 p 

2. Resuelve las siguientes integrales. 
 

a.   ∫
𝑥

√1+7𝑥
3 𝑑𝑥

1

0
                                                         b.  ∫  ln( √𝑥3  ) 𝑑𝑥 

 

a.  
 

30 p 

Sustitución de la variable (4p) 

Nuevos extremos de integración (4p) 

 Integrar (5p) 

 Resultado (2p) 
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b. 

 
 

=
𝑥

3
ln 𝑥 −

𝑥

3
+ 𝐶 =

𝑥

3
(ln 𝑥 − 1) + 𝐶 

 

3. Resuelva la integral definida. Decida si la siguiente integral impropia es convergente o divergente. 
 

∫
1

√𝑒𝑥
  𝑑𝑥

∞

0

 

 

 
 

20p 

4. Grafique la región delimitada por 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3,  𝑔(𝑥) = √𝑥 − 1 e 𝑦 = 0. Luego proponga las 
expresiones de cálculo del área: a) respecto al eje "𝑥", b) respecto al eje "𝑦". Seleccione la que ud. crea 
conveniente y calcule el valor del área.  
 

 
 
 
 
 
 

 

10p 

5. A partir de la región delimitada por 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 , la recta 𝑦 = 2, la recta 𝑥 = 0, 𝑐𝑜𝑛 𝑥 ≥ 0. 
a. Plantee (no resuelva) una integral que permita calcular el volumen del sólido generado cuando dicha 
región gira en torno a la recta  𝑦 = −1. Indique el método empleado y grafique (10p) 
b. Obtenga una expresión para calcular la longitud de curva de 𝑓 en el intervalo considerado (5p) 
a. Se puede resolver por dos métodos: 

Por casquillos: (Mencionar el método 1p)                                                             

Altura del casquillo: ℎ = √𝑦2 − 1 (2p) 

15p 

Planteo por partes: selección de u y dv (5p)  

Integrar (8p) 

Resultado +C (2p) 

 

Planteo de integral impropia con límite (8p) 

Integración (6p) 

Evaluar límite y resultado (6p) 

 

𝐴𝑥 = ∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 

a. Tomamos las rectas verticales 𝑥 = 1 , 𝑥 = 3  𝑦  𝑥 = 5  
Tenemos que 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ∀ 𝑥 ∈ [1,5] 

    

          ∫ √𝑥 − 1 𝑑𝑥
3

1
+ ∫ [√𝑥 − 1 − (𝑥 − 3) 𝑑𝑥

5

3
   (2p) 

b. b.  Tomamos las rectas verticales 𝑦 = 0  𝑦 = 2 
Tenemos que ℎ(𝑦) ≤ 𝑝(𝑦) ∀ 𝑦 ∈ [0,2] 

    

𝐴𝑦 = ∫ [𝑝(𝑦) − ℎ(𝑦)]𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
= ∫ [𝑦 + 3 − 𝑦2 − 1]𝑑𝑦

2

0
   (2p) 

 
Resolución de la integral elegida (4p) 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
10

3
      Resultado (2p)  
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Radio del casquillo 𝑟 = 𝑦 − (−1) = 𝑦 + 1 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝟐𝝅(𝒚 + 𝟏)√𝒚𝟐 − 𝟏
𝟐

𝟏
𝒅𝒚  (3p) 

                                                                            Gráfico 2p 

                                                        

Por arandelas: (Mencionar el método 1p) 

Radio menor: 𝑟 = √𝑥2 + 1 − (−1) = √𝑥2 + 1 + 1 (2p) 

Radio mayor 𝑅 = 2 − (−1) = 3 (2p) 

𝑽 = ∫ 𝝅[𝟗 − (√𝒙𝟐 + 𝟏 + 𝟏)𝟐]𝒅𝒙
√𝟑

𝟎
    (3p) 

                                                                        Gráfico 2p 

                                                        

b. Siendo 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝒙𝟐+𝟏
2𝑥 =

𝑥

√𝑥2+1
   (1p) 

      𝐿 = ∫ √1 + [𝑓′(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ √1 +

𝑥2

𝑥2+1
 𝑑𝑥

√3

0
    Extremos (2p)   Integral (2p) 

6. Un registro diario de temperatura 𝑇 (en Cº) en la Payunia durante un año típico, se puede modelar en 
función del día del año 𝑥 mediante la ecuación: 

𝑇(𝑥) = 20 𝑐𝑜𝑠 [
2𝜋

365
𝑥] + 10 

Determine cuál es la temperatura promedio en el primer trimestre del año, de 𝑥 = 0 a 𝑥 = 365/4. 
Aproxime su respuesta a un decimal. 
 

𝑇𝑝𝑟𝑜𝑚 =
1

365/4−0
∫ [20 𝑐𝑜𝑠 (

2𝜋

365
𝑥) + 10] 𝑑𝑥

365/4

0
  (5p) 

 

𝑇𝑝𝑟𝑜𝑚 =
4

365
[20

365

2𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

2𝜋

365
𝑥) + 10𝑥]

0

365

4
=

4

365
[

3650

𝜋
𝑠𝑒𝑛 (

𝜋

2
) + 10

365

4
− (

3650

𝜋
𝑠𝑒𝑛0 + 0)]   (5p) 

 
 

𝑇𝑝𝑟𝑜𝑚 =
4

365
[

3650

𝜋
+

3650

4
] =

40

𝜋
+ 10 ≈ 22.7   (5p) 

 

15p 

PUNTAJE TOTAL:      100 P PUNTAJE OBTENIDO: NOTA FINAL: 
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Resultados de aprendizaje: que el estudiante: 1. Conozca y aplique correctamente el Teorema Fundamental del 
Cálculo. 2. Reconozca las diferentes reglas de integración. 3. Resuelva correctamente una integral. 4. Interprete y 
calcule de forma correcta el área entre curvas, longitud de arco de una curva y volumen de un sólido de revolución. 
 
Instrucciones: coloque nombre y apellido en cada hoja que va a entregar. Lea atentamente cada consigna. Desarrolle 
detalladamente y con letra clara los ejercicios para obtener el puntaje completo. Debe usar tinta para desarrollar los 
ejercicios. No se permite corrector, tache si es necesario. Cuando finalice, indique el número de hojas empleadas en el 
encabezado (incluyendo las fotocopias). Debe obtener un mínimo de 60 puntos para aprobar el examen. Dispone de 2 
horas para su resolución ¡ÉXITO! 
 

 ACTIVIDADES Puntaje 

Total 

1. 
Determine la derivada de: 𝐹(𝑥) = ∫  

𝑡2

𝑡2−1

3

cos 𝑥
 𝑑𝑡. Desarrolle paso a paso y opere algebraicamente hasta 

obtener la mínima expresión. Enuncie el Teorema (hipótesis y tesis) que aplicó para obtenerla. 
 
Hipótesis: f(x) continua en [𝑎, 𝑏] 

Tesis: 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 es continua en  [𝑎, 𝑏] y derivable en (𝑎, 𝑏), 𝐹′(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
] = 𝑓(𝑥)  

Enunciar el teorema (3p) 
Para obtener la derivada se debe aplicar el TFCI pero dado que 𝐹(𝑥) no está en la forma  que indica tal 

teorema ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, se debe aplicar la propiedad de la integral que permita llevarla a esa forma. Así, por 

propiedad se sabe que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 , en este caso resultaría: 

 

𝐹(𝑥) = ∫  
𝑡2

𝑡2 − 1

3

cos 𝑥

 𝑑𝑡 = − ∫  
𝑡2

𝑡2 − 1

cos 𝑥

3

 𝑑𝑡 

 
A continuación, se deriva 𝐹(𝑥) aplicando TFCI  y teniendo en cuenta la regla de la cadena, por lo que:  

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑣(𝑥)

𝑎

] = 𝑓[𝑣(𝑥)] ∗ 𝑣′(𝑥) 

 

𝐹′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
[− ∫  

𝑡2

𝑡2−1

cos 𝑥

3
 𝑑𝑡] = −

(cos 𝑥)2

(cos 𝑥)2−1
 ∙ (−sen 𝑥) =

sen(𝑥)    𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

−𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
 (5p) procedimiento 

 

𝐹′(𝑥) =  −
𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

sen(𝑥)
= −

cos 𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
∙ cos 𝑥 = − cot 𝑥 ∙ cos 𝑥  (2p) resultado 

 

10 p 

2. Resuelve las siguientes integrales.  

a.  ∫
𝑥

√1+2𝑥
5  𝑑𝑥

1

0
   (Aproxime la respuesta a dos decimales)                               b.  ∫ 𝑥3  ln 𝑥  𝑑𝑥 

 

 
 
 
 

30 p 

Sustitución de la variable (4p) 

Nuevos extremos de integración (4p) 

 Integrar (5p) 

 Resultado (2p) 
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b.  

 
 

3. Resuelva la integral definida. Decida si la siguiente integral impropia es convergente o divergente. 
 

∫
ln 𝑥

𝑥
  𝑑𝑥

∞

1

 

 

 
 

20p 

4. Grafique la región delimitada por 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2,  𝑔(𝑥) = √𝑥 + 4 e 𝑦 = 0. Luego proponga las 
expresiones de cálculo del área: a) respecto al eje "𝑥", b) respecto al eje "𝑦". Seleccione la que ud. crea 
conveniente y calcule el valor del área.  
 

 
 
 
 
 

 

10p 

5. A partir de la región delimitada por 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 3 , la recta 𝑥 = 2, la recta 𝑥 = 0 y la recta 𝑦 = 0. 
a. Plantee (no resuelva) una integral que permita calcular el volumen del sólido generado cuando dicha 
región gira en torno a la recta  𝑥 = 4. Indique el método empleado y grafique. (10p) 
b. Obtenga una expresión para calcular la longitud de curva de 𝑓 en el intervalo considerado (5p) 

15p 

Planteo por partes: selección de u y dv (5p)  

Integrar (8p) 

Resultado +C (2p) 

 

Planteo de integral impropia con límite (8p) 

Integración (6p) 

Evaluar límite y resultado (6p) 

 

𝐴𝑥 = ∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= 

a. Tomamos las rectas verticales 𝑥 = −4 , 𝑥 = −2  𝑦  𝑥 = 0  
Tenemos que 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ∀ 𝑥 ∈ [−4,0] 

    

          ∫ √𝑥 + 4 𝑑𝑥
−2

−4
+ ∫ [√𝑥 + 4 − (𝑥 + 2) 𝑑𝑥

0

−2
   (2p) 

b.   Tomamos las rectas verticales 𝑦 = 0  𝑦 = 2 
Tenemos que ℎ(𝑦) ≤ 𝑝(𝑦) ∀ 𝑦 ∈ [0,2] 

    

𝐴𝑦 = ∫ [𝑝(𝑦) − ℎ(𝑦)]𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
= ∫ [𝑦 − 2 − 𝑦2 + 4]𝑑𝑦

2

0
   (2p) 

 
Resolución de la integral elegida (4p) 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
10

3
      Resultado (2p)  
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  a.   
 

b. Siendo 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝒙𝟐+𝟑
2𝑥 =

𝑥

√𝑥2+3
   (1p) 

      𝐿 = ∫ √1 + [𝑓′(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ √1 +

𝑥2

𝑥2+3
 𝑑𝑥

2

0
    Extremos (2p)   Integral (2p) 

 

6. El beneficio, en miles de euros, generado por la venta de un determinado producto durante los primeros 

6 meses viene dado aproximadamente por el siguiente modelo: 𝑃(𝑡) = 5(√𝑡 + 30) donde 𝑡 es el tiempo 
en meses.  
Determine el beneficio promedio  durante el primer semestre del año, de 𝑡 = 0 a 𝑡 = 6. 
Aproxime su respuesta a un decimal. 
 

𝑃𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑃(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

Considerando que periodo a analizar es de 6 meses, entonces 𝑎 = 0   𝑦   𝑏 = 6. 

Entonces: 

𝑃𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 =
1

6 − 0
∫ 5(√𝑡 + 30)𝑑𝑡

6

0

≅ 158.2 

Fórmula 5p , reemplazo 5p y resultado 5p 

15p 

PUNTAJE TOTAL:      100 P PUNTAJE OBTENIDO: NOTA FINAL: 

 

 

 


