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~ UNIVERSIDAD FACULTAD DE CIENCIAS

Célculo I / ElementOS de Célculo I WS,L;—_]Z' NACIONAL DE CUYO EXACTAS Y NATURALES

Trabajo Practico N°1: Funciones y Modelos

Objetivo: que el estudiante adquiera las nociones fundamentales sobre distintos tipos de funciones, qué son, su
dominio e imagen, cédmo se dibujan sus graficas, cdmo se combinan y se transforman, asi como sus formas de
clasificacién. Que incorpore, ademas, el concepto de funcidn inversa y pueda obtenerla en aquellos casos en
gue sea posible.

NOTA AL ESTUDIANTE: en las Partes A 'y B encontrard ejercicios a resolver en clase prdctica. Se sugiere que los ejercicios
propuestos en la Parte C, se resuelvan en forma completa por el estudiante como trabajo extra-dulico. Las dudas pueden
ser resueltas con cualquiera de los profesores de la materia Cdlculo/Elementos de Cdlculo | en las horas de consulta.

Se recomienda, ademds, disponer de alguna herramienta de graficacion contra la cual comparar los resultados obtenidos
en el desarrollo “manual” de cada ejercicio.

PARTE A: Ejercicios Comunes a Calculo/Elementos

1. Si f(x) = 2x? + 3x — 4, encuentre £(0), f(V2), f(—=x), f(x + 1), 2f (x) y f (2x).
Solucion
Complete los espacios vacios siguiendo los ejemplos

F(0)=2-(0)2+3-(0)—4=—4

f(V2)=2-( )?+3-( )-4=

feo=2-C )?+3-( )-4=

fa+1D)=2-(x+1)?>+3-(x+1)—4=2-(x*+2x+1)+3x+3 =
=2x?+4x+2+3x+3=2x>+7x+5

2f()=2-(C )?+3-( )-4=

f@x)=2-C )*+3-( )—4=

2. Sif(x) = x — x?%, encuentre f(2+ h), f(x+ h) y M, donde h # 0.
Complete los espacios vacios siguiendo los ejemplos

f2+h) =

fx+h)=(x+h)—(x+h)?=x+h—(x*>+2x-h+h? =
=x+h—x*-2x-h—h?>=—x*+x—2x-h+h— h?

fx+h) —f(x)=(—x*4+x—2x-h+h—h?) —(x—x?%) =
=—x4+x—-2x-h+h—h?—x+x?>= —2xh+h—h?>=h(-2x+1—h)

fOx+h)—f(x) _ h(=2x+1-h) _

- - —2x+1 conh#0




3. Para cada una de las expresiones dadas, determine si es o no, una funcién de x.

a. y=(x—3)2 b.y=|x|—-1 c. lyl—-x=3 d.y=x3—4x
e.y=(x—-1Vx2+1 f. y= x;il g x*+4y*=4
Solucion

En todos los casos, vamos a suponer que x esta en el dominio natural de la expresién.

Para determinar si la expresion es una funcidn de x, podemos proceder:

a. Geométricamente: haciendo su representacion grafica y aplicando la prueba de la recta vertical.
Esta recta debe cortar a la grafica en un solo punto, independientemente de dénde sea colocada,
para que la expresién sea una funcién de x.

b. Analiticamente: Despejan y en funcion de x y viendo cuantos valores toma y para cada x. Si
toma mas de un valor, no es funcién pues no cumple con la condicidn de unicidad.

Geométricamente:

6 4

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -1
-1 = |x] -1
y= (=37 g pl-x=3
s . Corta en 2 puntos. No es
Corta en 1 punto. Es funcidon Corta en 1 punto. Es funcién P iy
funcion
2 2 7
-3 2 -1 ] 1 3 TTT j | i I :
-2 ” 65 -5 4 -3 2 10 1 2 3 4 5 8
. . .
10
—4 2 Y= x2+1
y:x3f4—x y=(x—-1)Jx?2+1
Complete:
4 0 J
x2+4y? =14
Complete:
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Analiticamente

En (a), (b), (d), (e) y (f), observamos que en la expresidn algebraica queda explicito que, para cada
x, obtenemos un unico valor de y. Por lo tanto, cumplen con la condicién de unicidad. Como las x
estan en el dominio natural, también cumplen con la condicién de existencia, ya que siempre
podemos hallar el valor de y. Como cumplen con las dos condiciones, unicidad y existencia, todas

ellas son funciones.

Para (c), despejemos y en funcion de x

e lyl-x=3

e |y| =3+ x, entonces, por definicién de valor absoluto tenemos

e lyl= £@B+x)

e Porlo tanto, la expresién no es funcién por no cumplir la condicién de unicidad para todo x

de su dominio.

Para (g), despejemos y en funcién de x

o x2+4y?=4

4—x2 4—x2

- ==
2 2

o |yl= ’4Tx ,luegoy = + 4:

e Por lo tanto, la expresion no es funcién por no cumplir la condicién de unicidad para todo x

de su dominio.

4. Encuentre el dominio de las siguientes funciones y trace las graficas de d y e:

2
a. f(x) = ;;_1 b. f(x) = Vx2 —6x c. f(x)=+3x—-12
X -1 six<-1
d. g0 =7 e. p(x)= {3x +2 silx|< 1
7—2x six=>1
Solucion
Complete los espacios vacios siguiendo los ejemplos
Funcion Criterio Dominio
Los denominadores deben
= +
— x+2 ser distintos de cero. Don(f) = {x € R/x + +1}
a. f(x) o

X’ —-1=0=x=+1

=R—{+1}

b. f(x) = Yx% —6x

En las raices de orden par,
los radicando deben ser
mayores o iguales que 0.

x> —6x>0

Sugerencia: Resolver
mediante la tabla de
intervalos

c. f(x)=+v3x—12
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X

d gx)==

x|

Las funciones lineales
tienen como dominio
todos los reales, o los
intervalos donde estan

definidas.
-1 six<-—-1 .

e. p(x) =13x+2 silx| < 1 Sugerencia: En las
7 —-2x si x>1 | funciones definidas por

partes, deben ser
analizados los intervalos
donde esta definida. El
Dominio es la unién de los
intervalos.

5. Encuentre el rango y el dominio de cada funcién dada.

a. f(t)=ﬁ b. f(x) =—vx+3

Solucion

Complete los espacios vacios siguiendo los ejemplos

El Dominio se calcula como en el ejercicio anterior.

Para calcular el rango, podemos proceder de dos maneras:

c. f(t) = cot(t)

1- Calcular la inversa de la funcién. El dominio de la inversa es el rango de la funcién original

2- Hacer la grafica. El rango se determina analizando el eje y.

Rangode f:(0, =)

a. f(t)=m

Como f(t) # O paratodo ¢, 0 &
Rango(f)

Dadoque [t —4| >0y 1> 0,
f(t) > 0 pues, al estar [t? — 4|en el
denominador, |t? — 4| # 0.

Podemos concluir que
Rango(f) = (0,)
=Rt

b fG)=—ET3 \—\

fx)=—Vx+3
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c. f(t) = cot (t) — N N N - AN -

SN B . - -

f() = cot (t)

6. Paracada par de expresiones encuentre analiticamente los puntos de interseccién de sus graficas.
Verificar lo hallado graficamente (puede utilizar una herramienta de graficacidn).

a. 3x—2y= —4 b. x =3 —1y? c. x2+y%2=25
4x + 2y = —10 y=x—10 —-3x+y=15
Solucion

Complete los espacios vacios siguiendo los ejemplos

Sistema de ecuaciones Solucion Analitica Solucion Gréfica

dx + 2y = —10 =

a. 3x—2y= -4

4x + 2y = —10

a 3x—2y= —4

4x + 2y = —10
b. x =3 —1y? (1)
y = x_ 10 (2) x:3—y2 5
Reemplazamos (2) en (1) \ : y=x-10
b.x=3_y2 x=3—(x—10)2 \
x=3 — (x? — 20x + 100) FEEEEEEREE? RERRERY KEL:
= x—10
Y x =—x%+20x — 100+ 3 ]
x> —=19x+97 =0 -
xeR a x=3-y%
Por lo tanto, las curvas no se y=x-10

intersecan. S =0
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c. x2+y?=25 (1)
—3x+y=15 (2)

En(2 y=15+3x (3)
(3) en (1) *3x+y:\1f s x4y =25
x? + (15 + 3x)? = 25 3
x? +15% + 90x + 9x% = 25 .

10x2 +9 200 = '
c. x2+y?=25 0x +90x + 200 =0 oy

—3x+y=15 Las raicessonx; = —4; x, = =5 -
En (3)
y1=3(—4)+15=3
y,=3-(=5)+15=0
Luego, hay dos puntos
interseccion
P.:(—4,3) ; P,:(-5,0) ;
§={(-4,3),(-50)}

¢ x%4y? =25
de i’
—3x+y=15

7. Coteje graficas y funciones. Explique su decisidon en cada caso.
(i) y = 3x (i)y = 3% (iii) y = « (iv)y =Vx

= 3x (enrojo) es lineal
= 3* (es azul) es exponencial
x° (en verde) es cubica
= 3/x (en amarillo) es una raiz ctbica

RRRK
Il
w

8. Explique cémo se obtienen las graficas siguientes a partir de la graficade y = f(x)

a. ¥y =5f(x) b. y = f(x—=5) ¢ y=—fx)

d. y = =5f(x) e. y = f(5x) f. y =5f(x) —3
Solucion

a.y =5f(x) Alarga la funcion 5 unidades. (aleja del eje x)
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b.y = f(x—=5) Desplaza la funcién 5 unidades a la derecha.
c.y = —f(x) Se refleja respecto del eje x
Alarga la funcién reflejada en (c) 5 unidades. (aleja del
d.y = —5f(x) .g ) (c) (alej
eje x)
e.y = f(5%) Comprime la gréafica horizontalmente, aproximandola

al eje y. El factor de compresion depende de la
ecuacién que define la funcion.

f.y =5f(x) — 3 Alarga la funcién 5 unidades. (aleja del eje x) y se
desplaza 3 unidades hacia abajo.

9. Llagréficadey = f(x) estd dada en la siguiente figura. Cotejar cada ecuacién con una su grafica
y dar razones apropiadas para hacerlo.

[i
=2

a. y=flx—9 b. y = f()+3 ¢y =35 00
d. y = 2f(x+6) e. y=—f(x+4)
Solucion

e Use lainformacion del ejercicio anterior

10. Grafique cada funcién, no por la colocacidn de puntos, sino a partir de la grafica de una de las
funciones estandar dadas y, a continuacion, aplicando trasformaciones apropiadas.

a. y =cos (g) b. y=2+ ﬁ c. y=|cosx| d. y=37"* e. y=In(—x)
Solucion
Ly 3) | Funcién dada: y = cos (g)
/ / T Funcién estdndar: y = cos(x)

a 0 "\/ z i 5‘W’2 i Transformacion:

. - Estiramiento horizontal
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Funciéndada: y = 2 + —

x+1

., , 1
Funcidn estandar: y = -
Transformacion:

- Desplazamiento a izquierda

de una unidad.
- Sube horizontalmente 2

unidades

Funcidén dada: y = |cos x|

Funcidn estdndar: y = cos(x)

Transformacion:

- La parte negativa de la gréfica
estandar es reflejada respecto
del eje x

Funcién dada: y = 37%

Funcidn estdndar: y = 3%

Transformacidn:

- Reflexion sobre el eje y de la
grafica de la funcidn estandar.

b.
:C.
'r
5 1
1
1
5 T
y=37%— 1’
4 [
f' y=3
3 1
d. |
1%
//
o ‘—2- = ECE) 1 2 3
=
y=3"
y=In(—x) - yi= In(x)
/,,
e. e

Funcién dada: y = In(—x)

Funcién estandar: y = In(x)

Transformacion

- Reflexion sobre el eje y de la
grafica de la funcién estandar.

11. Dada f(x) = x3 — x, determine si f es par, impar o ninguna de las dos cosas. Si f es par o impar,
aplique la simetria para trazar su grafica.

Solucion
Recordemos

fespar & f(=x)=f(x),yaque
fesimpar & f(—x) =—f(x)

f(x)=(x)2-(x)=-x3+x= —(x3—x) =—f(x) = fesimpar
Su grafica es simétrica respecto del origen, como muestra el segmento azul de la grafica.
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Analiticamente, una funcién y = f(x), es simétrica respecto del origen, si cuando

reemplazamos x por (—x) e y por (—y) obtenemos la ecuacioén original.

Verificamos la simetriade y = x3 — x
—y=(x)p—-(x)==x3+x=-(3—-x)>2y=x3—x

Obtuvimos la ecuacién original, como era de esperarse.

12. Seaf : A — IR, laindicada en cada item. Represente graficamente cada una de ellas e indique:
a. Intervalos para los cuales la funcidon es creciente o decreciente.

b. Sifes par, impar o ninguna de las dos cosas.
1

a. hx) = 10g1/3 (x) b. m(x) = sen(x + ) c. 0= (x+1)2

Solucion
a) Revision tedrica: Para graficar la funcién logaritmica recordemos tres cosas basicas:

Qr

log,
log, 1 =0 = Punto B: log11 =10
3

=-1 = Punto A: loglé =-1
3

log,a=1 = Punto C: logﬁ =1
3
1 logt =1
0 — =
813

Iy i
{a’
X = §_1

-2

1. Analizando su grafico observamos que la funcidn es decreciente en todo su dominio de
definicién: (0, 00)
2. Sea f una funcién. Decimos que
fespar = f(—x)=f(x),yque
fesimpar & f(—x) =—f(x)
Las funciones pares son simétricas respecto del eje y
Las funciones impares son simétricas respecto del origen.
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Analizando su grafico observamos que no es par y tampoco impar

b) Revision teodrica: Para graficar las funciones trigonométricas seno o coseno recordemos la
expresion general de las mismas:

y=asenk(x—b) y y=acosk(x—b) (k>0)
2
Donde la amplitud es |a|, el periodo es TH y desplazamiento de fase b

Un intervalo adecuado para graficar un periodo completoes [b, b + (2n/k)]
m(x) = 1senl(x — (—n))

Amplitud: |a] = 1

Periodo = 2= = £ = 21
— &k 1
Desplazamiento de la fase: b = —m < 0 desplazamiento a la izquierda

Intervalo Adecuado: [b, b+ (2n/k)] = [-n, (—n + 2n)] = [-7, 7]

Intervalo Adecuado: [—m, ]

Amplitud: |a I ) ' /
li_l

m(x) =lsen(x + m)

1. Analizando el grafico en el intervalo adecuado, observamos que la funcién es decreciente

. T T .z AT .
en el intervalo (— E’E)' También lo es, por ser periddica y con periodo 27, en los

.. . 3 5 7 9 . .
siguientes intervalos: (En,zn), (En,zn).... etc. (encuentre la secuencia de intervalos)
. s . . 3 T m 3
Observamos que la funcion es creciente en el intervalo (— ST~ ;) y en (E ,En).
(encuentre la secuencia de intervalos donde la funcion es creciente)

2. Analizando su gréafico observamos que es impar, por ser simétrica respecto del origen.
Si analizamos en la circunferencia trigonomeétrica, es facil verificar que

sen(—x) = —sen(x). Si aplicamos a ambos lados de la igualdad, un desplazamiento
horizontal de 7, ésta no se altera. Luego:
sen(—x) = —sen(x) = sen(—x + m) = —sen(x + ),

gue es justamente la condicidn para que una funcién sea impar.

c) Revisidn tedrica: Para graficar I(x) = GrD?

denominador es 0, la curva presentard en el valor de x que anula el denominador, una asintota
vertical, x = 1. Por el hecho de estar elevado al cuadrado, el denominador sera siempre mayor
que 0. Como el numerador es 1 > 0, el grafico de la funcién [, estard siempre sobre el eje x.

un analisis preliminar nos muestra que si el

‘e . . g 1
Podemos obtener su gréafico aplicando transformaciones a la funcién f(x) = = a saber,

desplazamos a la izquierda el grafico de f en 1 unidad, ya que estamos sumando 1, dentro del
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argumento.

«—Asintota vertical: x = 1

13. Para cada una de las expresiones del ejercicio 3 que sean funciones:
i. Indique su Dominio.
ii. Encuentre analiticamente las intersecciones con los ejes (ceros y ordenada al origen).
iii. Determine paridad y simetria respecto de cada uno de los ejes y del origen.
iv. Indigue conjuntos de negatividad y positividad, crecimiento y decrecimiento.

Solucion

a. f(x)=y=(x-3)>

Dominio: Dom(f) = R

Ceros: ¢Cuanto vale x, cuando y = 0?
0=(x—3)2=>x=3

Ord. Al Origen: ¢Cuanto vale y, cuando x = 0?
y=(0-3?=(-3*=9>y=9

Paridad:

f(=x)=(-x-3)2=[(-D)(x+3)]?=(-1D?*(x+3)?> = (x+3)? # f(x) = noespar
f(=x) = (x + 3)? # —f(x) = no es impar

Simetria:
Simetria respecto al eje x: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir y por (—y)

—y=(x—3)?
y = —(x — 3)? esta ecuacién es distintade y = (x — 3)? = no es simétricarespecto de eje x

Simetria respecto al eje y: La ecuacidn de la curva no cambia al sustituir x por (—x)
y=(x=37 = [(-D@+3)]* = (-1 (x +3)? = (x +3)
La ecuacidon y = (x + 3)? es distintade y = (x — 3)? = no es simétricarespecto de eje y

Simetria respecto al origen: La ecuacién de la curva no cambia al sustituir x por (—x) e y por
(=)
—y = (—x=3)? = [(-D@ + D = (~1?(x +3)* = (x +3)?
y=—(x+3)
Esta ecuacion es distinta de y = (x — 3)? = no es simétrica respecto del origen
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Cct; C:
El Conjunto de Positividad (C*) de una funcidn es el subconjunto del dominio cuyas imagenes
son numeros positivos.
C* = {x/x € Dom(f) y f(x) > 0}
El Conjunto de Negatividad (C ™) de una funcidn es el subconjunto del dominio cuyas imagenes
son numeros negativos.
C™ ={x/x € Dom(f) y f(x) < 0}
Como(x—3)2>0,C" =R y C =0

b. Resuelva: y= |x|—1
Dominio:
Ceros: ¢Cuantovale x, cuandoy =0? x = ___
Ord. Al Origen: éCudnto vale y, cuandox = 0? y =
Paridad:
Simetria:
Simetria respecto al eje x: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir y por (—y)

Simetria respecto al eje y: La ecuacidn de la curva no cambia al sustituir x por (—x)

Simetria respecto al origen: La ecuacién de la curva no cambia al sustituir x por (—x) e y por

=)

ct: C:

d. Resuelva: y =x3 —4x
Dominio:
Ceros: ¢Cuantovalex, cuandoy =0? x = ___
Ord. Al Origen: ¢Cuanto vale y, cuandox = 0? y =
Paridad:
Simetria:
Simetria respecto al eje x: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir y por (—y)

Simetria respecto al eje y: La ecuacidn de la curva no cambia al sustituir x por (—x)

Simetria respecto al origen: La ecuacién de la curva no cambia al sustituir x por (—x) e y por

=y)

ct: C:

e.y=((x—-1DVx2+1
Dominio: Todos los reales, pues x2+1>0
Ceros: ¢Cuantovale x, cuandoy =0? x =1

x—DJx2+1=0x—-1)=0 0o vx2+1=0

x—-1D)=0ox=1
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Vx2 + 1 = 0 nunca ocurre pues x2 +1 # 0

Ord. Al Origen: ¢Cuantovale y, cuandox = 0? y = —1

y=0-1J02+1=(-1)-VI=-1
Paridad: Sea f(x) = (x —1)Vx2 + 1

f(=x)=(—x—1DJ(x)?+1=(-1D) - x+1D) - Vx?+1=—(x+1) - Vx?2+1# f(x)

= no es par

[0 = (2= DY +1= (D G+ D V2 +1= -+ D V2 +12 —f(x)

= no es impar
Simetria:

Simetria respecto al eje x: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir y por (—y)

y=(—DVx2+1 > y=—(x—-DVx2+1# Gx-DJx2+1

= no es simétrica respecto del eje x

Simetria respecto al eje y: La ecuacidn de la curva no cambia al sustituir x por (—x)

y=(x—-1Dy(x)?+1 = y=—-(x+DJyx?+1#x—-1Jx2+1

= no es simétrica respecto del eje y

Simetria respecto al origen: La ecuacién de la curva no cambia al sustituir x por (—x) e y por
(=)
—y=(x—-1Dy(x)?+1 = —y=—(x+1)/x2+1
> y=(+DVyx2+1 #(x—-1Jyx?+1

= no es simétrica respecto del eje y

ct; C:

El cero de la funcion (x = 1) divide a la recta real en dos intervalos: (—o,1) y (1, o)
Analizamos el signo de los valores de la funcidn en estos intervalos mediante la tabla de
intervalos.

Como la funcidén ya estd factorizada, tenemos:

(—OO, 1) (1 ’ OO)
(x—1) — +
X2 + 1 + +

(x—DYx2+1 - +

Luego
C"=(1,.)
C_:(—OO,]_)
10
foy= x2+1
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Dominio:

Ceros: ¢Cuanto vale x, cuandoy = 0? x =

Ord. Al Origen: éCuanto vale y, cuandox = 0? y =

Paridad:
Simetria:

Simetria respecto al eje x: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir y por (—y)

Simetria respecto al eje y: La ecuacidn de la curva no cambia al sustituir x por (—x)

Simetria respecto al origen: La ecuacion de la curva no cambia al sustituir x por (—x) e y por

=)

ct; C:

14. Bosqueje la gréfica de cada una de las funciones anteriores, no mediante la representacion de
puntos, sino a partir de las transformaciones generadas por cambio en los valores de los
parametros; esto es, usando la gréfica principal y sus desplazamientos horizontales o verticales,
reflexiones respecto de los ejes, etc. Verifique lo obtenido empleando alguna herramienta de

graficacién (www.wolframalpha.com o Geogebra).

Solucion
3 ! Curva dada: y = (x — 3)?
ot —_ Curva esténdar: y = x?
a. e A . .
K Transformaciones aplicadas:
A . - Se desplaza 3 unidades a derecha la curva
TN T estandar
y=(x-3)?
A 3 Curva dada:
\\ // -
N Y= [x[ .7
A 1 Curva estandar:
Y ///
\\ 1 /’l
b. A Transformaciones aplicadas:
N s
-3 -2 -1 0 1 2
-1
y=lx[-1
" Curvadada: y = x° — 4x
o~y 3 I|
Curva estandar: No tiene
,"I + ' |+
d. | = & =+ & % Transformaciones aplicadas:
- " Sugerencia: aplique toda la caracterizacion,
2 calculada en el ejercicio anterior, para bosquejar
N BN la grafica
II
y =x%— 4x

Trabajo Practico 1- Funciones y Modelos
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’ Curvadada:y = (x — 1)Vx? + 1
’ Curva estandar: No tiene
’ Transformaciones aplicadas:
! Sabemos que: tiene un ceroen x = 1, que su
R £ 3 ordenada al origen es y = —1. También
e. sabemos que se encuentra por debajo del eje x
en el intervalo (—o, 1) y por encima del eje x
en el intervalo (1, )
No tiene indeterminaciones, y es suave (se vera
mas adelante en el cursado). Con esta
y=(x—1)J/x2+1 informacion, bosquejamos la gréfica
& Curva dada: y = 21—0
{1\ x“+1
B
foi Curva estandar: y = 21
fed—\ x‘—a
f‘i 5 \'\
£ y Transformaciones aplicadas: Piense a la funcion
: g x21+1 dadaasi: y =10" x21+1
st En el gréfico a izquierdaa = —1
e L1 B B B B
D
T

y ™\
N
1 ~ \‘
\
-\\l\

Solucion
e Sedejaal alumno

16. Dadas las funciones f(x) = x3 + 2x2y g(x) =3x2 — 1, encuentre f+g, f—g,fg v f/9y

dé sus dominios.
Solucion

e (f+9X)=f)+gx)=@x3+2x?)+Bx2-1)=x3+5x2-1
Dom(f+g)=R

e - =f)-g)=0C"+2x)-Bx* -1 =x"—x*+1
Dom(f —g) =R

Trabajo Practico 1- Funciones y Modelos Pagina 15 de 29



e (fr)X)=f(x)-gx) =(x3+2x%)-(3x%—1) =3x5 + 6x* — x3 — 2x?

Dom(f-g) =R
e (f/g)x) = );i;z_x: para todo los x tales que 3x2 —1 # 0, 0sea, x # |%| = |§|
V3 V3
Dom(f/g) =R — {—? ;?}

17. Encuentre las funciones fog,gof,f o fygo g, asi como sus dominios.
a. f(x)=i,g(x)=x3+2x b. f(x)=senx,g(x)=1—+/x

Solucion

a. f(x)= i,g(x) =x3 + 2x
Dom(f) = R — {0}

Dom(g) =R

Fog)) =f(g(x)=f(*+2x) =

(x3 + 2x)
Dom(f o g) = R — {0}
f) =2, g(x) =%+ 2x
1 1,3 1
(o) =g(f(0)) =g (;) - (;) 42 (})
Dom(g o f) = R — {0}
foo) =+
Fof) =f(f(x)=5=x

R[] =

Dom(f o f) = R— {0} Sacamos el 0 porque no pertenece al dominio de f

gx) =x3+2x
(gog)x)=g(g(x) =g(x®+2x) = (x* +2x)3 +2(x> + 2x)
=x% +6x7 +12x5 + 10x3 + 4x
Dom(gog) =R

18. Use las gréficas dadas de f y g para evaluar cada expresidn, o bien, explique por qué no estd
definida.

f(g(2) + .
9(F(0) I A [
(f 0 9)(0) \ 1l -
(g0 f)6) N~ :
e. (gog)(=2) + T [~ s
f. (foH® SR

Solucion
e Sedejaalalumno

o

o

o
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19. Sifes una funcién uno a uno tal que f(2) =9, ¢cudl es f~1(9)?
Solucion

Si f es uno a uno, entonces existe f~1, también uno auno, talque f(x) =y & f1(y) = x
Como fesunoauno, f(2) =9 f1(9) =2

20. Halle una férmula para la inversa de la funcién.

a. f(x)=5—4x3 b. f(x) =+2+5x c. f(x)=In(x+3)
Solucion
a. f(x) =5—4x3

= —4x3 Despeje x em funcion de y

5— : 5— _ 35—
’ Ty =X cambie x por y y = ’ Tx. Entonces f~1(x) = Tx

Verificacién grafica:

o
fx)=5—4x® —|

A |
P B
i L 15— x
L fe = J 3
Sy =Xl |
.

. \
Observe la simetria respecto de la bisectriz del primero y tercer cuadrante

b. f(x) =2 +5x

e Queda para el alumno

c. f(x)=Imn(x+3)

y =In(x +3)
eV = eln(x+3)
e¥ =x+3.
e¥ —3=x Cambie x por y y = e* — 3. Entonces f!(x) =e* -3

Verificacién grafica:

f'x)y=e*-3 .,:i, -

Fx)=+v2 +5x

Observe la simetria respecto de la bisectriz del primero y tercer cuadrante
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21. Paracadaunade las funciones del punto 13, indague analitica y graficamente sobre su inyectividad
(uno auno). Para aquellas que cumplan con las condiciones de inversibilidad, encuentre su inversa.
Para aquellas que no la cumplan, indague qué deberia hacer para que tales funciones tengan
inversa y encuéntrela.

Los ejercicios que a continuacion se plantean, buscan desarrollar criterios de resolucion
y modelado de funciones. Es decir, aplicar los conceptos aprendidos sobre distintos tipos de
funciones, armar una estrategia de resolucién e intentar dar con el resultado solicitado.

Normas para modelar con funciones:

a) Exprese el modelo en palabras. |dentifique la cantidad que quiere modelar y exprésela, en
palabras, como una funcidn de otras cantidades en el problema.

b) Elija la variable. ldentifique las variables empleadas para expresar la funcién en el paso 1.
Asigne un simbolo, como x, a una variable y exprese las otras variables en términos de este
simbolo.

c) Establezca el modelo. Exprese la funcidén en el lenguaje del algebra al escribirla como una
funcién de Unica variable elegida en el paso 2.

d) Use el modelo. Emplee la funcidn para contestar las preguntas planteadas en el problema.

22. Exprese la hipotenusa h de un tridngulo rectdngulo con un drea de 25 m?, en funcién de su
perimetro P.

Atendiendo a lo anteriormente expuesto, desarrollamos la serie de pasos.
a) Exprese el modelo en palabras.

Se sabe que el area es: Hipotenusa ( h)
Cateto (b)

base Xaltura
2

A =

Se sabe que el perimetro se obtiene:
P = cateto + cateto + hipotenusa Cateto (a)
Se pide calcular la hipotenusa (h) en funcién del perimetro.

b) Elija la variable.

Nuestras variables son los catetos y la hipotenusa, los cuales serdn: catetos (a y b), hipotenusa
(h). Por lo tanto, las serdn:

a xXb .
25m? = —— Parael drea.

P =a+ b+ h para el perimetro.
c) Establezca el modelo.

Del area:

a Xb
2
2 X25 = a xXb

25m? =
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50 = a xb (1)
Del perimetro:

P—h =a+b (2)

Ahora necesitamos el planteo del teorema de Pitagoras, ya que estamos trabajando
con un triangulo rectangulo.

Teorema de Pitdgoras: “La suma de los cuadrados de los catetos (a y b), es igual al cuadrado
de la hipotenusa (h)”.

Teniendo en cuenta el Teorema, planteamos su formula: Hipotenusa (
a? + b2 = K2 Cateto (b)

a’?+2.a.b+ b?>= h*+2.a.b

Cateto (a)

Desarrollamos un completamiento de cuadrados, para obtener al binomio:

a’?+2.a.b+ b?>= h*+2.a.b
L Y J

(a+ b)? = h*+2.a.b

(P — h)? = h?—-2.50 Desarrollamos el cuadrado del binomio
P?2—2.P.h+ h?*= h?-100
P2+ h?—h?+100 =2.P.h

P—2+@ =h = h—lP >0
2 T 2p T 27T P

d) Use el modelo. En caso de tener que resolver preguntas concisas, ya se tiene el modelo
para ser empleado en la resolucion.

23. Una caja rectangular abierta, con volumen de 2 m3, tiene una base cuadrada. Exprese el drea
superficial de la caja como funcién de la longitud de uno de los lados de la base.
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Volumen (V)=2 m?3

V= superficie de la base . altura
h V= b2 . h
0 2 = b%.h (1)

T

]

|

|

]

|

I

|

|

|

|

|

|

|

|

| e . . . s
P Rk El area supercial de la caja abierta, es la suma de las areas de la base y las
— 4 caras laterales:

Area (A)= superficie de la base + 4. (superficies caras laterales)
A =b?>+4 x (b.h) (2)
De la ecuacién (1) obtengo el lado de la caja:

2 = b%.h

En la ecuacion (2), se obtiene el valor del area superficial de la caja en funcion de uno de los lados

(h).
A, = b2+ 4 x(}z(.bz—z (2)

8
As — bz‘l'g

24. Sise cuenta con 1.200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte superior
abierta, exprese el volumen V de dicha caja en funcion de la longitud de uno de los lados de su
base.

< Area (A) = 1200 cm?

El area superficial de la caja abierta, es la suma de las areas de la base y
las 4 caras laterales:

Area (A)= superficie de la base + 4 . (superficie caras laterales)

X 1200= x2+4 X (x.y) (1)

X

Se nos solicita expresar el volumen V de la caja en funcién de uno de los lados:
Volumen (V) = drea de la base . altura

V= x%.y (2)

De (1), obtengo el lado :
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1200= x%2+4 X (x.y)

1200— x%
a7
1200 b* )
4b Y - Y =% 7%
Finalmente, reemplazando h en (2), se obtiene el volumen de la caja en funcion de uno de sus
lados
V = x%.y
— .2 (300_b — — _ P
v=x(3"-3) => | V=300b— =

25. En condiciones ideales, se sabe que cierta poblacién de bacterias se duplica cada tres horas.
Suponga que primero hay 100 UFC (unidades formadoras de colonias), Responda:

a. ¢Cudl es el tamaiio de la poblacién de después de t horas? y luego de 15 horas?

b. Bosqueje la funciéon de la poblacién y estime el tiempo para que la poblacién llegue a
50.000 UFC.

Este problema requiere analisis de Funcién exponencial.
Una funcién exponencial es aquella que lavariable independientex aparece en
el exponente y tiene de base una constante a. Su expresion es:
flz):=a"
siendo a un real positivo, a > 0, y diferentede 1, a # 1.

Cuando 0 < a< 1, entonces la funcidon exponencial es una funcién decreciente y cuando a > 1,

es una funcidn creciente.

a) Segun los datos, la poblacidn inicial es de 100 UFC, responde al valor K que multiplica a
a (base de la funcidn). La base de la funcién serd 2, ya que el crecimiento bacteriano se
duplica. Nuestra variable serd el tiempo (t), el cual debe dividirse en 3porque la
poblacion se duplica cada 3 horas.

F(x)=k.a*

1/

f(x) = a*
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F(x) = 100.2%3

Sit=15 hs
F(t) = 100.2"/3
F(t) = 100.25 => n =F(t) = 3200 UFC

b) Para la estimacidn del tiempo que tardan en formarse las 50000 UFC, se emplea la
ecuacion obtenida en el ejercicio anterior. Mediante adecuado despeje, se encuentra el

tiempo (t).
50000 = 100.2"3
50000

i/

100

50000
100

In500 = §1n2

In 500
In2

=In Zt/3

In

t = 27 horas

Ay

X3=t => t = 26,89 horas A

26. Para cada diagrama de dispersion decida qué tipo de funcidn podria elegir para modelar los datos.

Explique su eleccion.

Solucién: Emplear conceptos de funciones y sus graficas estandar. Reconocer.

27. Si una poblaciéon de bacterias comenzé con 100 UFC y se duplica cada tres horas, la cantidad
de ejemplares después de t horasesn = f(t) = 100. 2t/3. Encuentre la inversa de esta funcion

y explique su significado.
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Solucion: Conceptos vistos en ejercicio 25. Desarrollar segun lo entendido.

28. Sabiendo que: f(x) = 2* y g(x) = log, x son funciones inversas, realizar la composicion
(f o g)y (g o f) para verificar si se obtiene la identidad.

Revision tedrica: debemos tener en cuenta los conceptos de Composiciéon de funciones y
Funcion Inversa.

Composicién de funciones
Considérese una forma muy importante de combinar dos funciones para obtener una
nueva funcién.

Sean las funciones g y f, donde g(x) estd definida tiene como dominio el conjunto A e
imagen el By sea f(x) la funcién de dominio en B e imagen en C, la composicién;f(g(x)) 6 “f
0 g” es una nueva funcion, tal que: h(x) = f(g(x))

El dominio de f(g(x)) consiste en todos los nimeros x del dominio de g(x) para los
cuales g(x) esta en el dominio de f(x), es decir: Imag.(g) S Dom(f ).

El resultado es una nueva funcién obtenida al sustituir g en f. Se llama la COMPOSICION
(o compuesta) de fy g.

Funcion inversa

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente las funciones que

poseen funciones inversas de acuerdo con la siguiente
definicién x = g(x) =—=>f(g(x))

Sea f una funcidn g f uno a uno con dominio en el
conjunto A e imagen en B. fog Entonces su FUNCION INVERSA
f~! tiene dominio en B e imagen en Ay esta definida por:

Composicion de funciones
fFUEDE) =x 0
fHHE) =x
dominiode f~! = rango de f
rango de f_] = dominio de f

Funcion Funcidn inversa

En el sentido mas amplio, son funciones que hacen lo "contrario" de cada una. Por
ejemplo, si una funcidn convierte a en b, entonces su inversa debe convertir b en a.
Pero, para que dos funciones sean inversas, debemos comprobar que esto ocurre para
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todo valor de entrada posible, independientemente del orden en que fy g se apliquen. Esto da
lugar a la regla de composicién de inversas.

La regla de composicidn de inversas

Estas son las condiciones para que dos funciones f y g sean inversas:
e f(g(x)) =x paratodo x en el dominio de g.
e g(f(x)) = x, paratodo x en el dominio de f.

Esto es porque si f y g son inversas, componer fy g (en cualquier orden) crea una funcién que
para cualquier valor de entrada regresa el mismo valor. A esta funcién la llamamos “la funcién

identidad".

La funcion y = x se denomina funcion
identidad que pasa por el origen de coordenadas. Esla
recta bisectriz del primer y tercer cuadrante tiene de
pendiente m=1. Por tanto forma un angulo de 452 con el
eje de abcisas.

m=tga=1 a=arctg1=452=m/2

Con esta informacién, podemos evaluar la composicion de las funciones inversas dadas.
a) fog = 2l082* * Propiedad: a'°8a* = x

fog =x Funcion Identidad

b) gof =log,(2%) * Propiedad Logaritmo de Potencia
of =x.log, 2 * Propiedad: log,a =1
g of lgz P 8a
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gof =x Funcion Identidad

Outro desarrollo
Solucion
Sea a un numero positivo con a # 1. La funcidn logaritmica
con base a, denotada por log,, se define

log,x=y © a¥=x
Asi, log, x es el exponente al que se debe elevar la base a para dar x.

e f(x)=2%, gx) = log,x

(fog)(x) = f(g(x) = flog, x) = 28" = x

1

logax=y & a¥=x = log, x es el exponente al
gue se debe elevar la
base a paradarx

e f(x)= 2%, g(x) = log,x

(gof)x)= Q(f(x)) = g(2°) = log,(2") = x

Por definicién los. x — b e a? — x

de logaritmos BaX = N

29. Sean fy g dos funciones con dominio R. Complete el cuadro indicando en cada casosi f + g es
par, impar o ninguna de las dos cosas. Justifique su respuesta.

g es par g es impar
f+ ges . f+ ges e
f es par [-G€5 i f9e5 i
fOges. . fOges .
fHgesann, fHgesa.
f esimpar f-9€5 i f9es i,
fOges. . fOges .
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PARTE B:
Ejercicios Adicionales Calculo

30. Sea g(x) = x2 y sea h(x) = { 0 xracional

1 xirracional
éPara cudles x se cumple qué h(x) < x?

a
b. éPara cudles x se cumple qué h(x) < g(x)?
éiQuées g(h(x)) - h(x)?

éPara cudles x se cumple qué g(g(x)) = g(x)?

o o0

Observacion: Se deja para que el alumno desarrolle.

31. Supédngase que g (x) = h(f (x)) 6 g=ho f. Demuestre que si f(x) = f (y), entonces
gx) # g@).

Desarrollo:
Comenzaremos diferenciando en el enunciado, los datos, de lo que hay que demostrar.
Datos: g (x) = h(f (x))6g = ho f, lo que hace suponer que tanto f, como g y como h son
funciones.
A demostrar: Si f(x) = f (y), entonces g(x) # g(y). Esta sentencia tiene la forma de un
Condicional Material. Demostrar este condicional es mostrar que es verdadero. La unica

posibilidad de ser falso es que la Hipotesis f(x) = f (y) seaverdaderaylaTesis g(x) # g(y)
sea falsa.

Haremos un Diagrama de Euler-Venn, bajo las siguientes condiciones:
1. Tanto f, como g y como h son funciones.
2. Supondremos que f es Inyectiva, o Uno a Uno.
3. Suponemos, también, que la Tesis g(x) # g(y) , es Verdadera

A g B c g(x)

« (A

« RGO

g a0

Sobre este esquema, Supongamos Verdadera la Hipdtesis f(x) = f (y) y mantengamos
Verdadera también la Tesis

h no cumple la condicién de unicidad

A g B J c g(x)

« h(AGD)

« h{(F|¥)

g a)
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Ahora, h no cumple la condicién de unicidad. Luego h no es funcidn, en contradiccién con los
datos.

Conclusion 1 El enunciado del ejercicio deberia ser:
e Dadas f, gy hfunciones, siendo f UnoaUnoy g (x) = h(f (x)).

Demuestre que si f(x) = f (y), entonces, g(x) = g(y).
O puede expresarse también

e Sif,gyhsonfunciones, f unoaunoy g (x) = h(f (x)), entonces g(x) = g(y).

Conclusion 2 Hubo un error de tipeo.

32. SeaC(x) = x%; P(x) = %yS(x) = senx
Determinar: C (P(S(t))) + S (P(t))

Solucion
Calculemos separadamente cada término de la expresion.

c(P(sw)) = c(Psent) = c(==) = (= )2— ()
)=

) sent w sent) ~ sen?t
S(x)=sinx P(x c(x)=x

RlR

S(P®) = s(3) = sen(y) (@

1 -
P(x)= - S(x)=sinx

Sumando (1) y (2) tenemos:

¢ (P(s@))+ s (P®) = Se;t + sen (%)

33. Exprese cada una de las siguientes funciones en términos de C, P, S.

o f) = s b £ = (sin (2))’
Solucion
a. f(x)= — = K : :

i 2 - i 3 = o
sin(x?) O ex? sin(¢(x)) s(c(x) (SoC0)(x)

S(x)=senx
b. fw =(sin(})) = (im(Pw))’ = ((PwW)) =

S(x)=senx C(x)=x2

c(s(Pw))

Pe)=

KRR

34. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Donde f, g y h son las funciones
definidas en todo R.

A. Sify g son pares, entonces f + g es par.

Recordando: Sea f una funcién. Decimos que
fespar & f(=x)=f(x),yque
fesimpar & f(—x) =—f(x)

Como f'y g son pares,
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f(=x) = f(x) 1)y
g(=x) = g(x) (2)

Veamos comoes f + g

(F+9)(=x) = f(=0) + g(=x) = f(x) + g(x) = (f + 9) (%)

Def. de suma 1)y (2) Def. de suma
de funciones v de funciones

porlotanto f + g espar. Luego A es Verdadera.

B. Sif espary g esimpar, entonces f + g es impar.

Sabemos que
f(=x) = f(x) f es par (1)
g(=x) =—g(x) gesimpar  (2)

Veamos comoes f + g
f+ 90 = f(=0) +g(=0) = f() + (~g() = f(x) —g(x) = (f — ) ()

Def. de suma 1)y (2) Operaciones Def. de suma
de funciones entre funciones de funciones

Como (f + (=) =(f =) # (f + g)(x) , f+g noespar.
Por otro lado, como (f+ g)(—x) =(f —g)(x) # —(f + g)(x) , f + g no esimpar

Por lo tanto, B es Falsa.

C. Sifyg sonimpares, entonces f * g es par.
Siguiendo el procedimiento de los items Ay B resuelva.

Ayuda: C es Verdadera

D. Sify g sonimpares, entonces f (g(x)) es par.

Siguiendo el procedimiento de los items Ay B resuelva.
Ayuda: D es Verdadera

E. Lafuncion |f]| es par.
e Complete los espacios con sus conclusiones
Vanos a suponer dos situaciones: f pary f impar
Si fespar: |f(—x)| =|f(x)|, entonces |f]| es
Si f esimpar: |f(—x)| = |—f ()| = |-1||f(x)| = |f(x)], entonces.

Podemos concluir que |f| es
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F. Lafuncion f(|fx|) es par.
e Complete los espacios con sus conclusiones
Si f espar: f|f(—x)| = flf(x)|, entonces
Si f esimpar: f|f(—x)| = entonces.

Podemos concluir que f(|f|) es

G. Flg+h)= f(g) + f(h).
Sugerencia: Si no consigue “armar” una demostracion que verifique la igualdad, busque un
contraejemplo.

1 1
H s = 7%

Sugerencia: Si no consigue “armar” una demostracion que verifique la igualdad, busque un
contraejemplo.

35. Halle f~1 para cada una de las siguientes funciones, e indique su dominio.

—x six ¢Q ] 2x six =0

{xsixEQ b {—Lsix;tz c {%xsix<0
0six=2
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