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CALCULO ANALITICO DE LIMITES

Algunos limites basicos:

a)limk =k b)limx =c c)limx™ = c"
X—C X—C X=c

Propiedades de los limites
Si b y ¢ son numeros reales y n un entero positivo, f y g son funciones
con los limites siguientes:

limf(x)=L vy limg(x) =K

X—C X—C
1. Multiplo escalar: }cin} b.f(x)] =b.L
2. Suma o diferencia: )lcing f(x)+g(x)]=L+K
3. Producto: }cin} f(x).g(x)] =LK
: : f(x) K
4. Cociente: chl_l’}g g(x)] ~» siempre que K #+ 0

5. Potencias: chmg[f(x)]



Teorema del Encaje o del Emparedado o de la compresion

Si g(x) < f(x) < h(x)para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la
posible excepcidn de la propiac, y si:
limh(x) =L =1limg(x)
X—=C

X—C

entonces el lim f(x) existey esiguala L.
X—C

t gx) = f(x) = h(x)

» X

S0




Limites Notables

éig% Seg o 1 (6 en radianes)
y
b y= 56%9 (radianes)
Sr 2n—Zr | 3w 37 ¢
coS (h)—1

[im = 0 (h en radianes)
h—0




LIMITES LATERALES

TEOREMA: Una funcién f(x) tiene un limite cuando x — ¢ si y
solo si ahi tiene limites por la derecha y por la izquierda, y
ademas si estos limites laterales son iguales:

limf(x)=L & limf(x)=L y J{irg}f(x) =L

X=C X=C




ASINTOTA VERTICAL

DEFINICION: Una recta x = a es una asintota vertical de la grafica de una
funciony = f(x) si:
lim f(x) =420 o0 lim f(x)= foo

x—at x—-a~

ASINTOTA HORIZONAL

DEFINICION
Una recta y=b es una asintota horizontal de la grafica de una funcion

y = f(x)si:
lim f(x)=»b 0 lim f(x)=0»b

X——Co XxX—+oco




ASINTOTA OBLICUA

Si el grado del numerador de una funcion racional difiere del grado
del denominador en 1, la grafica tiene una asintota oblicua o
inclinada. Al dividir el numerador entre el denominador
determinamos una ecuacion para expresar f como una funcion
lineal, mas un residuo que tiende a cero cuando x — +oo,

Para expresar f se utiliza:

f(x) = C(x)-d(x)+R(x)

f() (x) R(x)
d(x) ),

Funcmn E‘E.-srduo
lineal




CONTINUIDAD

DEFINICION
Punto interior: Una funcién y = f(x) es continua en un punto interior ¢ de su

dominio si:

lim f (x) = f(c)

X—C

Punto extremo: Una funcidon y = f(x) es continua en un extremo izquierdo a o
es continua en un extremo derecho b de su dominio si:

xlirglJrf(x) = f(a) 0 lim f(x) = f(b), respectivamente.

X—-b~

Continuidad  Continuidad por
por la derecha los doslados  Continuidad

— por la izquierda
m
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DEFINICION DE CONTINUIDAD

Continuidad en un punto: Una funcién f es continua en c si se satisfacen las tres
condiciones siguientes:

1. f(c) esta definida.

2. lim f(x) existe.

X—=C

3. lim f(x) = f(c)

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo
abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcién continua
en la recta real, (—oo, +00) es continua en todas partes.

Continuidad en un intervalo cerrado: Una funcion f es continua en un intervalo
cerrado [a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b) y

lim, f(x) = f(a) y lim f(x) = f(b)

X—b~

La funcidn f es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b.




Si una funcion f no es continua en un punto ¢, se dice que f es discontinua
en ¢, y que ¢ es un punto de discontinuidad de f (¢ no necesita estar en el

dominio de f).

TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Se cumple la 2% condiciébn de continuidad

: : (existencia del limite) pero puede ocurrir que la
Evitable o removible 1era o 372 condicién no se cumplan (f(c) no esta

definida o bien f(c) # lim,_. f(x)) .

|1 Discontinuidad
evitable en x=1

f(e) # lim f(x)

1 Discontinuidad
evitable en x=1

f(c) no esta definida



TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Inevitable o no removible —— No se cumple la 29 condicion de continuidad
(existencia del limite) pudiendo tratarse de

limites laterales distintos o bien limites
infinitos.
y
'
3 4
x+1, x<0
h(x)= 2
24 x x>0
] .
1 7/ I f —
=1 21 1 2 3
\_' T Discontinuidad
inevitable en x=0 lim f(x) no existe dado que: lim f(x) + lim f(x)

lim f(x) = +oo
X



PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD
Si b es un numero real y f y g son continuas en x = ¢, entonces las
siguientes combinaciones son continuas en c:

1. Multiplo escalar: bf, para cualquier nimero b
2. Sumay diferencia: f + g
3. Producto: fg

4. Cociente: g, sig(c) #0
5. Potencias: f, donde n es un entero positivo

6. Raices: /f, siempre que esté definida en un intervalo que contenga a
¢, donde n es un entero positivo.

¢Qué funciones son continuas en todos sus dominios?

Polinomiales: p(x) = apx™+ ap_x™ 1+ -+ ax+ ag
Racionales: r(x =w, x)#0
() =22,q(x)

Trigonométricas: sen x,cosx,tanx, cotx,secx,cosec x



CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA
Si g es continua en ¢ y f es continua en g(c), entonces la funcion
compuesta dada por (fog)(x) = f(g(x)) es continua en c.

fo8

Continua en ¢
Continua

m
en ¢ en glc)

L 2 o
¢ g(c) figle)




TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO PARA FUNCIONES CONTINUAS
Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y si yges

cualquier valor entre f(a) y f(b), entonces y, = f(c) para algun c en
la, b].

L

y=fx)

Geométricamente, el teorema del valor intermedio indica que cualquier recta

horizontal y = y, que cruza el eje y entre los numeros f(a) y f(b) cruzara la
curvay = f(x) al menos una vez en el intervalo [a, b].



TEOREMA DE BOLZANO (corolario del Teorema del valor medio)

COROLARIO
Localizacion de ceros de una funcion continua en un intervalo

cerrado: si f es continua en [a, b] y f(a) y f(b) tienen signo distinto,
entonces el teorema nos garantiza la existencia de por lo menos un cero

de f en el intervalo cerrado [a, b].



Reglas de Derivacion



Derivada de una funcion constante:

Sif(x)=c L2 =f(x)=0

Derivada de una funcion potencia:
Sif(x) =x™ =>—= df( ) = = f'(x) = nx™1

Para toda x donde las potencias x™ y x™~ ! estén definidas.

Derivada de un multiplo constante:

Si f(x) es una funcion derivable de x y c una constante, entonces:

dic.f(x))  df(x) _
dx O dx ¢ f'®)
d(c.x™)
dx

En particular, sin € R: — cnxn1




Derivada de una suma/resta de funciones:

Si f y g son funciones derivables de x, entonces susuma f + g es
derivable en cada punto donde tanto f como g son derivables. En

tales puntos:

dif £ 9) df

et Rl KOETAC)

Derivada de un producto de funciones:
Si f y g son funciones derivables de x, entonces también lo es su
producto f - g v:

dif.g) ,dg df ,
T gy 9, =g (x) + g(x)f'(x)




Derivada del cociente de funciones:

Si f y g son funciones derivables de x, y si g(x) # 0 entonces el
cociente f /g es derivable en x:

f dg
a [ —Jdx dx gx)f'(x) - fx)g'(x)
dx\g 92 g% (x)

: L, d
Derivada de la funcion seno: - (senx) = cos x

: ., d
Derivada de la funcidn coseno: - (cos x) = —senx




Regla de la Cadena

Si f(u) es derivable en el punto u = g(x), y g(x) es derivable en x, entonces la funcion
compuesta (fog)(x) = f(g(x)) es derivable en x y:

(fog)'(x) = f'(g(x)) - 9'(x)
En notacion de Leibniz, siy = f(u) y u = g(x), entonces:

dy dy du
dx du dx

d .
donde d—z se evalua enu = g(x).




Teorema de Rolle

Suponga que y = f(x) es continua en todo punto del intervalo cerrado [a,b] y es
derivable en todo punto de su interior (a, b). Si f(a) = f(b), entonces existe al menos
un nimero c en (a,b) en el que f'(c) = 0.

.
Fal

Hipétesis: f es continua en [a, b]
f es derivable en (a, b)
f(a) = f(b)

Tesis: Existe c € (a,b)/f'(c) =0




Las hipodtesis del Teorema de Rolle (continuidad y derivabilidad) deben
cumplirse para que sea valida su aplicacion.

y y
A A A
y = fix)
> X | | ] > X > X
a xog b
(a) Discontinuidad en un (b) Discontinuidad en un (c) Continua en |a, b], pero no

extremo del intervalo [a, b] punto interior de [a, b] diferenciable en un punto



Teorema del valor medio (Teorema de Lagrange)

Suponga que y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] y es derivable en todo
punto de su interior (a, b). Entonces existe al menos un punto c en (a, b) en el que:

fi)—fla) _
—q  J©
Hipétesis: f continua en [a, b]
f derivable en (a, b)
Tesis: Existe ¢ € (a,b) / f'(c) = %
y Tangente paralela a la cuerda

b,
>

B///

J(b) — fla)

—a

Pendiente

|
|
|
0/<a C b




CONSECUENCIAS MATEMATICAS

COROLARIO 1

Si f'(x) = 0 en cada punto x de un intervalo abierto (a, b), entonces f(x) = C para
toda x € (a,b), donde C es una constante.

COROLARIO 2

Si f'(x) = g'(x) en cada punto x de un intervalo abierto (a, b), entonces existe una
constante C tal que f(x) = g(x) + C para toda x € (a,b). Esto es f — g es una
funcidn constante en (a, b).



Teorema del valor medio de Cauchy

Suponga que las funciones f y g son continuas en [a, b] y derivables en todo

el intervalo (a, b), también suponga que g'(x) # 0 en (a, b). Entonces existe
un numero c en (a, b) en el que:

f'© _fb)-f@
g') gb)—g(a)

Hipdtesis: fy g continuas en [a, b]
f vy g derivables en (a, b)
Paratodox € (a,b): g'(x) # 0

') _ f®)-f@
g1©) ~ g(b)-g(a)

Tesis: Existe ¢ € (a,b) /



Teorema del valor medio de Cauchy

Interpretacion geométrica del teorema de Cauchy

Para una curva general C en el plano que une a los dos puntos A = (g(a), f(a))y B = (g(b), f (b)),
la pendiente de la recta secante que une a los puntos A y B es paralela a la pendiente de la recta
tangente a la curva en un punto P de la misma. La pendiente de esa recta tangente resulta ser el
cociente f’/g’, evaluado en el nimero c en el intervalo (a, b). Puesto que la pendiente de la recta
secante que unea Ay B es:

f(b) = f(a)

g(b) —g(a)
La ecuacién en el teorema del valor medio de Cauchy dice que la pendiente de la recta tangente es
igual a la pendiente de la secante.

X
. [flo)
pendiente = 20
B
p (8(b), f(b))
pendiente = —f(b) rC)
~ 8(b) — ga)
Qéa),f(a))
0 ~



TEOREMA: Regla de L'Hospital

Suponga que f(a) = g(a) = 0, que f y g son derivables en un
intervalo abierto I que contieneaa,yque g'(x) # 0enlsix #
a. Asi,

lim 1) = lim S ™)
x>ag(x) x-ag'(x)

suponiendo que existe el limite de la derecha de esta ecuacion.




TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (PARTE I)

Si f es continua en [a, b], entonces la funcion F(x) = f;f(t)dt es continua en [a, b] y
derivable en (a, b), y su derivada es f(x):

d X
P = 2| [ 10| = reo

Hipodtesis:
f es continua en [a, b]
Tesis:

F es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y

d d[r*
F'(x) = E[F(x)] = EU f(t)dt] =f(x)



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (PARTE )

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en
el intervalo [a, b], entonces:

b
ffqu=ﬂw—Fm>

Hipotesis:
f es continua en [a, b]

F es una antiderivada de f en [a, b]

Tesis:

b
ff@wx=ﬂm—Fm)




Area de una regién entre dos curvas

DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS
Si f y g son continuas en [a,b] y g(x) < f(x) para todo x en [a, b], entonces el drea de
la regidn acotada por las graficas de f y g y las rectas verticalesx = ayx = b es:

b
4= j [F ) — g(0)ldx

Hipotesis:
f(x)yg(x) continuas en [a, b]
g(x) < f(x) paratodo x en [a, b]

Tesis: A= ff [f(x) — g(x)]dx

y y
A A
a b o
. /(ii(i)l\ ; BT
flx) — g(x) g fx)—gx)
/ a b / . /
I N _
T )




Area de una region entre dos curvas

Si la grafica de una funcién de y es una frontera de una region, es a menudo
conveniente usar rectangulos representativos horizontales y encontrar el area
integrando en la variable y. En general, para determinar el area entre dos curvas,
se usan:
X2
A= | (curva de arriba) — (curva de abajo) | dx Recténgulos verticales.

X1 J
'

en la variable x

Y2
A= [ (curva derecha) — (curva izquierda)] dy Recténgulos horizontales.
Y1« J

o

en la variable y

donde (x1,v1) Y (x2,¥5) son los puntos adyacentes de interseccion de las dos
curvas implicadas o puntos sobre las rectas de la frontera especificadas.



Método de Rebanadas por planos paralelos

Calculo de volumenes por el método de las rebanadas mediante planos
paralelos

YA

Se inicia cortando a S con un plano y obteniendo una regiéon plana que se denomina
seccion transversal de S. Sea A(x) el area de la seccion transversal de S en un plano
P, perpendicular al eje x, y que pasa por el punto x, donde a < x < b. El area de la
seccion transversal A(x) variara cuando x se incrementa desde a hasta b.



Calculo de volimenes por el método de las rebanadas mediante planos paralelos

Dividimos S en n “rebanadas” del mismo ancho Ax mediante los planos le,sz, ... Se
eligen puntos muestra x;" en [x;_q, ;] para tener un valor aproximado de la i-ésima
rebanada S;, por un cilindro cuya base tiene un area A(x;) y “altura” Ax.

YA




Calculo de volumenes por el método de las rebanadas mediante planos paralelos

El volumen de este cilindro es A(x;)Ax de modo que una aproximacién a la
concepcion intuitiva del volumen de la i-ésima rebanada §; es:
k
V(Si) = A(x; )Ax
Al sumar los volumenes de estas rebanadas, se obtiene un valor aproximado
del volumen total:

n
v~ Z A(x})Ax
=1

Si las rebanadas son cada vez mas delgadas (n — o0), se tiene una mejor
aproximacion. Se define el volumen como el limite de estas sumas cuando
n — oo

Definicion de volumen: Sea S un sélido que esta entre x = ay x = b. Si el area
del a seccion transversal de S en el Plano P,, a través de x y perpendicular al eje
x, es A(x), donde A es una funcion continua, entonces el volumen de S esta

dado por:
n b
V = lim A(x;)Ax =j A(x)dx

Nn—->00
i=1 a



Meétodo de Discos

El sélido generado al hacer girar una region plana alrededor de un eje se denomina sélido de
revolucidon. Para determinar el volumen de este tipo de sélidos es necesario observar que el area
de la seccidn transversal A(x) es el area de un disco de radio R(x), la distancia de la frontera de Ia
region plana al eje de revolucidn.

A(x) = n(radio)? = n[R(x)]?
En este caso la definicion de volumen da:

Volumen por medio de discos al girar alrededor del eje x:

b b
V=f A(x)dx=J [R(x)]?*dx

y

\ =9 R(x)

| )
y=ix) ]

-/

R(x)

M, x e
0 X QJ} Disco

Volumen por medio de discos al girar alrededor del eje y:

d d
V= j A(y)dy = j n[R()]2dy



Método de las arandelas

Si la region que gira para generar un solido no cruza o no hace frontera con el eje de revolucion, el
solido tendra un agujero. Las secciones transversales perpendiculares al eje de revolucidon son
arandelas. Las dimensiones de una arandela representativa son:

Radio exterior R(x)

Radio interior r(x)

>
>

A

L
Fa

//_/

— B
0%@ y=Rwx) © AL I -
a y=r(x) X -
X \x
b

El drea de la arandela es:

A(x) = [R(X))? — m [r(0)]? = m([R(x)]% — [r(x)]?)

En consecuencia, la definicion de volumen da:

Arandela

Volumen mediante arandelas para rotacion alrededor del eje x:

b b
14 =J A(x)dx =f ([R(x)]? — [r(x)]?)dx

Volumen mediante arandelas para rotacion alrededor del eje y:

d d
v = j A(y)dy = j 2(IRO? - [r()]12)dy



Método de cascarones cilindricos

Luego de hacer girar una curva f alrededor de un eje, en este caso y, para generar un
solido de revolucidén, se puede hallar su volumen aproximando la regidon con rectangulos
con base en una particidn P del intervalo cerrado [a, b] donde se encuentra la region .

En la figura siguiente se ilustra un cascaron cilindrico de radio interior 1y, radio exterior
y altura h. Su volumen V se calcula como:

V=V,-V, = (nr% — nr%)h
=n(r; —ri)h =m(ry + ) — 1)

r2+r1

> ) (rz —11)

:z,t(

ro+r

Considerando que r = 2—"y Ar = r, — 14, se tiene:

V = 2nrhAr

V=[circunferencia][altura][espesor]



Calculo de volumenes por medio de cascarones cilindricos

Luego de hacer girar una curva f alrededor de un eje, en este caso y, para generar un
solido de revolucién, se puede hallar su volumen aproximando la regidon con
rectangulos con base en una particion P del intervalo cerrado [a, b] donde se encuentra
la region .

Sea S el sélido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y a la regidn limitada por
y = f(x),donde f(x) 20,y =0,x =ayx =b,donde b >a = 0.

S

b

Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [x;_q, x;] de igual anchura Ax y sea ; el
punto medio del i-ésimo subintervalo. Si el rectangulo de base [x;_{, x;] y altura f(x;)
se hace girar alrededor del eje y, entonces el resultado es un cascardn cilindrico cuyo
radio promedio es X;, altura f(X;) y espesor Ax, de modo que el volumen es:



Calculo de voliumenes por medio de cascarones cilindricos

V; = 2nrhAr = 21 (i) [ f (x;)]Ax

Por lo tanto, un volumen aproximado V del sélido S se obtiene mediante la suma de los volumenes
de estos cascarones:

v

2
1=
s

= ) (@I ()l

n
I=1 i=1

Esta aproximacion mejora cuando la norma de la particion tiende a cero (n = o). Pero, de acuerdo

con la definicidon de integral, se sabe que:
n
b

lim ) 2m(e)[f (&;)]Ax =j 2mxf (x)dx

n—->0oo
i=1 a

El volumen del sélido que se obtiene al hacer girar alrededor del eje y la regidn bajo la curva y =
f(x) desde a hasta b, es

b
V= j 2nxf(x)dx donde0<a<b

a




Calculo de volimenes por medio de cascarones cilindricos

Pensar en el cascardn representativo, cortado y aplanado, con radio x,
circunferencia 2mx, altura f(x) y espesor Ax o dx:

b
j @rx) [f(0)] dx
a | N

YA Longitud de altura  espesor
circunferencia

| e ___T
| \
| [Ny Fx) fx)
= —— . i _
=== X x 27X Ax



Longitud de arco de curva

DEFINICION: Si f’ es continua en [a, b], entonces la longitud (longitud de arco) de la
curva y = f(x) desde el punto A = (a, f(a)) al punto B = (b, f(b)) es el valor de la

integral:
b b 2
L:j \/1+[f'(xi)]2dx=f \/1+<%> dx




SUCESIONES

* Una sucesion es una lista de nameros: a4, a,, as, ..., a, ... en un orden dado.
* (Cada a, es un término de la sucesion y representa un numero.

* El entero n se denomina indice de a,, e indica en dénde aparece en la
lista.

* a, se denomina término n-ésimo de la sucesion.

 Matematicamente, se define como una funcién cuyo dominio es el conjunto
de los enteros positivos.

L D R e



SUCESIONES

Representacion grafica

Existen dos maneras: representando cada término en la recta real o bien a
través de la grafica de la funcidon que representa la sucesion:

A
3_
{Il {31 .{13 (1'4.{]5 .
' ® oo o — > 2 .
0 1 2 1L .
a,=Vn I T S N
0 1 2 3 4 5
a.‘.i
asz a, a)
—1 cee— ® > 1 .
0 |
l I B SR SRR S
a4 =7 ol 1 2 3 4 5
a.‘.i
A
Gy a4 as dj a 1 .
o—| oo ¢ >
0 I 1 L »n
a, = (_I)H-H% 0 ¢




SUCESIONES

Convergencia y divergencia

Una sucesion es convergente cuando sus términos se aproximan
a un solo valor conforme el indice n crece. Por ejemplo:

1) L. :
{a,} = {—} cuyos términos se aproximan a 0.
nNin=1

Una sucesion es divergente cuando sus términos no se aproximan
a un valor determinado, o bien alternan entre dos valores
conforme el indice n crece. Ejemplos:

{b,} = {\/n}y={ cuyos términos se hacen cada vez mas grande cuando n — .

{c,} = {(—1)™1}>_,  cuyos términos oscilan entre 1y -1 cuando n — oo.



SUCESIONES: Convergencia y divergencia

LIMITE DE UNA SUCESION

La sucesion {a,,} converge al niUmero L, si para todo nimero positivo € existe
un entero N > 0 tal que paratodan

n>N =la,—L|<e¢
Si no existe tal nimero L se dice que {a,,} diverge.

Si {a,} converge a L, se escribe lim a,, = L, o simplemente a,, - L, siendo L

n—>0o

el limite de la sucesion.

L+ €
LF——————————= (R, @y)=—=———-=
L—e€ L L+e s * /
— €
I o H—.—Q—é.—.—.—l—.%— * N
0 a,a, a ay " a, . ) © (N, ay)
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SUCESIONES: Convergencia y divergencia

Si se compara la definicion anterior con la de limite de una funcién cuando x

tiende a infinito, se observa que la unica diferencia entre lima, =L vy
n—->0o

lim f(x) = L es que se requiere que n sea un entero.

X—00

TEOREMA

Si lim f(x) =Ly f(n) = a, cuando n es un entero, entonces lim a,, = L.
X—> 00

n—oo




SUCESIONES: Convergencia y divergencia

Si a, es muy grande cuando n es muy grande, se emplea Ila
notacién lim a,, = oo.

n—>0o

Definicion: La sucesion {a,} diverge a infinito si para todo nimero
positivo M existe un entero N tal que para todo n, a, > M. Si se
cumple esta condicion se escribe:

lim a, = o o) a, —
n—>00

De manera analoga, si para todo numero m existe un entero N, tal que
para todon > N, se tiene a,;, < m, entonces se dice que {a,,} diverge a
menos infinito y se escribe:

lim a,, = —o 0 Ay = —00
n—o>00

Ejemplo: lim y/n = co.
n—>0o




SUCESIONES

TEOREMA DE LA COMPRESION O DEL ENCAJE PARA SUCESIONES

Sean {a,}, {b,} Yy {c,} sucesiones de nimeros reales. Si a,, < ¢, < b,
se cumple para toda n mayor que algun indice N vy si
lim a,, = lim b,, = L, entonces también lim c¢,, = L.

n—>00 n—>00 n—>00

Consecuencia:
Si|c,| < b,y b, = 0, entonces c,, > 0, yaque —b,< c,, < b,,.

1.0+

05 T LN /.\
~
/ el -
7 I \’\.I_‘_‘ 3".5“3."-" n
b -
-0.5—+ -: 1
I 2"
-1.0 .

1.5+

Paran > 4, (—1)"/n! queda confirmado
entre —1/2%y1/2"



TEOREMA DE LA FUNCION CONTINUA PARA SUCESIONES

Sea {a,} una sucesion de numeros reales. Si a, = L y si f es una
funcion continua en L, asi como definida para toda a,, entonces

flan) = f(L).

Uso de la Regla de L'Hopital

TEOREMA Suponga que f(x) es una funcion definida para toda x =

Ny Y que {a,} es una sucesidén de numeros reales tal que a,, = f(n)
paran = n, . Entonces:

Iim f(x) =L = lima, =L

X—00 n—0o




Uso de la Regla de L'Hépital

Limites que aparecen con frecuencia

Las seis sucesiones siguientes convergen a los limites que se detallan:

1. lim 27— 2. lim Vn =1
n—0 n—oQ

3. limx"=1 (x> 0) 4. lim x"=0 (x| < 1)
n—0 n—oQ

5. lim ('l + %) = & (cualquierx) 6. lim X —9 (cualquier x)

n—>20

En las formulas (3) a la (6), x permanece fija cuando n — 00.




SUCESIONES

Sucesiones monotonas y acotadas

DEFINICIONES

Una sucesion {a,,} estd acotada por arriba si existe un nimero M tal que a,, < M
para toda n. El nUmero M es una cota superior para {a,}. Si M es una cota
superior para {a,} pero ningin nimero menor que M es una cota superior para
{a,}, entonces M es la minima cota superior para {a, }.

Una sucesion {a,} estd acotada por abajo si existe un nUmero m tal que a,, > M
para toda n. El nUmero m es una cota inferior para {a,}. Si m es una cota inferior
para {a,} pero ningin nimero mayor que m es una cota inferior para {a,}
entonces m es la maxima cota inferior para {a, }.

Si {a,,} estd acotada por arriba y por abajo, entonces {a,,} estd acotada. Si {a,,} no
estd acotada, decimos que {a,,} es una sucesion no acotada.




Sucesiones monadtonas y acotadas

DEFINICIONES

Una sucesion {a,,} es no decreciente si a,, < a, . paratodan.Estoesa; < a, <
ay < -

La sucesion es no creciente si a,, = a, 4 paratodan.Estoesa; = a, = az = .

La sucesién {a, } es mondtona si es no decreciente o no creciente.




Sucesiones monadtonas y acotadas

TEOREMA DE LA SUCESION MONOTONA

Si una sucesioén {a,,} estd acotada y es mondétona, entonces la
sucesion converge.

IMPORTANTE! El reciproco no es cierto.

Una sucesion puede ser convergente sin ser monoétona. Ejemplo:

S

Esta converge a cero y esta acotada, pero no es mondtona, ya que
alterna entre valores positivos y negativos.

El teorema indica que si una sucesion no decreciente (no creciente)
converge cuando esta acotada por arriba (por abajo), aunque de otra
manera diverge a infinito.



SERIES INFINITAS

Una serie infinita es la suma de una sucesion infinita de numeros:

a1+a2+a3+'”+an+“'

Como en una serie infinita existen una cantidad infinita de sumandos, no
se puede solo sumarlos para ver qué resulta. En vez de ello, se observa
gué se obtiene si se suman los n primeros términos de la sucesion:

S, = a4 +a, +az+---+ay

Es una suma finita y puede calcularse mediante la n-ésima suma parcial.

A medida que n aumenta, las sumas parciales se aproximan a un valor
limite.



SERIE GEOMETRICA

Dada la serie geométrica:

(0¢] (0]
atar+ar?+-+ar™ 4. = Z ar® 1 = Z ar™
n=1 n=0

Donde a y r son numeros reales fijos y a # 0 pudiendo ser la razon r positiva o negativa, se
cumple que:

. . sy . a .
-Si |r| < 1, la serie geométrica converge y tiene por suma a T €s decir,

(0e]
a
E ar™1 =
1—r
n=1

-Si |r| = 1, la serie diverge.



SERIE TELESCOPICA

Dada la serie telescopica:

(0]
Z :
nn+1)
n=1
Se busca un patrdon en la sucesion de sumas parciales que pueda conducirnos a una formula para
obtener la suma n-ésima. La clave es descomponer en fracciones parciales:

1 _A+ B Amn+1)+Bn An+A+Bn (A+B)n+A
nn+1) n n+1  nn+1)  nn+1)  nn+1)

Se plantea un sistema de ecuaciones:

A+B=0 >B=-1
A=1

Reemplazamos en la expresion original:

o0

1 oo (0.0]
Zn(n+1) n n+1 z<n n+1>
n=1 n= n=1

Una vez descompuesta en fracciones simples:

_511 L O O AT S N U A N € VA S P
L \nTnr1) U2 T\ 3) 3 4) Aon+1) 0 n+id




SERIE TELESCOPICA

Al suprimir los paréntesis y cancelar los términos adyacentes de signos opuestos, la
suma se reduce a:

La serie converge y su suma es 1.



Condicidn necesaria para la convergencia de las
series numericas

Enunciado: una condicidn necesaria para la convergencia de la serie es que el término
general o n-ésimo término tienda a cero cuando n tiende a infinito, es decir: lim a,, = 0

n—co

Hipoétesis:
S, sucesion de sumas parciales de la serie dada y s,,_1 convergentes.

lim s,, = S (Unico y finito) Cuando n es grande, tanto s,, como s,,_; estan cerca de S.

n—>0o
lim s,,_; = S (Unico y finito)

n—->co

Tesis: lim a,, =0

n—>00



El criterio del término n-ésimo para una serie divergente

TEOREMA:
Si ).;2, a, converge, entonces a,, — 0.

Criterio del término n-ésimo para la divergencia

Y.i=1 ay, diverge si lim a, no existe o si es diferente de cero.

Nn—>00




