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Caélculo I/ Elementos de Céalculo I

Trabajo Practico N°4: Aplicaciones de las Derivadas

Objetivo: que el estudiante emplee los conceptos adquiridos en derivacidon para: recuperar una funcién a
partir de su derivada, resolver problemas de optimizacién, determinar valores extremos de funciones, y para
obtener y analizar las formas de las graficas (puntos criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
concavidad, puntos de inflexién). Que el estudiante ademas, aplique derivaciéon para resolver limites
indeterminados a partir de la regla de L’ Hospital.

NOTA AL ESTUDIANTE: los ejercicios destacados “en negrita” son aquellos a desarrollar por el docente en las clases
prdcticas. El resto de los ejercicios, como asi también los ejercicios propuestos como extra-dulicos deben ser resueltos en
forma completa por el estudiante. Las dudas pueden ser resueltas con cualquiera de los profesores de la materia
Cdlculo/Elementos de Cdlculo I en las horas de consulta.

Se recomienda, ademads, disponer de alguna herramienta de graficacion contra la cual comparar los resultados obtenidos
en el desarrollo “manual” de cada ejercicio.

PARTE A: Ejercicios Comunes a Calculo/Elementos

1. Paracada uno de los nimeros 0, a, b, ¢, d, e, s y t; diga si la funcidn cuya grafica se muestra, tiene un
mdaximo o minimo absolutos, un maximo o minimo relativo o no tiene ni maximos ni minimos.

B v -

el s

2. Utilice la grafica de la funcidn f para determinar los valores mdximos y minimos absolutos y relativos de
dicha funcion.
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3. Dibuje la grafica de una funcién que sea continua sobre [0,3] y tenga un maximo absoluto en 0, un minimo
absoluto en 3, un minimo relativo en 1 y un maximo relativo en 2.

4. Trace la grafica de una funcién sobre [-1,2] que tenga:
a. Un maximo absoluto, pero no minimo absoluto.

b. Un méaximo absoluto y un minimo absoluto, y presente una discontinuidad.
5. Encuentre los valores criticos de la funcidon:

a. f(x)=8—-3x parax=>1

b. f(x) =x2 para —3<x<2

c. f(@)=senO para —2n<x<2m

6. En cada uno de los casos que se presentan a continuacion, dibuje la grafica de la funcién fy encuentre
los maximos y minimos relativos de la misma.

a. f(t)=2t3+3t2+6t+4 b. g(x) =|2x + 3| c. h(x)=xlInx

7. Encuentre los valores maximos y minimos absolutos de f sobre el intervalo dado.

a. f(x)=3x?-12t+5 [0,3] b. f(x) =—— [0,2] c. fx)=xxe™* [0,2]

x2+1

TEOREMA DE ROLLE Y DEL VALOR MEDIO

8. Compruebe que la funcién f definida por f(x) = x? — 4x + 1 satisface las tres hipétesis del teorema
de Rolle en el intervalo [0,4]. A continuacion, determine todos los nimeros x = ¢ que satisfacen la
conclusién de dicho teorema.

9. Seaf(x) = (x —1) ~2.Demuestre que f (0) = f(2) pero no existe un numero x = c en (0, 2) tal que
f’(c) =0 ¢ Por qué esto no contradice al teorema de Rolle?

10. Emplee la grafica de f para estimar los valores de x = ¢ que satisfagan la conclusién del teorema del
valor medio para el intervalo [—2,2].
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11. Sea f(x) = |x — 1| . Demuestre que no hay un valor de x = c tal que f(3) — f(0) = f'(c) * (3 —0).
éPor qué esto no contradice el teorema del valor medio?

12. Demuestre:
a. Que la ecuacién x> + 10x + 3 = 0 tiene una raiz y solo una.

b. Que el polinomio p(x) = x3 —3x+m no posee 2 raices distintas en [0,1]

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE FUNCIONES, CRITERIOS DE LA PRIMERA DERIVADA,
CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

13. Use la grafica de la funcién f para hallar lo siguiente:

a. Los mayores intervalos abiertos (en el sentido de la inclusién) donde crece f.

b. Los mayores intervalos abiertos (en el sentido de la inclusidon) donde decrece f.

c. Los mayores intervalos abiertos (en el sentido de la inclusién) donde f es cdncava hacia arriba.
d. Los mayores intervalos abiertos (en el sentido de la inclusién) donde f es céncava hacia abajo.

e. Las coordenadas de los puntos de inflexion.

14. En cada uno de los casos que se presentan a continuacion, se muestra la grafica de la derivada f” de una
funcion f. Responda:
a. ¢En qué intervalos es creciente o decreciente f?
b. En que valores de x tiene f un maximo o minimo relativo?

=2 1 - 1 2 ,?v 5 6
E M 2k

Trabajo Practico 4-Aplicaciones de las Derivadas Pagina3de9



15. En el grafico siguiente, aparece la grafica de la derivada f” de una funcién continua f.
a. ¢En qué intervalos es creciente o decreciente f?
b. ¢En qué valores de x tiene f un maximo o minimo relativo?
c. ¢éEnquéintervalos f es concava hacia arriba o hacia abajo?
d. Defina las abscisas de los puntos de inflexién.

e. Sabiendo que f(0) = 0, trace una grafica de f(x).

16. Se muestra la grafica de la segunda derivada f*” de una funcidn f. Diga cuales son las abscisas de los
puntos de inflexidn. Justifique su respuesta.

2 3 4 5 6 8

17. Para cada una de las funciones que se indican a continuacion halle:

a. Intervalos de crecimiento; C* y de decrecimiento C~
b. Valores extremos, maximos y minimos.

c. Intervalos de concavidad y puntos de inflexidn.
a. fx)=x3-12x+1 b. f(x)=x—2senx para0<x<3m c. f(x)=xe*
REGLA DE L'HOSPITAL
18. Supdngase que:
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a. limf(x) =0 b. limg(x) =0 c. limh(x)=1
x—a x—a
d. gri_lgp(x) = oo e. 561_1)1‘} qg(x) =

éCudles de los siguientes limites son formas indeterminadas? Para los que no sean una forma
indeterminada, evalue el limite, si es posible hacerlo.

) i) reo P
a 3151—1;121 g b. xl—r>rcll p(x) « x—a p(x) d. 9lcl—r>rcllf(x)
e. lim2 £ lm[f)*p()] & lim[h() *p(]  h lim[p(x) * q(x)]

x—-a q(x) x-a x-a x-a

. . : . lim[p(x) + q(x

i lim[f(x)]g(x) J. chl_r)r(ll[f(x) - p(x)] k. chl—r}(ll[p(X) - CI(X)] x—>a[p( ) CI( )]

x—a

- @) - 1165 p. lim[p(x)]9®)

m. chi_rg[f(x)]P(x) n. chl_r)r(ll[h(x)]p x 0. chl_r)r(ll[p(x)] x x-a

. )
lim “*{/p ()

19. Encuentre el limite aplicando la regla de L'"Hospital donde resulte apropiado. Si existe un método mas
elemental, Uselo. Si no puede aplicar la regla de L"Hospital, explique por qué.

. sen x
x2-1 . x%-1 . e*-1 d. 1 3

a. lim b. lim c. lim x—0 X

x>—1 x+1 x—>1x5-1 x—0 senx

.t x . .
e. lim=—= f. lim< g. lim vx.lnx h. lim(x — ) * cotan x

xom X x—o0 X3 x-0% xom

C : . lim(1 - 2x)Y/*

.o (11 jo limx —vVx?2 -1 k. lim x%em~* x—»()( )
i. lim (—4 — —2) X—00 x—-0+

x-0 \X X

TRAZADO DE CURVAS

20. Para cada una de las siguientes funciones:

1+x2

xZ
12 ¢ W=7

a. y=x*+4x3 b. f(x)=

a. Determine las ecuaciones de sus asintotas (emplee lo aprendido en U2).
b. Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c. Encuentre los valores extremos, maximos y minimos.

d. Halle los intervalos de concavidad y puntos de inflexion.

e. Bosqueje la grafica con la informacién anterior.

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

NOTA: luego de resolver cada problema, emplear la derivada seqgunda para verificar que se trata de un
minimo o un mdximo segun corresponda.
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21. Considere el siguiente problema: Halle dos nimeros cuya suma es 23 y cuyo producto es

maximo.

Haga una tabla de valores, como la siguiente, d modo que la suma de los nimeros de las dos
primeras columnas sea siempre 23. Con base en la evidencia mostrada por la tabla, estime

la respuesta del problema.

Primer niimero Segundo niimero Producto
1 22 22
2 21 42
3 20 60

b. Utilice el calculo para resolver el problema y compare con la respuesta del inciso (a).

22. La concentracion de ozono contaminante, en microgramos por metro ctbico, en una ciudad viene dada
por la funcién C(t) = 90 + 15t — 0,6t?, donde t es el tiempo transcurrido desde 1 de enero de
1990 contado en afios. ¢Hasta qué aifo esta creciendo la concentracion de ozono? ¢Cual es la
concentracion maxima de ozono que se alcanza en esa ciudad?

23. éCuales son las dimensiones de un rectangulo de 100 m de perimetro y area maxima posible?

24. éCudles son las dimensiones de un rectangulo con area de 1000 m?, y perimetro lo menor posible?

25. Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 3200 cm3. Encuentre
las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado.

26. Si se cuenta con 1200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte superior abierta,
encuentre el volumen maximo de la caja.

27. Halle las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se pueda inscribir en un circulo de radio r.

28. Seinscribe un cilindro circular recto en una esfera de radio 7. Encuentre el volumen mas grande posible
de ese cilindro.

29. Una lata cilindrica sin tapa se hace contener v cm3 de liquido. Halle las dimensiones que minimicen el
costo de material usado.

PARTE B: Ejercicios Adicionales Calculo

30. Si f es una funcidn tal que f(1) = 10, f'(x) existey f'(x) = 2 cuando 1 < x < 4 ¢Cudn pequefia
puede ser f(4)?.

31. ¢Existe una funcidn f talque f(0) = —1, f(2) =4y f'(x) < 2 paratodax?
32. Trace la grafica de una funcidn que satisfaga las condiciones en cada inciso:
a. ff(-D=fMD)=0;f(x)<0si|x|<1;f(x)>0si|x|>1
b. ff(x)>0si|x|<Lf(-1)=4yf(1)=0

c. ff(x)<0six<0;f"(x)>0six>0
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33. Muestre que si f(x) = x*, entonces f ~* (0) = 0 pero que el punto (0,0) no es un punto de inflexién de
la graficade f.

34. Para cada una de las siguientes funciones:

X
x3

a. f(x)=— b. y=x+3x%/3 ¢ Y=o

x—1
a. Determine las ecuaciones de sus asintotas (emplee lo aprendido en U2).
b. Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c. Encuentre los valores extremos, maximos y minimos.
d. Halle los intervalos de concavidad y puntos de inflexién.

e. Bosqueje la gréfica con la informacién anterior.

0 x < -1
35. Para la funcién f dada por: fx)={ax®+bx —1<x<2
11x — 16 x=2

a. Hallar ay b tales que la funcién sea continua en los nimeros reales.
b. Analice dénde la funcion es derivable.

c. Halle intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d. Encuentre los maximos y minimos.

e. Halle puntos de inflexidn e intervalos de concavidad.

f. Bosqueje la grafica, con la informacion anterior.

36. Dos corredores arrancan al mismo tiempo en una competencia y terminan empatados. Demuestre que
en cierto momento de la carrera tuvieron la misma velocidad. (Considere la siguiente sugerencia: defina
f(t) = g(t) — h(t) ,donde g y h son las funciones posicion de los dos corredores).

37. Compruebe que valen las igualdades planteadasen ay b:
X

. e . . . .
a. lim — = oo, para cualquier numero entero n. Considere un ejemplo (valor determinado de

X—00 X
n entero) y verifique que vale la igualdad para ese ejemplo. Esta igualdad hace ver que la funcion
exponencial tiende al infinito con mayor rapidez que cualquier potencia de x.

.1 . . . .
b. lim n—; = 0, para cualquier numero entero p > 0. Considere un ejemplo (valor determinado de

x—oo X
p > 0) y verifique que vale la igualdad para ese ejemplo. Esta igualdad hace ver que la funcién
exponencial tiende al infinito con mayor rapidez que cualquier potencia de x.

38. Un granjero quiere bordear un area de 457200 m? en un campo rectangular y entonces dividirlo a la

mitad con una barda paralela a un lado del rectangulo. ¢{C6mo puede hacerlo para minimizar el costo
de la barda? Emplear la derivada segunda para verificar que se trata de un minimo.

Trabajo Practico 4-Aplicaciones de las Derivadas Pagina 7 de 9



PARTE C: Ejercicios Extra-aulicos

Cdlculo/ Elementos

39.

En un lago la poblacién de peces es P, y H un pardmetro conocido como la razén de pesca, es decir la
cantidad de peces que se extraen por unidad de tiempo (peces/afio). La tasa de crecimiento de la
poblacién de peces como funcién de la poblacién esta dada por:

R(P) =2P —0,02P?> +H

Sabiendo que H=75 peces/afio, encuentre el valor de P para el cual |a tasa de crecimiento de la poblacidon
de peces sea mdaxima. Calcule cuanto vale R maxima.

40. De una pieza rectangular de cartdén de 25 cm de largo y 10 cm de ancho se recortan cuatro cuadrados de
lado x en sus esquinas para hacer una caja con el remanente. Considerando los posibles valores de x,
écudl es el valor que hace maximo el volumen o capacidad de la caja (construida sin tapa)?

41. Dada la recta de ecuacion y = 3x + 7, determine cual de sus puntos estd mas proximo al origen de
coordenadas.

42. Halle él o los puntos de la pardbola de ecuacién y = 4 — x? que estén mas cerca del punto (0,2).

43. {Dénde se encuentra el error en la siguiente aplicacién de la regla de L'Hospital?

. x3+x—2 o 3x%+1 . 6x 3
im———=lim——=lim— =
x>1x2—3x+2 x-12x—3 x-1 2

(El limite es, en realidad, -4)

44, Halle los limites:

2(x)— ; x 1/x
i . cos“(x)—-1
a. lim b, lim 25 C. 9}1_r)1010(e + x)
x—0 tan(x) x>0 x2

45. Use los conocimientos adquiridos para trazar las siguientes curvas. Si la curva tiene una asintota oblicua,

de su ecuacidn. Verificar el grafico obtenido mediante empleo de software.

x+1)? x+3)? 2x
a. = ( ) b. y = ( ) C V=2

x2+1 x2-4 xe-1

2

X .re . , . . o

d y= ;(verlflque, mediante el uso de software, qué ocurre si el coeficiente del numerador es
menor o mayor que 1)

Cdlculo

46. Demuestre que la suma de un nimero positivo y su reciproco es por lo menos 2.

47. Una ldmpara con forma de cono disefiada en 1995 por Verner Panton necesita tener un volumen dado

por mr?h = 1 para ser segura. Para minimizar el area de la superficie A = nrvh? + r2, se minimiza el
cuadrado del drea y entonces w2r? (h? + r?). De la suposicién del volumen, se obtiene 2 = 1/h de

modo que se debe minimizar (%2) (h2 + %) = m2f(h). ¢éQué altura h minimiza la funcién f(h) = h +

1 . o .
ﬁ? Emplear la derivada segunda para verificar que se trata de un minimo.
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48. Demuestre que:
a. Sif’(x) = M paratodo x de [a, b], entonces f(b) = f(a) + M(b — a)
b. Sif’(x) < m paratodo x de [a, b], entonces f(b) < f(a) + m(b — a)

49. Sean f, g: I = R, derivables en todo punto del intervalo abierto /.

a. Sif'(x) > g'(x)paratodox €1,y f(a) = g(a). Demuestre que f(x) > g(x) parax >ay f(x) <
gx)parax <a

b. Muestre mediante un ejemplo que estas conclusiones no son validas sin la hipétesis f(a) = g(a).

c. Demuestre que 2v/x > 3 — 1/x, cuando x > 1.

50. Use los conocimientos adquiridos para trazar las siguientes curvas. Si la curva tiene una asintota oblicua,
dé su ecuacidn. Verificar el grafico obtenido mediante empleo de software.

a. y= 1-x2 b. y = xtan(x) con —%<x<§ c. y=e*—x
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