Introduccién al Analisis 11
1. Convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series de funciones.

1. En cada uno de los siguientes casos, grafique la sucesién de funciones f,, : A — R y halle
el limite puntual, si existe.
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(b) A=10,1], fu(z) = 2™/n
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(e) A=[0,1], fu(z) =nz(l—2%)"
(6) A= R, J, (x) = 12,

2. En cada caso del ejercicio anterior, analice la convergencia uniforme. Si no lo es, indique
un subconjunto de A, si existe, donde lo sea.

3. Demuestre, por definicién, que:
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14+nz

(b) la sucesion del ejercicio 1. f no converge uniformemente a f.

(a) la sucesion f,(z) = converge uniformemente a cero para todo z tal que |z| > 2.

4. Sea la sucesion de funciones

—1 si r<—=1/n
fal)=4¢ nx si —1l/n<z<l/n
1 si 1/n<=x

Calcule la funcién f(z) a la que converge. Para qué valores de x la sucesién de funciones
converge uniformemente?.

5. (a) Si{f.}y {gn} convergen uniformemente en E # &. Pruebe que {f, + g,} converge
uniformemente en F. Si, ademds, f, y ¢, son funciones uniformemente acotadas en
E. Pruebe que {f,.g,} converge uniformemente en E.

(b) Dé un ejemplo de dos sucesiones { f,,} v {gn} que converjan uniformemente en algin
conjunto E, tal que la sucesién {f,.g,} converja puntualmente pero no uniforme-
mente en E.

6. Suponga que f : R — R es una funcién uniformemente continua. Definimos la sucesién
fo(z)=f(x+1/n),Vn €N, Yz € R. Pruebe que la sucesién f, converge uniformemente
a f sobre R.
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11.

12.

Halle la suma de las siguientes series e indique en que conjunto converge absoluta y
uniformemente.
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(a) ZZO—O (1;[7),1,.% e R.
(b) >, (sz)n,z € C, z # +i.

. Pruebe que la serie

Ly 2 +n
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converge uniformemente en todo intervalo acotado pero no converge absolutamente para
cualquier z € R.

. Verifique que las siguientes series convergen uniformemente en los conjuntos indicados.

(a) S0, i {2 | < 1)
(b) Z;”o 22 1)n,{z 2] > 2}

Sean {f.,} v {gn} sucesiones de funciones definidas sobre E. Pruebe que: Si
(a) > fn (z) tiene una sucesién de sumas parciales acotadas en F,
(b) {g.} converge uniformemente a cero sobre F,

(C) 9n (I) > In+1 (ZE) para todo x € E.
Entonces > f,, (x) .g, (z) converge uniformemente sobre E.

(a) Determine la region donde converge uniformemente la serie

i sen (nx) T ER

— n+ (1+]z)"

(b) Teniendo en cuenta la serie

iozsen(mc)7 T ER
n

n=1

que puede decir sobre la reciproca del criterio de Weierstrass.

Sea { f,} una sucesi6én de funciones continuas que converge uniformemente a una funcién
f en un conjunto no vacio E. Demuestre que para toda sucesién de puntos {z,} de E tal
que z, — z (n — o), z € E implica que

lim f, (x,) = f (x)

n—oo

0 <0
I(x):{l x;O

Si {z,,} es una sucesién de puntos distintos en (a,b) y si la serie > |c,| converge. Pruebe

que la serie
o

f(x):ch](x—xn), x € |a, b

n=0
converge uniformemente en [a,b] y que f es una funcién continua en [a,b] — {zy}, -
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Considere la siguiente sucesién de funciones en [0, 1] .

n’x 0<z<1/n
fol@)=< —n?(@x—-2/n) 1/n<zx<2/n
0 2/n<x<1

halle el limite de la sucesién y calcule fol fn () dz ;qué concluye?

Dé un ejemplo de una sucesion f,:[0, 1] — R que converja puntualmente a cero pero que
fol fn (z) dz no converja a cero.

Pruebe que [ e'dt = e” — 1, utilizando que e” = Y% %, Vz € R.

Sea la sucesién de funciones

X

:m, nGN,xER

Pruebe que {f,} converge uniformemente a una funcién f y que la ecuacién

f'(x) = lim f, (z)

n—oo
se verifica para todo valor real no nulo y es falsa para x = 0.

Sea la sucesion de funciones

n

neN,reR"

o ()

=~ o
Halle la funcién f a la cual converge puntualmente. Calcule f! (1) y f'(1).

Sea b > a > 0. Pruebe que

b n
lim (1 n f) e Tdr = b—a
n
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a
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