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1) En cada uno de los casos siguientes, sea S el conjunto de todos los puntos (x, y) del plano que satisfacen las
desigualdades dadas. Hacer un grafico mostrando el conjunto S y explicar, geométricamente, si S es o no
abierto. Indicar la frontera de S.

(@) x?2+y%2<1 (b) 3x2 +2y2 <6 (c)xy <1 dx|<1ylyl<1

2) En cada uno de los casos siguientes, sea S el conjunto de todos los puntos (x, y, z) del espacio tridimensional
que satisfacen las desigualdades dadas y determinar si S es o no abierto.

(@) z2—x2—y2—-1>0 bx+y+z<1 ©lx|<1;lyI<1lylz|<1

3) Demostrar que los siguientes subconjuntos del plano son abiertos:

(@) A={(x,y) ER?* / x>0}
b) A={(x,y)/ -1<x<1y —1<y<1}

4) Mostrar partir de la definicion que limy ) g p) X = a.

2
5) Caleular limy )12 ;XT;; La grafica de la se muestra en la Fig.1

. . _ 5x%y
Fig. 2 Curvas de nivel de f(x,y) = 75
Superficie f(x,y) = xssz;zz
5x%y

6) Calcular, caso exista, lim(x,y)—>(0,0) e
7) Calcular, caso exista, hm(x,y)ﬁ(olo)m La grafica de la funcion se muestra en la Fig.2. Mediante la

observacién de la grafica, haga sus conclusiones.

Fig. 2

Superficie f(x,y) = #yz

2_.,2\2

8) Mostrar que limy )00 (x Y ) no existe. La grafica de la se muestra en la Fig.3

x?%+y?
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9) Hallar los limites indicados sabiendo que lim(yy_(ap) (X, ¥) =4y limgyy,@ap) 9(x,y) =3

: : 5f(xy) : fey)gx,y)
() lim )o@ lf (6y) —g )] (b)lime )y ian) PO (c) lim(x 3y (a,p) [m}
10) Utilizar coordenadas polares para calcular los siguientes limites
. x2y? .
(@) limxy)-00) 37152 (b) lim(yy)-(0,0) COS(X? + y?)

11) Utilizar coordenadas esféricas para calcular los siguientes limites

. xXyz . _
(a) llm(x,y,z)ﬁ(0,0,0)m (b) hm(x,y,z)—>(0,0,0) tan 1 [m]

12) Analizar la continuidad de las siguientes funciones y analice si la continuidad es no evitable o removible:

@ fxy) = %Sen(xz +y2)  (b) f(x,¥) = cos(y2e V¥
© fe) =15 (d) f(r,y) = =

x2+y? y—x2
13) Analizar la continuidad de las siguientes funciones

(b) f(x,9,2) = —5— (b) f(x,y,2) =

x2+y2_22 x2+y2_22

(c) f(x,y,z) = xe** en(2,1,0) (d) f(x,y,2) =x+y+z en(134)

14) Sif:R®" >Ry g:R™ = R son continuas, demostrar que las funciones

Xy+yz+xz

f2g:R" SR ,x-> [fX)]?9X) y f2+g:R*">R ,x- [f(X)]*+g(x) soncontinuas

15) Determinar si cada una de las siguientes declaraciones es falsa o verdadera. Explicar el razonamiento:
(a) lirn(x,y)—)(z,3) f(x' Y) =4 = limx—)Z f(x: 3) =4

(b)limy, f(x,3) = 4 = (x,yl)lgézs)f(x' =4

16) Si f(2,3) =4 ¢ése puede concluir algo acerca de lim, ) (23) f(x,y) ? Dar razones que justifiquen su
respuesta.
17) Hallar las derivadas parciales f, y f,, de las funciones
a) f(x,y) =3x—x%y%?+2x3y
b) f(x,y) =x*y?
o) f(xy)=4x*+y?
d z=e¥
e) h(x,y) =e *+)
f) z= x\/;
g) z=tan(2x —y)
h) floy)=[7 @ - Dade
18) Evaluar f, y f, en el punto dado:
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a) f(x,y) = xexz, en (1,[n2)
b) f(x,y) = eYsenx en(m,0)

c) f(x,y) =arctg G) en (2,-2)
19) Calcular las derivadas parciales de primer orden con respectoax,ayyaz.
a) H(x,y,z) =sen(x + 2y + 3z)
1

20) G(x,y,2z) = N

21) Para f(x,y) encontrar todos los valores de x y y tal que f;(x,¥) =0 vy f,(x,y) =0 simultédneamente:
a) f(x,y)=x*+xy+y?—2x+2y
b) f(x,y) = ex2+xy+y2
2
22) Hallar las pendientes en las direcciones de x y de y de la superficie dada por f(x,y) = —x? -y 4+ % en el
punto (% ,1,2).
23) Hallar las pendientes de la superficie dada por f(x,y) =1 — (x —1)2 — (y — 2)? en el punto (1,2,1), en
las direcciones de x y de y.
24) Hallar las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = 3xy? — 2y + 5x2y? y determinar frey(—1,2).
25) Mostrar que frz = fzx Y fxzz = faxz = [fzzx Parala funcién dada por f(x,y,z) = ye* + xInz

26) Determine si existe o no una funcién f(x,y) cuyas derivadas parciales son f, = —3 sen(3x —2y) vy
fy = 2 sen(3x — 2y) . Explicar el razonamiento. Si tal funcion existe, dar un ejemplo.

i = In(=— ’ ’ L0 O
27) Demuestre que la funcion f(x,y) = ln( x2+y2) es una solucién de la ecuacién de Laplace: Pyl 92 = 0
28) Hallar la diferencial total década funcién.
a) z = 2xseny — 3x?y? Ow =x%+ y? + 72
b) z=-e’seny d)w = 223}/ sen x

29) Mostrar que las funciones dadas son diferenciable en cada punto de su dominio de definicion.
a) f(x,y)=x?+3y

2
b) fOY) =
xy
o floy) ==z para(xy) # (00)

d) f(r,0)= %rsen 20) ,r>0
30) Calcular la matriz de derivadas parciales de las funciones siguientes:

a) fiR?->R?, f(x,y) =(xy)

b) f:R?->R3, f(x,y) = (xe¥ + cosy,x,x +eY)

o f:R3-5R?, f(x,y,2z) = (xeZ +y, yx?)
xye*Y

d f:R?->R3, f([;]) = |xseny
5xy?

Los siguientes ejercicios han sido extraidos del libro Cdlculo Vectorial 32. Ed de Marsden &Tromba
(versidn digital)
31)

Hallar @f/3x, df/dy si

(a) flz,y) =zy

flz,y) =€
{c} flz,y) =rcoszcosy
(d) f(z,9) = (2* +¢*)log(z® + ")
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32)
Evaluar las derivadas parciales 8z /dr, 0z /dy para las funciones dadas en los puntos
indicados.

{ﬂ.} = a% — g% — yz; {u: D:IL {aif21 “ﬁ}
m z =log+/T+zy; (1,2), (0,0)

(c) 2z =e"* cos(bz +y); (27/8,0)

33)
En cada caso siguiente, hallar las derivadas parciales dw/dx, dw/dy.
2, .2
2, T T 4 ¥
(a) w=ze" 7Y w=_£—2=:—y§-

() w=e"log(z* +9°) (d) w=z/y
() w=cosye™ senzx

34)

Mostrar que cada una de las funciones signientes €s diferenciable en cada punto de
su dominio. Decir cudles de las funciones son C'.

B S@9) = S =T+7
(c) fir,0) = irsen26,r >0 (d) f(z,¥)= .
52+ y?
2

(@ J(z9) = 7305

35)
Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z =z%+y" en (3,1,10).

36)

Calcular la matriz de derivadas parciales de

(a) f(z,y) = (e" sen zy) fle,y,z)=(z~yy+2)
{'C} f(z,y]:[r—i—y,r—y..’cy} Ed] f(fzys3}=f$+zsy—52=r—;ﬂ}

37)
;Dénde cruza al eje z el plano tangente a z = ¢* ¥ en (1,1,1)?

38)
i Por qué podrian llamarse las graficas de f(z,y) = 2°+3° v g(z, y) = -z —y 4y’
“tangentes” en (0,0)7
39)
Sea f(x,y) = e™. Mostrar que z(8f/0z) = y(d f/dy).
40)
Calcular los gradientes de las funciones siguientes:

(a) flx,v,2) = zexp(—2* —y® — %) (Notar que explu = e*.)

(b) fir,y,z)= — f[z,y,z} = z%_é’cosy

? +y? + 22
41)
Hallar la ecuacion del plano tangente a z = z2 4 2" en {1,1,3).
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42)
1. 8i f:UV ¢ R™ — R es diferenciable, probar que x — f*{x) 4+ 2f(x) también es
diferenciable, y calcular su derivada en términos de D} f(x).
43)

2. Probar gue las siguientes funciones son diferenciables, ¥ hallar sus derivadas en un
punto arbitrario:

(a f‘.R.zr-rR,[.t.‘Jg}HE‘
FR =R, (z,y)—~z+y
(€} f:R? = R,(z,9)—2+7+y
(d) [(R* =R, (r,y)—z+y
(e) f:R? =R, (z,y)— ™
[({) F:U = R, (2,0} = /1= 22— 32, U = {{z,9)|2* + 4* < 1}
(g) R =R, (r,y)—~2*—y
44)

3. Escribir la regla de la cadena para cada una de las siguientes funciones y justificar
la respuesta en cada caso usando el teorema 11.
{&) 311}'3&' donde h(z:- F) = f{*zs ﬂ'(ﬂ:& !f})
dhfdz donde h(zx)= f(z,u(z),v(z))
(¢} oh/0z donde h(z,y,z2) = f(u(z,y,z),v(z,y), w(z))

TEOREMA 11: REGLA DE LA CADENA. Sean U/ C R"™ y V C R™ abiertos. Sean
gUCR* = R™ y [:V C R™ — R? funciones dadas tales que ¢ manda a U
en V, de modo que estd definida f o g. Suponer que g es diferenciable en x5 y
que f es diferenciable en yo = g(xq). Entonces f o g es diferenciable en xo y

D(f o g)}(x0) = Df(y0)Dg(x0). 1)
El lado derecho es una matriz producto.

45)

4. Verificar la regla de la cadena para dh/dz donde h(z,y) = f(u{z,y),v(z,¥)) ¥

2 2
u 4 v —_——
S u(Ey) =TT a(ny) =™

fu,v) =

46)

5. Verificar el primer caso especial de la regla de la cadena para la composicién foc
en cada uno de estos casos:

(a) f(z,y) = zy,c(t) = (e',cost)

f(z,y) = €™, ¢(t) = (3¢%, %)
(€) f(z,u) = (z® + y*)log /22 + y2,c(t) = (e, ™)
(d) f(z,¥) =zexp(z?® + yz),c[t) = (t,—1)

47)

;Cudl es el vector velocidad para cada curva ¢(t) en el ejercicio 57 (La solucién a
sélo la parte (b} estd en la Guia de estudio de este libro.)
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48)
8. Sea f:R® — R diferenciable. Hacer las sustituciones

r = pcosfsend, y = psenfsen ¢, z = pcos¢

(coordenadas esféricas) en f(z,, z), y calcular 3f/8p, 3f /36 y 8f/0¢.

49)

Sean f(u,v) = (tan(u — 1) —e",u® = v*) y g(z,y) = (e*~¥,z — y). Calcular fog
y D(fog)(1,1).
50)

10. Sea f(u,v,w) = (e“"¥,cos(v+u)+sen(u+v+w)) y g(z,y) = (%, cos(y—z), e Y).
Calcular fog y D(f 0 g)(0,0).

51)

11. Encontrar (8/3s)(f o T)(1,0), donde f(u,v) = cosusenv y T(s,1) = (cos(t?s),
log V1 + s2).

52)
12. Suponer que la temperatura en el punto (z,y, z) en el espacio es T'(z,y,z) =
z? 4+y® +2°. Sea una particula que viaja por la hélice circular recta o(t) = (cost,sent, t)
y sea T(t) su temperatura en el tiempo .

(a) ;Cual es T'(1)7
(b) Hallar un valor aproximado para la temperatura en ¢t = (x/2) + 0.01.

53)

13. Suponer que un pato estd nadando en el circulo = cost, y = sent y que la
temperatura del agua estd dada por la formula T = z¢¥ — z3°. Hallar dT/dt, la tasa
de cambio en temperatura que puede sentir el pato: (a) mediante la regla de la cadena;
(b) expresando T en términos de t y diferenciando.

54)
15. Sea f:R? — R?; (z,y) — (e**¥,e"¥). Sea ¢(t) una curva con c(0) = (0,0) y
c'(0) = (1,1). ;Cuil es el vector tangente a la imagen de ¢(t) bajo f en t = 0?



