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Los siguientes ejercicios han sido extraidos del libro Calculo Vectorial 32. Ed de Marsden &Tromba
(versidn digital)

EJERCICIO N°1

Evaluar las integrales dobles en los ejercicios 7 al 9, donde R es el rectiangulo [0, 2] x
[_Lﬂ]'

7. [ (2?9 +z)dyds

fR{|y| cos irz)dyds

9. [.(—ze”sen ixy)dyds

EJERCICIO N°2
t. Evaluar cada una de las integrales siguientes si R = [0, 1] x [0, 1].
(a) [,(s*+4°)da (b)) [ve™ dA
(c) fj,%{ﬂzg,p]2 cosz®dA (c) fR In[(z + 1)(y + 1)} dA

EJERCICIO N°3
4. Calcular el volumen del sélido acotado por el plano zz, el plano yz, el plano zy,
los planos z = 1y y = 1, y la superficie z = z% + y*.

EJERCICIO N°4

5| Sean f continua en [a,d] y ¢ continua en [¢,d]. Mostrar que

b d
d = z)d dyl ,
fR [£(2)9(3)] ds dy [ f f(z) x] [ j o(9) y]

donde R = [a,b] x [¢, d].

EJERCICIO N°5
1. Evaluar las siguientes integrales iteradas y trazar las regiones D determinadas por
los limites. Decir si las regiones son del tipo 1, del tipo 2 o de ambos tipos.

(a} fﬂl f;‘z dydm @ f f31:+1 d dz
© [y 5 (z+ydydz  (d) [) fja ydyds
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EJERCICIO N°6

4. Usar integrales dobles para determinar el area de una elipse con semiejes de longi-
tud a y b.

EJERCICIO N°7

7] Sea D la regién acotada por €l eje y y la parabola 2 = —4y? + 3. Calcular

/ =y dz dy.
D
EJERCICIO N°8

15. Sea D una regién dada como el conjunto de (z,y) con —¢(z) < y < ¢(z) ¥
¢ < ¢ < b, donde ¢ es una funcién no negativa continua en el intervalo [a,d]. Sea
f(z,y) una funcién definida en D, tal que f(z,y) = —f(z,~y) para todo (z,y) € D.
Hacer ver que ID flz,9)dA =0.

EJERCICIO N°9
1. En las integrales siguientes, cambiar el orden de integracién, esbozar las regiones
correspondientes y evaluar las integrales de las dos maneras.

(a) J:f: zy dydz

(b) ﬁrﬁ j:awcosﬂ dr df

EJERCICIO N°10
8. Calcular fD flz,y)dA, donde f(z,y) = v*\/Z v D es el conjunto de (z,y) donde
>0, y>2 yy<10—z°

EJERCICIO N°11
7. Sea D la regién en el plano zy dentro del circulo unitario z? + y* = 1. Evaluar
ffn f(z,y) dz dy en cada uno de los casos siguientes:

) flz,9) =2y [b) f(z,9) =28 (o) f(z,9) =%
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EJERCICIO N°12
En los ejercicios 17 al 19, integrar la funcion dada f sobre la regidn dada D.

17. f(z,y) =z —y; D es el tridngulo con vértices (0,0), {(1,0) y (2,1}.

EJERCICIO N°13
En los ejercicios 20 y 21, eshozar la regién de integracion, intercambiar el orden y
evaluar.

21, j: fll_y[:r +y*)dz dy

EJERCICIO N°14
3. Evaluar [, (22 + 3y + 2)dV, donde W = [1,2] x [-1,1] x [0, 1].

EJERCICIO N°15

5.| Evaluar fw 2% cos zdV donde W es la regién acotada por los planos z =0, z = 7,
y=0y=1,z=0yzs+y=1

EJERCICIO N°16

10| Hallar el volumen de la regién acotada por las superficies z = 2% + ¢ y z =
10 — 22 — 24°. Esbozar.

EJERCICIO N°17
12. Bvaluar [ f™* [**“®sen2¢ dpdg df.

EJERCICIO N°18

17. Evaluar [[[. zyz dz dydz, donde S es la regién determinada por las condiciones
z>0,9y20,z>0yz° +¢9° +2° < 1.

EJERCICIO N°19

1. Sea §* = (0,1]x[0,2x) y definir T(r,6) = (r cos 8, r sen #). Determinar el conjunto
imagen S. Mostrar que T es uno a uno en S*.
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EJERCICIO N°20
3. Sea D* = [0,1) x [0,1] y definir T en D* por T(u,v) = (—u® + 4u, v). Hallar D.
i.Es T uno a uno?

EJERCICIO N°21
1. Sea [} el circulo unitario. Evaluar

f exp(z’ + y°) dz dy
P

haciendo un cambio de variables a coordenadas polares.

EJERCICIO N°22
Sea Dlaregion 0 <y <zy 0<z<1. Evaluar

f{m + y) dz dy
D

haciendo el cambio de variables z = u + v, ¥ = w — v. Verificar la respuesta obtenida
evaluando directamente la integral, usando una integral iterada.

EJERCICIO N°23
3. Sea T(u,v) = (z(u, v), y(u, v)) la funcién definida por T'(u,v) = (4u, 2u + 3v). Sea
D* el rectangulo [0,1] x [1,2]. Hallar D = T(D*) y evaluar
(a) fD zydzs dy b) fD(I—y}(ﬂxdy

haciendo un cambio de variables para evaluarlas como integrales sobre D*.

EJERCICIO N°24
9. Evaluar fD(;i‘Jz + yz)‘”g dz dy donde D es el disco z°2 + y* < 4.
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EJERCICIO N°25
10. Sea D* una regién del tipo 1 en el plano uv acotado por

v=g(u), v=h(u)<g(u)
para a < u < b. Sea T: R? — R? la transformacién dada por
r=u, y=P(u,v),

donde ¥ es de clase C' y 8+/9v nunca es cero. Suponer que T(D*) = D es una regién
del tipo 1; mostrar que si f: D — R es continua, entonces

f F(z, ) dz dy = f (9w, 0)) | 2

du do.

EJERCICIO N°26
19. Integrar z° + y* + 2° sobre el cilindro z° +y* < 2, -2 < 2 < 3.

EJERCICIO N°27
21. Sea B la bola unitaria. Evaluar

dz dydz
B /24224y + 22

haciendo el cambio de variables apropiado.

EJERCICIO N°27

1. Evaluar las siguientes integrales, en caso de que existan.
(a) /—dA D =1[0,1] x[0,1]

EJERCICIO N°28

2. Analizar cémo se definiria fD fdA si D es una regién no acotada, por ejemplo,
el conjunto de (z,y) tales que ¢ < z < 0o y ¢1(z) < y < ¢2(z), donde estin dadas
$1 < ¢2 (figura 6.5.4).

b) Ewvaluar :cye""[’?”zjdz: dysiz>00<y<1.
D —
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EJERCICIO N°29
1. Sea f(z,y,2)=yy o(t) =(0,0,2),0 <t < 1. Probar que f#fcfs = 0.

EJERCICIO N°30 )
2. Evaluar las siguientes integrales de trayectorias [ f(z,y, z)ds, donde

(a) flz,y,2)=x+y+zy ﬂ'ttH(SEHE,COSL!),IE[‘[],EW}
(b)] f(z,y,2) = cosz, o como en la parte (a)
(c) flz,y,z)=zcosz et ti+t°j,t€[0,1]

EJERCICIO N°31
3. Evaluar las siguientes integrales de trayectorias f o f(z,y, 2)ds, donde

(3) flm9,2) = expyiy ot s (1,2,12),2 € [0,1]
(b)| f(z,9,2)=yzy o:t— (83¢2t),t€(1,3]
© [(r92) =z +9)/(y+7) y ot (1, 2687%,0),t € 1,2]

EJERCICIO N°32
5. Sea f: R*\{plano zz} — R definida por f(z,y,2) = 1/y°. Evaluar [_f(z,y,2)ds
donde o:[1,¢] — R® esta dada por o(t) = (logt)i + tj + 2k.

En los ejercicios 8 a 11 se trata la aplicacién de la integral de trayectoria al problema
de definir el valor promedio de una funcién escalar a lo largo de una trayectoria. Definir

el nimero
[y f(z,9,2)ds
(o)

como el valor promedio de f alo largo de &. Aqui, l(o) es la longitud de la trayectoria:

()= [ I’ dt.

(Esto es anéalogo al promedio de una funcién sobre una regidn, segin se definié en la
seccion 6.4)

EJERCICIO N°33
9. Hallar la coordenada ¥ promedio de los puntos en el semicirculo parametrizado
por p:[0,7] = R?, 0+ (0,asenf,acosf); a > 0.
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EJERCICIO N°34
11. Sea o la trayectoria dada por o{t) = (t*,t,3) para t € [0,1].
(a) Hallar (o}, la longitud de la trayectoria.
(b) Hallar la coordenada y promedio a lo largo de la trayectoria o.

EJERCICIO N°35

1. Sea F(z,y,z) = zi + yj + zk. Evaluar la integral de F a lo largo de cada una de
las trayectorias siguientes:
(a)| o(t) = (t,t,1), 0<t<1 (b) o(t) =(cost,sent,0), 0<1<2x

(c) e(t) =(sent,0,cost), 0<t<2x (d) oft)=(13,3t2t°), —-1<t<?2

EJERCICIO N°36
2. Evaluar cada una de las integrales signientes:

(a) fﬂ, rdy — ydz, o(t) = (cost,sent), 0<t<2r
(b) faa:d::-!-ydy, o(t) = (cos xt, sen wt), 0<t<?
{c fcr yzdz + zzdy + rydz, donde o esta formada por los segmentos de recta
que unen a (1,0,0) a (0,1,0) a (0,0,1)

(d) fg z* dz — zydy + dz, donde o es la parabola z = 2%, y = 0 de (-1,0,1) a
(1,0,1).

EJERCICIO N°37
3. Considerar la fuerza F(z,y, z) = zi+yj+zk. Calcular el trabajo realizado al mover
una particula a lo largo de la parabola y = 2%, z=0,dez = -1 a z = 2.

EJERCICIO N°38

Evaluar fﬂ,ydr + (3y° — z)dy + z2dz para cada una de las trayectorias o(t) =
(t,17%,0),0<t<1,n=1,23,...

EJERCICIO N°39 Y 40

14, ;Cuadl es el valor de la integral de un campo gradiente alrededor de una curva
cerrada C7

15. Evaluar fr: 2zyz dz + 2° 2z dy + z°y dz, donde C es una curva orientada simple que
conecta (1,1,1) con (1,2,4).
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EJERCICIO N°41

9. La imagen de ¢+ (cos® £,5en” ¢), 00 < ¢ < 27, en el plano se muestra en la figura
7.2.15. Evaluar la integral del campo vectorial Fiz, ¢) = zi4yj alrededor de esta curva.

(—1,00 =a(r) (1,0) =a{0) = a(lr)

o -v-o(2)

Figura 7.2.15 Hipocicloide o(t) = {cos” 1, sen® t) (ejercicio 9).

EJERCICIO N°42

En los ejercicios 1 al 3, hallar una ecuacidn para el plano tangente a la superficie dada
en el punto especificado.

1. = = 2u, y=u> 42, z=1%en (0,1,1)

2. T =u’ — v, y=1u+uv, z=u’+4v, en (- 2)

Mo [
B |

EJERCICIO N°43

5. Hallar una expresion para un vector unitario normal a la superficie

T = COS¥Sen i, Y = Sen v sen u, Z = Cosu
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EJERCICIO N°44

7| Repetir €l ejercicio 5 para la superficie

I = senwv, ¥ = u, £ = COsu

para 0 < v < 2ry -1 <u < 3.

EJERCICIO N°45

1. Hallar el drea de la superficie de la esfera unitaria S representada paramétricamente
por &: D — S C R?, donde D es el rectingulo 0 < 8 < 2, 0 <¢p<my P estd dada
por las ecuaciones

T = cos fsen ¢, y = sen f sen ¢, Z = cos ¢.

EJERCICIO N°46

Sea ®(u,v) = (v — v,u+ v,uv) y sea D el disco unitario en el plano uv. Hallar el
drea de ®(D).

EJERCICIO N°47

11. Hallar el 4rea de la superficie obtenida al girar la curva y = 22, 0 < ¢ < 1,
alrededor del eje y.

EJERCICIO N°48

1. Calcular fs zy dS donde S es la superficie del tetraedro con lades z = 0, y = 0,
r4+z=1vz=uy.

EJERCICIO N°49

E] Evaluar fszdS, donde S es el hemisferio superior de radio a, esto es, el conjunto

de (z,y,2) con z = \/a? — 2 — y2.

EJERCICIO N°50

7. Evaluar fs zdS, donde S es la superficie z = z° + 3% 2 + ¢* < 1.

EJERCICIO N°51
3. Sea S la superficie cerrada formada por el hemisferio 2 + y° + 22 =1, 2> 0 y su
base r°+y® < 1 z = 0. Sea E el campo eléctrico definido por E(z, y, z) = 2zi+2yj+2zk.
Hallar el flujo eléctrico a través de S. (IDEA: Romper S en dos partes S y S; y evaluar
fSl E-dSy f52 E - dS por separado.)
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EJERCICIO N°52
5. Evaluar fS(V x F) -« dS, donde S es la superficie z° + y*> + 32> = 1,2 < 0 y

F = yi — zj + z2°y*k. (Hacer que n, la normal unitaria, apunte hacia arriba.)

EJERCICIO N°53

9. Hallar el flujo de ®(x,y, z) = 3zy%i + 3z°yj + z°k afuera de la esfera unitaria.

EJERCICIO N°54

15. Sea el campo de velocidad de un fluido, descrito por F = i + zj + zk (medido en
metros por segundo). Calcular cuantos metros ciibicos de fluido por segundo cruzan la
superficie descrita por z2 4+ y* +2° =1, 2 > 0.




