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Interpolacion y ajuste de funciones XACIAs Y RaTunsies

Medicion de temperatura en el tanque
200
180 169,1 [m] [C]
160
o rohT 1 169,1
e 120 2 124,7
2 100
2 80 66,2 3 57,6
= 57,6 ,
& 60 4 29,5
40 29,
20 5 66,2
0
4
Posicion radial de la termocupla [m]

¢, Cual es el maximo valor alcanzado por el experimento?

¢ La temperatura alrededor de la posicién 1m, es menor?
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Interpolacion y ajuste de funciones XACIAs Y RaTunsies

Medicion de temperatura en el tanque
200,0

180,0 169.1

160,0 \\
140,0 N
47 X Temperatura [C]

120,0 \ = \IC - Lineal
100,0 \

\\\ === \|C - Parabolica
80,0 \ === | nterpolacion

76
60,0 P

Temperatura [C]

40,0 29,5

20,0

0,0
0 1 2 3 4 5 6

Posicion radial de la termocupla [m]
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Interpolacion y ajuste de funciones B PSS

El objetivo es encontrar una funcion analitica que represente los datos.

Se propone una representacion en forma de combinacion lineal de funciones base conocidasy
linealmente independientes ¢, (x)

n

_y=f(X)NPm(X)=k§0 ak¢k(x)
f(x)=P,(x)=r(x)

Se evalla el residuo en cada dato (x,y)

r(xi):f(xi)_Pm(Xi)

i a,¢i(x,) " 1
r, fi P, Y, k:() e Y1 do(x) ¢i(x1) .. ¢.(x) a,
’jz — fz — sz — )fz — kgo ak¢k(xz) — )fz _ ¢0(X2) ¢1(X2) . ¢n<xz) 5.11
rn+1 fn+1 Pmn+1 .);n+1 :” }.}n+1 ¢0(Xn) ¢1(Xn) ¢n<xn) (.Jn
$ 0,40, - -

r=y—®-a
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Interpolacion y ajuste de funciones

Si se exige que el residuo sea cero en cada punto conocido, se obtiene un SEL, donde las incognitas
son los coeficientes a,.

0 Y, .¢0(X1> ¢
0]_ }.’2 _ ¢0(X2) ¢1(X2)

0 y”+1 ¢0(Xn+1) ¢1(Xn+1) ¢n(xn+1>- a“ -¢0(Xn+l) ¢1(Xn+1) ¢n(xn+1) a“ yn+1
O-a=y
A este procedimiento se lo denomina interpolacion.

Si en cambio se exige que el cuadrado de la norma del residuo sea la minima posible, se obtiene otro
SEL para los coeficientes incognita a,.

min|r|}>®" ®-a=d"y
A este procedimiento se lo denomina aproximacion por minimos cuadrados.

Una vez determinados los coeficientes a , la funcion interpolante o aproximante es la siguiente

y%é a, ¢ (x)
=0
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Interpolacion polinomial directa RCTAS Y NATURAES

Se utilizan como base los polinomios elementales

$o(x)=1,0,(x)=x,0,(x)=2",....9, (x)=x

Base=|1 x x> ... x"]

El SEL a resolver es el siguiente

Pm(xl) 1 x e X d, Y1
Pm(XZ) = 1 X5 X; J4d1 (=] Y2
Pm(xn+1) 1 Xn+1 XZ+1 an Yn+1

n
y~Y a,¢.(x)=ay1+a,-x+a, x*+...+a, X"
k=0
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Posicion de la
termocupla

[m]

a B~ W N -

Temp

[C]
169,1
124,7
57,6
29,5
66,2

5 puntos, entonces se define un polinomio de grado 4
2 3 4

P,(x)=a,1+a, x+a,x +a, x +a, x

Los coeficientes se encuentran resolviendo el SEL

[ ] |

2 3 4

1 x, x x; X

O e
1 x, x;, X, X, a, Y,
1 x; X_f, Xg Xg 1ax 1= Vs
1 x, xi xi’ xj as Ya
1 x5 x2 x2 xi|\d) \Ys

2 3 4.

L1 12 13 14 d) [169,1 93,2
1 2 20 2 2°||a, 124,7 177,5583
1 3 3 3 3*'||a,|=|57,6 | cuyasoluciénes a=|—125,4042
1 4 4° 4 4% |a,| 295 25,2417
1 5 52 5 g a, 66,2 —1,4958

[P, (x)=93,2+177,5583 x— 125,4042 x*+25,2417 x*—1,4958 x*|
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Temperatura [C]

200

180

160

140

120

100

80

60

40

20

Medicion de temperatura en el tanque

=

X

N¢
KN

/
J
(o}

X  Temperatura [C]

=== |nterpolacion Directa

[

2

3

Posicion radial de la termocupla [m]




Interpolacion por polinomios de i FCEN
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L EXACTAS ¥ NATURALES

Se utilizan como base los polinomios de Lagrange

i=n+l —x,
p(x)=lx)= 11 =2
Lix)= 11 2o
k Xk i (xe—x)

1.:_1,1¢k
1 (x,)= l_lﬂ[H b —g
KA ek )

Base:[lo(x) L(x) .. ln(x)]

El SEL a resolver es el siguiente

1 0 ... 0]/[a,\ [y,
0 1 ... Of|a,|_|y, La solucion es directa! a =y, ,,
00 .. 1la,) \y..

YN,EO ak¢k(x):Y1'lo(x)+J’2'11(X)+.V3'12(X>+---+yn+1'ln(x)







Ejemplo 2

P.(x)=2. v, L 0)=y L (x)+y L (x)+y,L(x)

0

Al agregar un punto se deben recalcular todos los polinomios...
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Ejem plO 3 AT
5 puntos, entonces se define un polinomio de grado 4 ;?ﬂgig: (Ijae la Temp
P,(x)=a, 1+a,-x+a, x’+a,-x’+a, x" - P =
IO(X)_(X X,) (X—x5) (x—x,) (x—x;) :(X_Z) x—3)(x—4)(x—5) 1 169.1
(%, =%, ) (%, = %3 ) (x, =%, ) (x,—x5)  (=1)(=2)(=3)(-4) 2 124,7
1 (x)= (X xy) (x—x;) (x— X4)(X_X5> _(x=1)(x=3)(x—4)(x-5) 3 57,6
(%= x1) (X7 X3) (%= x4 ) (X, %5) (1) (=1)(=2)(=3) 4 29,5
L(x)= (X X1)(X Xz)(x X4)(X_X5) :(x—l)(x—2)(x—4)(x—5) 5 66,2
(%= x,) (x5 %,) (%= x, ) (%= x5) - (2)(1)(=1)(=2)
O ) (k) _(x-1x-2)x-3)x-5
T () (k=) (X = xa) (x—xs) - (3)(2)(1)(=1)
1 (x)= (x,) (X ) (=) (X, _(x=1)(x=2)(x=3)(x—4)
(%= x,) (X5 = %) (%= x3) (xs—x,)  (4)(3)(2)(1)

[P, (x)=169,1-1,(x)+124,7-1 (x)+57,6-1,(x)+29,5-1,(x)+66,2-1,(x)|




Ejemplo 3

14
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Temperatura [C]

200

180

160

140

120

100

80

60

40

20

Medicion de temperatura en el tanque

=

X Temperatura [C]

Interpolacion Directa

Interpolacion Lagrange

66,2
7,6 )(
\ﬂg,s//
1 2 3 4 5

Posicion radial de la termocupla [m]
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Interpolacion por polinomios de Newton ==

Para construir el polinomio se utilizan los polinomios de Newton que
se determinan de forma recursiva.

n,(x)=1
n,(x)=1 ')nj(x)zl(x—xo)
=0 X)L 1 (xmxg)(x)
Base:[nO(X) n(x) .. nn(x)]

P.(x)=a,+a,(x—x,)+a,(x—x,)(x—x,)+a,(x—x,) (x=x,)(x=x,)+...

no(X,)=1 n,y(x,)=0 n,(x,)=0 o n,(xg)=0
n(x,)=x,—%, ny(x,)=0 . 0 ol [
a, | —
(X)) =X,= Xy My(%,)=(x— %) (X,—x;) ... 0 T );/2
' a Y+
.1 n1<xn):Xn_XO n2(xn>:<xn_xo)<xn_xl) (Xn_xn—l)“'(xn_xl). 1

Queda un sistema triangular inferior.
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Interpolacion por polinomios de Newton ==

El SEL se resuelve con sustitucion hacia adelante y los coeficientes
resultantes se conocen como las “diferencias divididas” de Newton

z_xo) (XI_XO) :A.V2_A.V1 _

E.V2_.V0) (¥1= o)
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Interpolacion por polinomios de Newton ==

El proceso de calculo se puede ordenar de la siguiente forma

X, Y,

X, Y, B Ay,

X, Y, & Ay, > A%,

Xy A B Ay, = A%, - Ay,

X, Y, \»‘ Ay, jﬁ A%y, if Ay, \AA Aty,

Colocar pares de datos (x,y) en primeras dos columnas.
Calcular los Ay usando de “pivot” el par de datos (x,y,)

Calcular los A%y usando de “pivot” el par de datos (x ,Ay)
Repetir (Calcular los A"y usando de “pivot” el par de datos (x_,A™y))
Los coeficientes son los componentes de la diagonal




i# FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS

Ejemplo i | e

15 |3
3 4 X y Ay A%y
45 3,5 15 |8
3 4 +(4-3)/(3-1,5)
=0,6667
45 35 +(3,5-3)/(4,5-1,5) +(0,1667-0,6667)/(4,5-3)
=0,1667 =-0,3333

P (x)=3+0,6667(x—1,5)—0,3333(x—1,5)(x—3)
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o
E jemplo 2 S

Posicion Temp Ay A2y A3y A%y

[m] [C] n(x)=1

1 L n(x)=1(x—1)

2 124,7  -44,4311 n,(x)=n, (x)(x—2)
3 57,6 55,7661 -11,3350 n,(x)=n,(x)(x—3)
4 29,5 -46,5370 -1,0529 10,2821 n,(x)=n,(x)(x—4)
5 66,2 257129  6,2394  8,7872 -1,4949

|P,(x)=169,1-n,(x)—44,4311-n,(x)—11,335-n,(x)+10,2821-n, (x)—1,4949-n,(x) |
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Ejem plo 2 S

Medicion de temperatura en el tanque

200

180 169,1

160 "~

\ X Temperatura [C]
140
\§4,7
T 120 X\ === |nterpolacion Directa
: AN
o}
© 100 \ === |nterpolacion Lagrange
2
g % 66,2 _
7.6 X Interpolacién Newton
. . /
40 205

20

0 1 2 3 4 5 6

Posicion radial de la termocupla [m]
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InterPOIaCién pOIinomial EXACTAS ¥ NATURALES

Una de las desventajas de las interpolaciones polinomiales vistas es que para
polinomios de érdenes altos (>4) se producen oscilaciones que por lo general
no son realistas. Este efecto se llama fendmeno de Runge y muestra una falta de
convergencia a medida que N tiene a infinito.

0 0

1 0,0625 2

2 0,125

3 0,25 LS

4 0,5 n Eg'
S 1 1ﬁ ‘ __PI10
6 0,5 0

7 0,25 & 1

8 0,125 ol |

9 0,0625 0 2 3 4 5 6 7 8 10

10 0 05 N w
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Interpolacion mediante splines ctibicos AN

Cuando se cuenta con muchos puntos, es mas efectivo interpolar de a trozos y unir
polinomios interpolantes de bajo grado para evitar oscilaciones.

Definicion:
Supongamos que tenemos N+1 puntos {(x,,y,)} cuyas abscisas estan ordenadas de manera
creciente, con a=x,<x,<..<x,=b. Se dice que una funcién S(x) es una spline cubica

interpoladora para dichos datos si existen N polinomios clbicos S,(x), que podemos escribir
en funcién de unos coeficientes s, Sy1, Sio, Sis COMO:

S, (x)=s, o *s, (x=x,)¥s, (x=x,)+s, (x=x,)°, para x€[x Ak=01,...,N—1
Y que cumplen las siguientes propiedades:

1)S(x,)=y,,como es una interpolacion, S debe pasar por los puntos conocidos

k’ kl]

)S
2)S,(x,.,)=S,.,(x,.,),El polinomio k se debe conectar con el siguiente (C"°)
3)S,'(x,,,)=S,.,'(x,,,),S debe ser continua(C")
4)S,""(x,,,)=S,.."(x,,,),S debe ser suave(C’)
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Interpolacion mediante splines ctibicos AN

Se denota como k; a la derivada segunda en el “nudo i” (punto x,).

Las derivadas segundas de los polinomios cubicos se pueden interpolar con
polinomios de Lagrange entre dos puntos.

S o ey )= )+ Ly (X)

[+1°7+1
siendo:
X— X—X
II(X): +1 , lH_l(X): /
X/_X/'+l X/'+1_X/'
kix—x_ )=k (x—x
S,,k(/}iﬂ)(X)_ /( /+l) /+l< /)
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Interpolacion mediante splines ctibicos AN

Integrando dos veces...
k(x—x., )=k (x=x)

i+1

6(x.—x.,,)

/

Evaluando en x;se elimina B
k/’<X/'_X'+1)3

6(X/'_ X/'+l)
Entonces se puede despejar A

S ()
— X —X.
(X/-—X- ) 6 I I+1

Analogamente evaluando en x . se obtiene B

y/'+l _k/'+l .
(X,-_X~+l) 6 (X/' X/'+l>

/

+A(x—x,,,)+B(x—x))

+1

Sk(i,/+l)(X):

+A(X'_X/+1)

/

Sk(/‘,/+1)(X/'>:y/:

A=

B=
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Interpolacion mediante splines ctibicos AN

Sustituyendo las constantes se obtiene la expresion para la evaluacién del polinomio
clbico entre el nudoiei+l

K, (X_X/+ )3 Kis (X_X/>3
Sk(i,/+1)(X>:6_ X,'_X:,l _(X_X/+1)(X/_X/+1) _6 - X[_X/H_<X_X/>(X,'_X/+1> +
+y/(X_Xi+l>_yi+l(X_X/)
Xi— Xis1

El polinomio depende de los valores de las curvaturas en los nudos k.

Para encontrar las k; se utiliza la continuidad de la derivada primera en cada nudo interiory
se forma un SEL

kf—l(X l_Xi)+2k/(X/—1_X/+1)+k' (X,-_X/+1):6(y"l_yf_yf_y/+1)

i— i+1
X/—l X/ X/' X/+l

Se impone que la curvatura inicial k, y final k, sea cero.

Esta restriccion se denomina “condicidn natural”
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Interpolacion mediante splines ctibicos AN

Resumen del método

* Se evalla la condicion de continuidad Cl en los nudos interiores.

* Seasignan ceros a los nudos de los extremos.

* Seresuelve el SEL para obtener las curvaturas en cada nudo interior,

* Se busca cual de los polinomios encierra al punto que se desea evaluar.

e Seusa lafuncion de evaluacion.
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EXACTAS ¥ NATURALES

Usando interpolacion por splines naturales cUbicos encontrar el valor de la
funcion dada por la tabla, en x=1,5. x 1 2/3 45

Vi =V y/,—y/ﬂ) y 01010

X/'—l_X/' X/'_X/'+l

k/—l(X/'—l_X/)-l-2 ki(Xi—l_Xi+1>+ki+1(Xi_X/'+1) :6(

O+4 k,+k,=—12
k,+4k +k,=12 >Resolviendo el SEL: k,=k,=—30/7,k,=36/7

k3+4/<4+O:—l2

El punto x=1,5 yace entre los puntos 1y 2, entonces se evalia S, ,(x=1,5)

k [(1,5=x,) ko [(1,5—x,) v (1,5—=x,)—y,(1,5—x,)
Sk(1,2)<1’5):6_ Py —(15—x,)(x,—x,) 5 | Txox, —(15=x,)(x,—x,) |+ —

Kt k
Sk(l,z)<1’5):6_l__(l’5_X2)3+<1’5_X2)]_6_2[_(175_)(1)3"'(1,5_)(1)]_)/1(1,5_)(2)—)/2(1,5—)(1):0,7679

I
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Ej e m p lo 2 EXACTAS ¥ MNATURALES
[m] [C]
1 169,1 \
150

2 124.7 ‘“xxw
3 57,6 i
4 29,5 E &\\x
5 66,2 & 100

1

3

X=1:5; 4
Y=[169.1,124.7,57.6,29.5,66.2]; !f)

XI=linspace(1,5,100); =

YI=interpl(X,Y,XI,'spline'); Hhhhﬁmﬁh_*ﬂ,,ffffff
plot(X,Y, 'xr' ,XI,YI,'-b")
grid on

3
Pozicion radial de la termocupla [m]
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Ajuste por minimos cuadrados SR

Cuando se ajusta un conjunto de datos, se aproxima la funcidon desconocida con otra que
puede ser una funcion algebraica, exponencial, logaritmica, etc.

Al realizar la aproximacién, la funcién aproximante no pasa necesariamente por los puntos.

El método es muy Util para identificar lineas de tendencia en nubes de puntos.

Sea f una funcién genérica con m parametros: f(x)=f(x;a,a,...,q,,)
El método busca el mejor ajuste de los parametros de la funcion respecto a los datos
Se observa la funcion del error cuadratico :

n

S(a,a,,...,a,)=2_[r,},donde r,=y,—f(x,) sedenomina residuo
=1

o , . 0S
Y se minimiza para cada parametro, es decir, a—:O,k:l,2,...,m
ak

En general se buscan ajustes con menos parametros (m) que cantidad de puntos
disponibles (n). Si m=n tendriamos una interpolacion.
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Ajuste por minimos cuadrados SR

Aplicacion 1;

Ajuste de una recta (Regresion lineal)
f(x)=a+bx

05 Z2y a—bx ) 2(—Zy+na+b2x)—

80 =1
ab Z2y a—bx)( 2(—ny+aZX+bZX)—
=1
Definiendo: x =~ ZX y— Zy
=1 =1
se obtienen ag+Xxb=7y,ax+ —Z X’ b:l—z x.y.-)bzzy/<xj_i_(>,a:)7—)‘(b
nim '] onim D x(x—x)
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Ajuste por minimos cuadrados SR

Aplicacion 2;

Ajuste de funciones algebraicas

X)ZZajfj(x)

2
S(a,b) Z V.- Za/fj ,]
If_l \
05S m n n
=2 Z Za/f/ )>:O_)Z f/ ]Oj:zyif
ﬁak i=1 j=11i=1 =1
\

En notacion matr|C|al resulta Aa—b

donde: Akj:z fj(X/')fk(X/))bk:Z y/'fk<X)
i=1 i=1




i# FCEN
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Ajuste por minimos cuadrados SR

En forma matricial
min||r|}>®" ®-a=d -y

Ajuste de rectas: se utilizan como base [1,X]

1 x
1 «x Y1
1 1 1 ... 1 2 1 (a\_[1 1 1 ... 1
1 x, | = "
Xl X2 X3 oo Xn+1 .3 Cll Xl X2 X3 oo Xn+1 :
) yn+1
1 Xn+1
Ajuste de parabolas: se utilizan como base [1,x,x’]
2
] - 1 Xl Xl ] -
1 1 1 .. 1 |1 x, « 1 1 1 ... 1 |
a
Xp X Xy oo X1 ox, X =lx, x, x5 ... x., |2
2 2 2 2 ) a, 2 2 2 2 :
X, X5 X3 ... X, : X, X5 X3 ... X y
] - 2 - - n+1
1 Xn+1 Xn+1
| |




Ajuste por minimos cuadrados

[C]
169,1
124,7
57,6
29,5
66,2

basgz[l,seno(x),cos(x)]

1 0,8415  0,5403
1 0,9093 —0,4161
¢=|1 0,1411 —0,98999
1 -0,7568 —0,6536
1 -0,9589 0,2837

5,0000 0,1762 -—1,2358] (4, 4471
0,1762 3,0471 0,1592 [{a,|=| 178,004
—1,2358 0,1592  1,9529 |\a,| \—18,056

100,006
la solucién del SEL es a=|50,026

49,961

| y~100,006+50,026 seno (x)+49,961 cos ( x) I
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Ajuste por minimos cuadrados SR

Medicion de temperatura en el tanque

200

180 169,1

140 N

24,7 X Temperatura [C]

o 120 \ m— Recta
g \
g 100 \ == Parabola
g N o
= 80 66,2 = Aproximacion MC
@ 7,6 (1,seno,cos)

60 A

40 29,5 N

20

0
0 1 2 3 4 5 6

Posicion radial de la termocupla [m]

34




