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El material que compone estas notas ha sido elaborado por la Prof. Estrellita
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habilidades de la disciplina adquiridos en el nivel medio, que son necesarios
para poder cursar exitosamente las materias del Ciclo Basico.

Para el mismo se utilizaron las notas de clases de los docentes y como
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A. LA FUNCION EXPONENCIAL
1. Introduccion

Imaginemos que una institucidn bancaria tiene una tasa de interés fijo e igual a i% al mes para
una determinada inversidn. Supongamos que un inversor inicia con un capital de P pesos,
una aplicacidén en este tipo de inversidon. Vamos a analizar mes a mes el comportamiento de
su saldo, suponiendo que no hace ninguna retirada de dinero.

Después del 1° mes tenemos:

Capital :P

Interés : P-i

SaldoS(1) : P+P-i=P(+1i
Después del 2° mes tenemos:

Capital :P(1+10)

Interés : [PA+D]-i=PA+i)-i

SaldoS(2) : P(A+)+PA+iD)-i=PA+i)-(1+1i)=P+i)?
Procediendo de la misma manera, llegaremos a la conclusién

Después del 3° mes tenemos un:  Saldo (3) S(3)=P(1+1i)3
Después del 4" mes tenemos un: Saldo (4) S(4)= P(1 + i)*
Después del enésimo mes tenemos un:  Saldo(n) S(n)=P(1+ D"

La férmula utilizada S(n)= P(1 + i)™ es una funcién del tipo exponencial, pues la variable n
aparece en el exponente.

Hemos visto funciones del tipo

/\

POLINOMIALES RACIONALES
|
X)=—— Con Q(x) =0
f(x) = x? ) Q(x)
Variableen el

flx) = x3 exponente
Veremos ahora funciones con la
variableen el exponente = YV = f(x) = a®

Con la finalidad de estudiar esta funcién haremos un breve repaso de las propiedades de Ia
potencia.
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2. Potencia de exponente entero y exponente racional.
Recordemosque R* =R —{0} vy Q" =Q — {0}
Resumen de las propiedades
Paraxe R* ey€eR"; a€Q ; beQ
a. x%-xP = x%*P (Producto de potencias de igual base)

b. x® + x? = x%=Y (Cociente de potencias de igual base)
c. (x-y)*=x%-y®(Distributiva de la potencia con respecto al producto)
a a
d. (g) = ;% (Potencia de una expresion fraccionaria)
e. (x®P = x% P (potencia de otra potencia)
f. x1=x
g. x%=1
a
h. (x)™* = (i) (Exponente negativo)

Ademas de estas propriedades, si el exponente es un racional en su expresion
fraccionaria, tenemos:

(x)p/q = Yx?P ;dondep €EZ y q € Z* (0oseap esunenteroy g esun
entero positivo)

Ejemplo 1
Calcular, en caso de que sea posible a una sola potencia
a. 23-2%=23""=27=128
3 1 3.1 5
b. 31:32=33"2 =31 o V35=313
c. 5*+53=5%3=51=5
d 3°+35=3"=3=1
1
4 .95 _~4-5 _ -1 _ (1} _1
e. 24 +25=245=7 _() =2

3 3 3 3 3 3
E-0r=0r"=0"=0"="16
3/ "3/ T3 T \3 2/ 2
3\2 [2\3
OO
(como tenemos bases diferentes, nos vemos obligados a hacer las cuentas)
(3)2.(3)3 _0.8 _ 9
4 5/ 16 125 250
5 3
@)
5 2
(también tenemos bases diferentes, pero es posible obtener las mismas bases aplicando
la propiedad del exponente negativo)

O @ -0 -0 -0 -0 -0 -2F

Ejemplo 2

[

H

Efectuar:

a. (@®?=a®?=q"
3

1\ 5 1 3 3
b. (a5)4=a5'z=a§=§/ﬁ=8\/§
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1

2
3/12 1\3 2 _2 21
C. 2.3(0,5)2=2. (E) :2.(5)3:2_(2 1)3:2'23:213=23=W
d. 2—x+2x=2—x—x:2—2x

1

1 1 1.1 5
e. 33-4V3=33-32=33"2 =36 = 35
Ejercicios propuestos

1. Reduzca a una sola potencia:
a. a’-a*-a-a3 c 2) . 2\ 72
. 0-0) . 9
2. Efectie
_2 . x—2 -~ x-3
.+ ()G G G 02502
o (G+3)

3. Potencia de exponente real.
Es importante saber que las propiedades de las potencias para exponentes racionales
permanecen validas para exponentes irracionales.

Recordando que la unién de los numeros racionales Q, con los irracionalesI, 0seaQ U ,
da como resultado los nimeros reales R, tenemos:

Las propiedades de las potencias para exponentes racionales permanecen validas para
exponentes reales (si la base es positiva).

Observacion:
» En el caso particular de « real y positivo, tenemos 0% = 0
> Sin embargo 0° es una indeterminacion.
Ejemplos
Calcular:
a. 3V2.35 = 3V2¢5
b. 5311' = 521‘[ — 537r—27r = 57

- (-0 =07 -0

Ejercicios propuestos

3. Calcule:
G A « @)
4. Calcule:
N (\/g)é b 3-v2 ¢ mtomen®  d (VZ+v3) e (V3-v35)
f. 3-37 g 2V2+2V2 h. (27)3 i. (V3-+2)(V3++2)
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4. La Funcion Exponencial — Definicion.

Recordando el ejemplo de la introduccion, podemos definir la funcién exponencial asi:

Sea a un numero real positivo y diferente de 1 (a € R} y a # 1) definimos
la funcion exponencial con base a a la funcién

f: R—> RL definida por f(x) = a*

Son ejemplos de funciones exponenciales:

a. f(x) =5% (enestecasolabaseesb5)
b. f(x) =(0,4)* (eneste caso labasees0,4)

c. fx)= (\/E)x (en este caso la base es V5)

TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 1. En las siguientes funciones definidas, identifique las que son funciones
exponenciales.

a) y=10% b) f(x) = x° c) y =10x
d) y="=" e) f(x) = (0,1) y=2

Si la base a es 10, la misma se conoce como base decimal y la funcién f(x) = 10* se conoce
como funcién exponencial decimal, haciendo referencia a la base 10.

En numerosas aplicaciones, la opcién mas adecuada para una base es el niUmero irracional
e = 2.718281828 ...
conocido como numero neperiano.

Recuerdeque 2 < e < 3

Cuando este numero es usado como base de la potencia, la funcidén dada por f(x) = e*
recibe el nombre de funcién exponencial natural. Su gréafica se ilustra en la siguiente figuray
se compara con las funciones exponenciales de base 2y 3

8

y=fe)=3"

y =) =e*

y=fx)=2"

2,7182.. =€

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Aseglrese de ver que para la funcidon exponencial f(x) =e*, e sea la constante
2.718281828 ..., mientras x sea la variable.

Para todos los otros casos es solo llamada funcién exponencial.
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5. Grafico de la Funcion Exponencial.

Las graficas de todas las funciones exponenciales tienen caracteristicas semejantes.
Analizaremos la imagen de la grifica de funciones exponenciales a través de algunos
ejemplos.

Ejemplo 1

y=flx)=2"

Construimos una tabla de valores con los puntos pertenecientes al grafico cartesiano de la
funcion, atribuyendo valores arbitrarios a x y, enseguida, calculando el valor de f(x) para
cada uno de esos valores. Ejemplo:

y=f(-2=272=1/,; y=f(-1D=21=1/, ;y=f0)=2°=1
y=f)=2'=2; y=f(2)=2>=4

X f(x) =2* 4
—2 1f4, 3
. 2
-1 lfz
0 1 _/
1 2 -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4
2 4 n
Tabla Gréfico

Observamos que cuanto menor es el valor de x, mas los puntos del grafico de la funcién se
aproximan del eje x, sin embargo, no llega a tocarlo nunca. La recta sostén del eje x, por este
motivo es llamada de asintota a la curva; palabra que viene del latin “asymptota” que significa

“linea” .
Ejemplo 2
1 X
y=fe)=5)
Procediendo del mismo modo que en el ejemplo anterior, tenemos:
1\

= f(x) = (E)

—2 4

-1 2

0 1

1 1j2

2 Y, T [

Tabla Grafico

Observamos que cuanto mayor es el valor de x, mas los puntos del grafico de la funcién se
aproximan del eje x, sin embargo, no llega a tocarlo nunca. Por este motivo, la recta sostén del
eje x, es una asintota a la curva.
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Ejemplos 3: Funcidn exponencial natural

Trace la gréfica de cada una de las funciones exponenciales naturales.
0,24x

a) y=2e
b) y= %e—o,ssx

y = 20024

: .

De lo expuesto anteriormente podemos clasificar la funcion y = f(x) = a* en:

e Crecientesia > 1

e Decrecientecuando 0 <a<1
Podemos resumir las propiedades de la grafica de la funcion f(x) = a*

1. Dominio: R

2. Imagen: R} (reales positivos)

3. Siempre pasa por P(0,1)

4. Lafuncion es inyectiva, o sea que: f(x1) = f(x3) = x1 = x,

5. Lafuncién es sobreyectiva, o sea que: Vy € R} ,existe x € R tal que y = a*

6. De (4)y (5) podemos decir que la funcidn es biyectiva.

7. Sia > 1, lafuncion es creciente, o sea: x; > x, = a*t > a™*2

8. Si0 < a < 1,lafuncién es decreciente, o sea: x; > x, = a*t < a*?

9. Eleje x es asintota de la grafica.
Como hemos visto en los ejemplos y ejercicios anteriores se puede ver que la gréfica de una
funcién exponencial es siempre creciente o decreciente. En consecuencia, las gréficas pasan
la prueba de la recta horizontal y, por tanto, las funciones son uno a uno o inyectivas.
Se puede usar la propiedad biunivoca para resolver ecuaciones exponenciales sencillas.

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 2. Represente graficamente las siguientes funciones (utilice los conceptos
aprendidos sobre desplazamiento de graficas)
1 xX—2
b) y =3%—1 b) y= 21 ) f(x) = (3) d)y=1+2*
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TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 3. Verifique si las funciones abajo son crecientes o decrecientes en R. Justifique
3 X
a) f(x) = (1,6)* b) y = 10% &) f(x) = (Z)
_ V5\"
d)y = (1077 e) f(x)=<7> f)y=mn*
3 —-X \/7 —-X
=(V2-1 * h)y= (—) Dy =[—
9y ( ) )y V5 )y 2
Ejercicio 4. La funcién f(x) = 5* es una funcién exponencial con base .........cc...... Evalte la
funcién en los siguientes casos:
a. f(=2)=
b. f(0) =
c. f(2)=
d. f(6)=
Ejercicio 5. Trace la grafica de la funciéon haciendo una tabla de valores. Use calculadora si es
necesario.
a. f(x)=3*
1 X
b. h(x) = (3)
Ejercicio 6. Grafique ambas funciones en un conjunto de ejes.
a. f)=2* y glx)=27"
b. fx)=4" y gx)=7"
Ejercicio 7. Relacione cada funcidn exponencial con su gréfica.
a. f(x)=2* I 5 Il -
b. f(x) = Z_x \‘\ £ als
c. flx)=-2% e g T I [ i Lo
REa L n i s
d f(x)=-27% 1 \
11 YA / v y
b il
e G 5
7
I g
I /
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Ejercicio 7. Encuentre la funcion exponencial f(x) = a* cuya grafica nos dan.

.‘.

T 1 x “_/I R
(z-1)

d)

Ejercicio 8. Grafique la funcién, no localizando puntos sino empezando desde las graficas
modelos y haciendo las transformaciones adecuadas.

a) flx)=-3%
b) gx)=2*-3

c) h(x)=4+ G)x

Ejercicio 9. Encuentre las funciones f e g y g o f; y determine sus dominios.
fx)=2*, gx)=x+1

6. Ecuaciones Exponenciales.

Llamamos de ecuacién exponencial a toda ecuacion que presenta la incégnita en el exponente.
Son ejemplos de ecuaciones exponenciales:

3*=1 ; 5%3=10-2*1' ; g@g¥=3

Resolver una ecuacién exponencial significa encontrar el valor (o valores) de la incognita que
haga la ecuacién una sentencia numérica verdadera. Por ejemplo, en la ecuacién 2* = 32, el
valor x = 5 es una raiz, pues 2°> = 32.

Es posible transformar (a través de las propiedades) algunas ecuaciones en otras equivalentes
gue posean, en ambos miembros, potencias de la misma base (mayor que cero y distinto de 1).
Obtenido esto, y recordando que la funcién y = a* es inyectiva, llegamos a una ecuacién que
envuelve solamente los exponentes de los dos miembros.

Cuando no es posible obtener potencias de la misma base en los dos miembros, utilizaremos
otros métodos, en especial los Logaritmos.
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En esta parte del curso, no haremos uso de los logaritmos para resolver las ecuaciones

exponenciales.

Observe con detenimiento los ejemplos de ecuaciones exponenciales, siendo U = R . Es
importante que preste atencidon a cémo se puede reducir, en estos casos, a la misma base, para

resolver la ecuacion.

Ejemplo 1
Resolver la ecuaciéon 3* = 9
Solucion
3* =9
3x — 32
x =2
El conjunto solucién es S = {2}

Ejemplo 2
Resolver la ecuacion V3 = 27%
Solucion
1
Como+/3 =32z y 27 = 33, tenemos:
1 1
32 = (33)x = 32 = 33%
1 1

Ix==-=>x=-—
x=52x=¢

. ., 1
El conjunto soluciénes S = {g}

Ejemplo 3
L2\ 27
Resolver la ecuacion| — = |(—
3 8
Solucion
27 33 33 27 2\ 73
Como—=—<= (—) > —= (—) , entonces:
g8 23 2 8 3

25x 2—3 5 3 3
=) e smem 3

. .z 3
El conjunto soluciénes S = {— E}

expresamos el 9 en la base 3
por la propiedad biunivoca

Compruebe su respuesta:

Parax = 2
32=9

\_

J

4 )

Compruebe su respuesta:

Para x = 1/6

276 = §/27 = 3% =3

g )

(
Parax = — 3/5
O -gr- -2
_

~

Compruebe su respuesta:

J

Ejercicio 10.

TRABAJO PRACTICO N° 5

Siendo U = R, resuelva las ecuaciones exponenciales
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a)5* =125 b)81—-3*=0 c)125:5*=-1=0
d) 2¥ =+2 e) V8% =64 f) 8% =364
Ejemplo 4
Resolver la ecuacién 2% + 2*+1 = 24
Solucion

Compruebe su respuesta:

La ecuacion puede ser escrita asi: 2* + 2% - 2 = 24

Sustituyendo 2* por y Parax =3

y+2y=24 28 42341 =8+ 16 =24 [
3y=24=>y=28

2*=8=235x=3 - /

El conjunto solucién es S = {3}

Ejemplo 5
Resolver la ecuacion 3 - 2¥t1 —4..2%"2 _ 6 .2% = —4
Solucion
x+1 — 9. 9x x-2 _2° _ 2"
202;21 4_ zzxj y6 22x __ 2; B ( Compruebe su respuesta: \
3.2.9x _ 4.2 _g.0x — _4 Parax =2
4
6:2% 2% _§.2% = _4 3.2211 _ 4, 2272 _ g 22
_ox— _y4 —38—41-64=—4

2*=22>x=2 k )

El conjunto soluciénes S = {2}

Ejemplo 6
2 Compruebe su respuesta:

1 X=X
Resolver la ecuacion 9% = (—)

3 Parax = -1

Solucion 12—
-1_1 N1
Como9 =232y §= 3~1, entonces: V=g (3) =9
(32)* = (3—1)x2—x
32x — (3)x—x2 Parax =0
2x = x — x? (0)2—(0)
2 , wo1 (70
x*+x=0=>x,=0 6 x, =-1 3
El conjunto soluciéones § = {—1,0} \ /
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Ejercicio 10.  Siendo U = R, resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales
82 0.5)\3X—2 5 6 -
xX—4 X — i — 23x — 22x—4
a) 3574 + 3% = = b) (%) i o)V Y
5x x 8X
d) 2x+2 + 2X =80 e) 55_4 = (%) f) P = 2x+2
4 — 5 . 53-2x — -2 . x=2 _ (1 _2'(2)‘:1)
g) Va2 — 387 =0 h) 4 (0,1) ) 45 =(3)
Ejemplo 7
Resolver la ecuaciéon 4* — 3 - 2*"+ — 5 - (E) =10+ 2-2**
Solucion

Analizaremos los términos de ambos miembros por separado y luego los sustituiremos en la
ecuacion exponencial.

Asi:
4x — (ZZ)X — 22x — (ZX)Z (1)
X— — ZX
2x1 = 5 (2)
=271 (3)
2%+ = 2% 2 (4)

Sustituyendo en la ecuacién dada, tenemos:

2—X
4x—3-2x-1—5-(1) =10 42 2%+
2

(292 -3-2 —5-(27)* " =10+2-2% 2

Reescribiendo:
(2%)2 —%-zx —5-(2)*2=10+4-2* (5)

Como (2)¥ 2 = z—z = % (6)

Reemplazando (6) en (5) y reescribiendo
(2%)2 —2-2% —2-2% =10 + 4-2* (7)
Si hacemos 2* =y (8)

Reemplezamos (8) en (7)

5
)’ =5'y =2 y=10+4-y
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Multipliguemos por 4 ambos miembros para eliminar las fracciones y trabajar con
coeficientes enteros.

4-[()2 =2y —2-y] =4-[10+4-y]

4y? — 6y — 5y =40 + 16y Distributiva en ambos miembros

Efectuando las operaciones algebraicas necesarias, tenemos:

4y%2 — 27y —40 =0 (9)

Las raicesde (9)sony, =8 ey, = —2

Para y; = 8, en (8) tenemos: *=8 = 2*=23 = x=3

Para y, = —%, en (8) tenemos: 2* = —Z , lo cual es imposible pues el rango de la funcién

exponencial son los reales positivos, o sea, a* > 0 para todo x real
Por lo tanto, el conjunto solucién es: § = {3}

( Compruebe Su respuesta: \
Parax =3
1 2—-3
43 — 3231 —5.(§> =64—12—10 =42
104 2.23*1 =10+ 32 =42

J

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 11. Siendo U = R, resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales

a) 5*7% 4+ 3-5%t1 =351 + 5%
b) 4* =10-2* — 16

Ejercicio 12. Se a y B son nimeros reales y 2% = m y 2# = n, entonces 4% ¥ es igual a

2

a) 2+ (m—n) b) o) — = d) 2 e) 2n
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