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PROLOGO

La extension de la ensefianza obligaloria hasta los 16 afios en muchos
paises ha tenido como primera consecuencia la proliferacion de asignaturas
que se corresponden con el interés inmediato de la mavoria de j6venes (in-
formatica, técnicas andiovisuales, teatro, economia, educacion para la salud,
etcétera), en detrimento de las disciplinas humanisticas v cientificas, cuyos
horarios se han visto reducidos drasticamente. A ello hay que afiadir, en el
caso espaifiol, la canalizacion de todo el alumnado a través de una via tinica,
que hace compartir las aulas a estudiantes con demandas de formacién contra-
puestas —académica para unos, profesional para otros—, cuando no carentes
de cualquier interés por aprender, como es el caso de los llamados «objeto-
res escolares». Como consecuencia del recorte de los horarios y de la talta de
diversificacién curricular, los profesores de ensefianza media, a pesar de sus
esfuerzos por mantener el orden en el aula y por atraer el interés de grupos tan
heterogéneos, contemplan impotentes la promocidn automatica de alumnos
con una deficiente expresidon oral y escrita o que a duras penas son capaces de
utilizar correctamente las operaciones aritméticas.

Por lo que se refiere a la enseflanza de las matemadticas, es un hecho
constatado que muchos estudiantes acceden a la universidad sin dominar el
dlgebra elemental y sin la menor idea de lo que pueda ser un niimero complejo.
También se constata la desaparicidn de la geometria euclidea del plano en las
matemadticas no universitarias, aunque su espiritu siga planeando en el dibujo
técnico que algunos estudiantes toman como asignatura opiativa. Pere, con
ser graves estas carencias, alin lo es mas ¢l desconocimiento generalizado del
lenguaje matemaétice (incluido el conjuntista} y del método deductivo, pues la
légica ha sido eliminada de los programas de humanidades y las demostracio-
nes de las proposiciones matemdticas son generalmente reemplazadas, en la
enseflanza secundaria, por simples ejemplos ilusirativos.

Como su tilulo expresa sucintamente, este pequerio libro es una introduc-
cion al dlgebra abstracta y a los fundamentos de las matemadticas, y esta
concebido como texto para un curso de apreciacién matemadtica, de los que
se ofertan en los centros de formacién del profesorado, o para un curso sobre
fundamentos (o dlgebra y fundamentos) de los que reciben los estudiantes de
matematicas, fisica e ingenieria. El término «introduccién» que aparece en el
titulo no hace referencia a la sencillez de los conceptos y de las demostracio-
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nes, sino a la necesidad de volver a los temas aqui tratados por parte de los
futuros matematicos. En efecto, por lo que se reliere a los fundamentos, el
estudiante debera profundizar cn Ia 16gica matematica (estudiando célculo de
predicados), en los conjuntos infinitos (estudiando ordinales transfinitos) y en
la teoria de conjuntos (estudiando alguna teoria axiomdtica); en el caso del
slgebra abstracta, cuya presencia en este libro se limita al minimo imprescin-
dible para abordar la construccién de los sistemas numéricos y ciertos proble-
mas cldsicos, es evidente que el alumno necesitard ampliar sus conocimientos
de las estructuras basicas (grupos, anillos, cuerpos y espacios vectoriales) y
estudiar otras nuevas {(madulas, dlgebras, etc.).

El libro es fruto de la experiencia docente de los autores con alumnos de
los primeros cursos en universidades espafiolas, argentinas y ecuatorianas, y
tiene los siguientes objetivos:

1. Mejorar el conocimiento del lenguaje conjuntista y, en general, del
lenguaje matematico (Capitulo 1).

2. Entrenar a los alumnos en el manejo del método deductivo (descrito
en los Capitulos 1y 2, pero utilizado a lo Jargo de todo ¢l texto).

3. Introduciralos esiudiantes en jos fundamentos de las matemaiticas.
El estudio de los cardinales transfinitos en el Capitulo 2 puede parecer pre-
maturo, pero el conocimiento de los conjuntos numerables es imprescindible
para abordar el andlisis matematico (Teorerna de Lindelsl) o el calculo de pro-
babilidades (el conjunto de los puntos de disconiinuidad de cualguier funcién
de distribucion es numerable).

4. [ntroducir las estructuras algebraicas basicas. En los Capitulos 3, 4
y 7 se estudian sucinlamente los grupes, los anillos (incluyendeo los anillos de
polinomios), los cuerpos y los espacios vectoriales, respectivamente. Lo que
sc pretende es [amiliarizar a los alumnos con los axiomas, los conceptos y las
propiedades fundamentales de estas estructuras.

5. Construir los sistemas numéricos, desde los nameros naturales (car-
dinales finitos) a los nimeros complejos. En los Capitulos 3-6 se utilizan los
conocimientos sobre dlgebra basica para llevar a cabo la construccion de cada
dominio numeérico a partir del precedente (generalmente como estructura co-
ciente). Para no recargar esta parte del libro hemos pasado de puntillas sobre
los teoremas de unicidad, cuyo interés es dificil de explicar a los alumnos.

6. Proporcionar nociones basicas de historia de las matemiticas. Este
objetivo se concreta en forma de notas histéricas y en la atencién prestada -a
lo large de todo el libro- a las consirucciones con regla y compas, tornandose
explicito en el Capitula 7, donde se cierran negativamente lres problemas
clasicos de la geometria gricga mediante argumentos de dlgebra bdsica, al
~liempo que se discute la existencia de las bases infinitas (bases de Hamel) en
espacios vectoriales.

En el caso de ser utilizado como texto para un curso cuatrimestral, puede
ser necesario efectuar recortes en su contenido. 8i los alumnos tomaron con
anterioridad un curso de introduccion al dlgebra, pueden suprimirse total-
menie las secciones 3.1 y 3.2, y parcialmente las 4.1, 4.2 y 4.3. Las secciones
2.4,2.6,2.7, 33,43y 5.5, asi como el Capftulo 6 en su conjunto, son de ficil
lectura, por lo que no requeririan ser expuestos en clase. El contenido de las
secciones 5.3 y 5.4, relativamente dificiles, puede considerarse también propio
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del analisis real, por lo que las pruebas podrian ser transferidas a la asignatu-
ra correspondiente (que posiblemente se desarrolle en paralelo). El Capitulo
7 es de lectura independiente, por lo que podria suprimirse en su totalidad
(cosa que no aconsejamos por agrupar interesanies aplicaciones del dlgebra
abstracta a la resolucién de importantes problemas clasicos de la geometria y
de la teorfa de funciones).

Aunque ¢l libro contiene demostraciones de todos los resultados enuncia-
dos, excepto las relaciones entre las proposiciones indemostrables (Seccién
2.6) y el Teorema Fundamental del Algebra, puede ser conveniente eliminar
algunas pruebas dificiles (como la del Teorema 2.1 —de Bernstein— o la de
alguna proposicién de [a Seccién 5.4, acerca de la complelitud de [a recta real)
0 que aporien escasas novedades metodélogicas (como algunas de la Seccidn
2.4, donde se discuten los diferentes casos posibles). Y es que la presentacion
deductiva de una materia no tiene por qué llevarse hasta sus ultimas conse-
cuencias, cuando el precio a pagar por ello es el agobio, el aburrimiento ¢
la desmotivacion del estudiante. Al profesor carresponde adaptar el conteni-
do del curso a la madurez matemdtica de sus alumnos. Lo que ¢s de todo
punto imprescindible es la resolucién y discusién de los ejercicios intercala-
dos y de buena parte de los problemas seleccionados al final de cada capitulo
{sefialdndose con un asterisco aquellos que encierran cierto grado de dificul-
tad), que deben servir como test del aprovechamiento por parte del alumno.
Para facilitar la autoevaluacién, se incluyen al final las soluciones de los pro-
blemas propuestos.

LOS AUTORES

Alicante, enero de 2000






CariTULO 1

INTRODUCCION A LA TEQORIA DE CONJUNTOS

La teorfa de conjuntos es una de las pocas disciplinas matematicas atri-
buibles, en buena medida, a un solo autor, Georg Cantor, quien desarrollé, con
la dnica ayuda de su amigo Dedekind, entre 1874 y 1899, una aritmética del
infinito cuyes rudimentos se exponen en el Capitulo 2. Aunque sus resultados
generaron una fuerte polémica hasta fin de siglo, gedmetras como Klein {cuyo
Erlanger Programm reducia la geometria al estudio de los grupos de transfor-
maciones), analistas como Lebesgue (introductor de los conceptos de medida
y de integral generalizada) y algebristas como Weber (autor de un famoso ma-
nual sobre dlgebra abstracta) o Steinitz (artifice de importantes aportaciones a
la teorfa abstracta de cuerpos) convencieron a los matemadticos de las grandes
ventajas que ofrecia el lenguaje conjuntista, hasta el punto de que el mas fa-
moso matemdtico de principios de siglo, David Hilbert, proclamé que «nadie
nos arrojard del parafso que Cantor ha creado para nosotros». Este punto de
vista se impuso definitivamente con la publicacién, a partir de 1938, de la gran
enciclopedia estructuralista firmada por Nicolas Bourbaki, seudénimo de un
grupo de grandes matematicos franceses.

El propasiio de este capitulo es introducir al lector en las formas mas
habituales del razonamiento matematico ¥y, sobre todo, ampliar sus conoci-
mientos acerca del lenguaje matematico. Este lenguaje se ha ido formando a
lo largo de los siglos después de muchos intentos infructuosos. Asf, de todos
los sistemas de numeracidn introducidos a lo largo de la historta, se ha im-
puesto el drabe porque permite representar a cualquier nimero natural, por
grande que sea, y facilita las operaciones aritméticas. Las civilizaciones grie-
ga v romana fueron muy avanzadas en ciertos temas, pero cuando un texio
clasico habla de ejércitos con «innumerables soldados» no se trata de un tro-
po, sinc de una carencia cultural. Suele decirse de forima un tanto abusiva que
los babilonios {cue wilizaban, por cierto, un sistema de numeracicn de base
60, nada menos) resolvian ecuaciones de primero y segundo grado cuando,
de hecho, carecian de la notacién que les permitiese escribirlas. En realidad,
sabian resolver algoritmicamente problemas que ahora planteamos mediante
ese tipo de ecuaciones. La representacién actual de las ecuaciones es relati-
vamente reciente. Asi, el signo = data de 1557 (introducido por Recorde) ¥
el uso de las letras del abecedario para representar coeficientes e incognitas
lo hemos heredado de la Italia de] Renacimiento, no existiendo por entonces
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una regla fija para elegir la representacion de unos y otras. Viéte reservd las
vocales para representar las incognitas y Descartes las tltimas letras del abe-
cedario, costumbre universalmente aceptada desde 1637, Norma tan sencilla
nos ahorra preguntar cudl es la incdgnita a despejar cuando se nos pide resol-
ver una ecuacién como ax = b. El empleo de una notacién adecuada, sencilla
y sugerente, facilita el cdlculo y el razonamienio.

Se trata, por lo tanto, de un capitulo instrumental, repleto de definiciones
y de convenios, tan formativo e ingrato como pueda serlo Ia gramatica para
un futuro escritor o el solfeo para el futuro musico. Consudlese el lector con
la certeza de gue le dari acceso a otros capitulos mucho mds gratificantes.

1.1. Calculo proposicional

Existe cierta semejanza entre la matemética y el ajedrez. 8t nos invitan
a jugar contra un programa de ordenador cuando la partida ya estd iniciada,
empezaremos analizando la posicion que ocupan las piezas; a continuacién di-
seflarernos un plan y lo pondremos en practica utilizando las reglas del juego,
a sabiendas de que el ordenador no aceptara movimientos ilegales. 8i somoslo
bastante agudos, v 1a posicidn inicial de las piezas lo permite, acabaremos por
hacer jaque mate. Andlogamente, si nos piden que demostremos un feoremia
(senlencia relativa a objetos matematicos, también llamada proposicion si se
considera fdcil de probar o menos importante, corolario si es consecuencia
directa del resultado que le precede v lerra si va a ser utilizado més tarde para
demosirar otro resultado verdaderamente interesante), la hipdiesis (condicio-
nes que se suponen satisfechas) y la zesis (lo que se afirma gue se cumple en
esas condiciones) hacen las veces de situacién inicial del tablero y jague mate.
De las condiciones contenidas en la hipdlesis se irdn derivando nuevas senten-
cias (comparables con las posiciones intermedias del tablero a lo largo de la
parlida) utilizando reglas logicas de aceptacidn universal o convenida (como
las reglas del juego en el caso del ajedrez), la dltima de las cuales debera ser la
Lesis. Desgraciadamente, no basta con conocer las reglas del juego para ganar
una partida de ajedrez, como tampoco basta con dominar las reglas l6gicas
para demostrar un teorema, pues, en ¢l primer caso, podemos enfrentarnos
con un rival —o programa— demasiado fuerte para nosotros ¥, en ¢l segundo,
la dificultad de la prueba puede ser insuperable. De lo diche se desprende que
los teoremas mateméticos son de naturaleza hipotético-deductiva en su pre-
sentacion, aunque sea la induccién la que haya proporcionado la conjetura
(que es al teorema lo que ¢l embrién a la criatura), asi como el esquema men-
tal de la prueba. Hay que lamentar que los textos matem:ilicos casi siempre
oculten —por economia del lenguaje o por mera costumbre— el papel de la
induccion. Para lograr una prueba correcta es esencial tener un buen plan de
accién, y para ello se requiere intuicion, desarrollada ésta mediante la prictica
(frecuentacién de los objetos matematicos, sobre todo analizando ejemplos) y
el estudio. Sin embargo, lo primero que tiene que hacer el futuro matematico
es conocer bien las reglas de la deduccion vy el lenguaje matemdtico, pues sélo
asi podrd oplar a desarrollar las habilidades superiores. Hay que reconocer
que este aprendizaje requiere esfuerzo, pero merece la pena intentarlo,

Una oracién del lenguaje de la que tiene sentido afirmar que es verdadera
(en cuyo caso decimos que su valor de verdad es 1) o falsa (valor 0) se denomi-
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n4, en ldgica, proposicion. Son proposiciones, por ejemplo, «Felipe 1T fue rey
de Espafia», sLas bicicletas tienen seis ruedas» o «El cuarto decimal de 7 es
7». Cada una de ellas es verdadera o falsa, no hay posible ambigiiedad, Por el
contrario, ne son proposiciones las oraciones «;Qué tal estas?», «No le asomes
a la ventana» o «La funcidn f (x) = cosx es conmutativa». Las oraciones inte-
rrogativas o imperativas no tienen ningun valor de verdad v, por otra parte, la
ultima oracién es ambigua, puesto que no existe ninguna definicién aceptada
de conmulalividad aplicada a las funciones (si alguna vez se estableciese dicha
delinicién, esie ejemplo se convertiria en una proposicion).

Las proposiciones se combinan medianle conjunciones gramalticales (y,
0, nii,...), 0 expresiones sustitutorias, para obtener nuevas proposiciones. Des-
graciadamente, el lenguaje ordinario es ambiguo: si alguien nos dice que, en
cicrto lugar, hoy «llueve o hace frio», no sabemos si se excluve la posibilidad
de que ocurran ambas cosas a la vez; si, alternativamenie, sc nos dice gue «si
llueve, no hace frio» podemos entender que se estd afirmando la existencia de
una relacién causal entre ambos fendmenos o que tan sélo se constata un he-
cho empirico. De ahi que convenga precisar el significado de los operadores
légicos en funcién de la verdad o falsedad de las proposiciones conectadas.
Asi, acoerdaremaos que la disyuncién {denotada por v) de dos proposiciones es
falsa tan sélo cuando lo son las dos proposiciones conectadas, que la conjun-
cién (/) es verdadera tan solo cuando lo son ambas partes, que la implicacién
(=) solo es falsa cuando el antecedente es verdadero v el consecuente falso,
mientras que la doble implicaciéon o equivalencia (<) es verdadera si, y
solamente si, las dos proposiciones conectadas son simulténeamente verdade-
ras o falsas. Todos estos operadores son binarios por conectar dos elementos,
mientras que la negacidn (que se representard superponiendo una linea) es
un operador monario por afectar a una sola proposicion, cayo valor de verdad
es el contrario al de la proposicidn negada. Estas definiciones se memorizan
ticilmente recurriendo a las llamadas tablas de verdad, que expresan el valor
de verdad (0 o 1) de la proposicidon compuesta en funcién del correspondiente
a sus componentes.

Definicidon 1.1. Se definen cuatro operadores logicos binarios (disyuncion,
conjuncion, implicacion y equivalencial v uno monario fla negacion), a saber,

lpvglrrnglyr=20q|p<=gq]
1 1 1 1 v |7

0
!

o —

pldg
111
110
01
0|0

1 0 0 0
1 0 1 0
0 0 1 1

Una proposicién compuesta es una tautologia cuando es siempre verda-
dera, cualquiera que sea el valor de verdad de las proposiciones simples que
la forman (es decir, cuando la columna correspondiente en la tabla de verdad
s0lo contiene el valor 1).

Ejemplo 1.1. {((p = ¢) A (g == p)) < (p <= ¢) es una tautologia. En
electo, tentendo en cuenta las definicicnes,
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(Pla]le=ara=pr) ] e=aArlq=r) = 0 =q |
T 1 1 1

Q|| -

0 0 0 1 1
1 1 0 0 1
0 1 1 1 1

EJERCICIO 1.1. Demuéstrense las siguientes tautologias:

(1.1) p=p.

(12) (p=@Arlg=p)) = p+=>q)
(13) (p=gpArlg=r)= p=7)
(14) (pvg) <= (gVp).

(1.5} (prg) <= {gnrp)

(1.6) p={pVq)

(1.7) (prg) =p.

(1.8) (pvp)=p.

(1.9 (pAp)p.

(1.10) F<=p.

(111) (pvg) == @AY

(1.12) (pAg) < (FVE.

(1.13) (p=nArlg=r) = ([pVg)=>7).
(1.14) (pva)vri<= pVigVvr).
(1.15} ((prg)ary<= (pAlgnr).
(1.16) (@Algvn) <= (prq)Viphar)).
(117) pVvigan) <= (pvarpvr).
(1.18) p=q) <> ((pVvg) &4}
(1.19) (p=4q)Ap}=4q.

(1.20) (p=g)rg)==7.

(1.21) (p == q) <= (@ =D)-

(1.22) (F={gAgq)) =p.

(1.23) (p=q) = ({Grp) = (FAF)}.
(1.24) (p==F) =>7.

(125) (p=q)<= VP

(128) (== (gvn)) == (prg)=>71).

Veamos algunas utiles consecuencias de las tautologias antexiores desde
el punto de vista del razonamiento matemaético:
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a) Para probar (bajo cierta hipdtesis) la equivalencia entre dos proposi-
ciones matemadticas p y ¢, es decir, la proposicion p <= ¢, bastara
demostrar que p == g (directo) y g = p (reciproco) son verdaderas,
de acuerdo con la tautologia del Ejemplo 1.1. Ademads, es lo mismo
probar p = ¢ que probarg — 7, por (1.21).

5) Una demostracion por discusién de casos posibles consiste en pro-
bar una proposicién r viendo que, bajo la hipétesis, hay dos casos
posibles (si son mas de dos el argumento es similar); en el primero se
cumple p; en el segundo se cumple g; si se demuestra que p == r y
q = r son ciertas, puede concluirse que la tesis ¥ se cumple necesa-
riamente, por (.13). Como p v F es tautologia (llamada principio del
tercio excluso), es frecuente tomar coma casos posibles una propo-
sicién y su negacién, aunque no es forzoso que los casos posibles se
excluyan mutuamente (la negacién de p A B es otra tautologfa, llamada
principio de no coniradiccitn).

¢) 8i se prueba (siempre bajo la hipétesis) que p = g v se sabe que p
es verdadero, entonces se cumple g por aplicacion directa de (1.19).
Este sencillo argumento fue denominado en el latin medieval modus
ponendo ponens (es decir, afiadiendo afiades).

d) Sise prueba que p = ¢y se sabe que g es falso, entonces p es también
falso, como consecuencia de (1.20). Es el denominado modus tolendo
tolens {quitando quitas).

e) La reduccidn al absurdo consiste en probar p demostrando que su
negacion p implica una proposicion y su contraria, es decir, una pro-
posicion del tipo ¢ A i (contradiccién), En tal caso se cumplira p en
virtud de (1.22). También es usual para demostrar que p == g utilizar
(1.23) y demostrar que (§ A p) implica una contradiccion.

Ejemplo 1,2, Consideremos la proposicion «six es un ndimero entero, enton-
ces x? > x». Demostraremas que dicha proposicién es verdadera por discusién
de casos posibles.
Si denotamos por p y ¢ las proposiciones «x es un ndmero enteros y
«x? > x», respectivamente, tendremos que demostrar que p = ¢ es verdadera.
Si p es verdadera, entonces se verifica una de las siguientes proposiciones:

(i) x < 0,encuyo casox* > 0 > xy se verificag.
(ii) x = 0, por lo tanto x* = 0 = x y también se verifica g.
(iii) x = 1, entonces se verifica que x* = 1 = x y ¢ es verdadera.

(iv) x > I, porloquex? > x.1 =x yes verdaderag.

Ejemplo 1.3. Consideremos la proposicién «si a > 0, entonces lia > O».
Prabaremos que esta proposicion es verdadera por reduccion al absurdo.
Denotaremos por p v ¢ las proposiciones «<a > O» y «l/a > O», respecti-
vamente, ;
Si consideramos que p es verdadera, tenemos que probar que g también
lo es. Supongamos que se verifica § A p, es decir;, (Ha < 0) A {a > 0). Luego
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a(lle) < aly por lo tanto, 1 < 0, que, junto con 1 > 0, constituye una
coniradiccion.

Estas son algunas de las reglas m4s comunes del razonamiento matema-
tico, que se scbreentienden en las demostraciones de los textos para ahorrarle
al lector los detalles aburridos (de igual forma que, al describir una partida
de ajedrez a quienes ya conocen las reglas del jizego, se enumeran los movi-
mientos, pero no se explicita qué regla del juego se aplicéd en cada paso). Sin
embargo, un matematico tiene incorporadas en su estructura de pensamienlo
estas reglas y las usa correctamente, aungue no siempre sea conscienie de ello.
En este capitulo, excepcionalmente, presentaremos unas pocas pruebas muy
detalladas.

1.2. Las operaciones conjuntistas

El concepto de conjunto (en inglés set, en aleman Menge, en francés en-
semmhle} es tan bdsico que no podemos definirlo; a lo sumo podermos encontrar
sindnimos como clase, coleccion, agregado, etc., que traen consigo ciertas
connotaciones indeseables {por ejemplo, coleccidn sugiere reunir, poner cer:
ca, mientras que los objetos que componen un conjunto pueden estar alejados
o ni siquiera estar relacionados por distancia alguna). Otro concepto primitivo
{0 indefinible) es la relacion de pertenencia de un objeto ¢ elemento a un
conjunte, representada con el signo € (iniroducido por Peano en 1889). Nos
gusta representar los conjuntos por letras latinas mayusculas (4,B,...) y los
elementos por letras latinas minusculas (a, b, .. . ), pero no siempre podremos
hacerlo asi, puesto que nada impide considerar conjuntos cuyos elementos
soT, a su vez, conjuntos. A un conjunto de conjuntos lo llamaremos a menudo
familia de conjuntos, por razones fonéticas y para poner de relieve la natura-
leza de sus elementos. Un conjunto se define por extensidn si somos capaces
de enunciar sus elementos: A = {g, b, ¢} significa que los elementos de A son
a, b y ¢ (s6lo se pueden definir por extensidén conjuntos con una cantidad fini-
ta de elementos). Un conjunto se define por comprehension a través de una
forma proposicional definida sobre cierto conjunto de referencia E, es decir,
mediante una expresién del lenguaje en la que aparece una variable (que suele
escribirse x en la tradicién de los algebristas del Renacimiento italiano} que
es verdadera o falsa cuando la variable es sustituida por elementos de E: asf,
el conjunto de los digitos pares cs {0, 2, 4, 6, 8}: en este ejemplo el conjun-
to de referencia es el formado por los enteros del 0 al 9 (que forman el
conjunto de los digitos) y ta forma proposicional es x es un niimero par
(obsérvese que en la definicion por extension no se explicita el conjunto de
referencia). Si la forma proposicional es verdadera para todos los elementos
de E, entonces el conjunto que define es el propio E. Pero también podria
ccurrir que la forma proposicional fuese siempre falsa; en tal caso, €l conjunto
carece de elementos, se denomina vacio y se denota 8. $i x pertenece al con-
junto A (es decir, x es elemento de A), se escribe x € A. A partir de estos dos
conceptos indeflinibles, conjunto y pertenencia, podemos introducir las bien
conocidas operaciones conjuntistas y otros conceptos que pueden ser mievos
para el lector,
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Definicion 1.2, Dados dos conjunios Ay B, y un mismo conjunto de referencia
E para awbos, se define su unién, A\ B, como el conjunto de los elementos
de E que pertenecen al menos a uno de ellos, es decir,

AUB={xcE|x€Avxe€B}.
De forma semiejaniie se define su interseccion, AN B, mediante
AnB={xeE|xe€AnrxeB},
ast como su diferencia,
A\B={xcE|xcAnxe€B}={xcE|xcAnrx¢B}.
El conjunto complementario de A es E\ A. Se escribe A.

El resultado de estas operaciones binarias es independiente de cual sea
el conjunto de referencia elegido, con la condicién de que contenga a ambaos.
Por esa razdén no es necesario explicitar el conjunto de referencia, salvo en el
caso del complementario.

Definicion 1.3. Sil # § es un conjunio de indices y A; es un conjunto para
cada i € I, se define la unién de la familia C = {Ai, i € I} como el conjunto de
los elementos que pertenecen al menos a uno de los conjuntos de la familia, es
decir,

UC: UA;:{x|existeiEI:xeAf},
iel

De forma semejante, la interseccion de la familia C es el conjunto de los
elementos que pertenecen a todos los conjuntos de la familia,

ﬂC = ﬂAI-———{xlxeAg pararodoic I},
ief
Definicidn 1.4. Se dice que el conjunto A estd incluido en B, 0 gue B contiene

a A, cuando x € A = x € B cualquisra que sea x. Se escribe A C B.
Se dice que A es igual « Bsi A C By B C A. Se escribe A = B.

En matematica elemental se estudian de forma intuitiva los conjuntos
numeéricos N (naturales), Z (enteros), Q (racionales), R (reales} v T (complejos),
quecumplenNCZCQCRcCC.

Ejemplo 1.4. Sean los conjuntos E = N e ] = N\{1}. Considérese la familia
de conjuntos {4;, i € I'}, donde A; = {ni | n € I} parai € I. Es facil comprobar
que

ai=90 v m:{l}up}
iel Hd

donde P es el conjunto de los niimeros primaos,
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Los teoremas de la teorfa de conjuntos se derivan de las tautologias del
cdlculo proposicional. Por ejemplo, de la tautologia p = p se deduce que
x € A == x € A cualesquiera que sean x y A. De ahi que se cumpla la primera
de las proposiciones conjuntisias que se enumeran en el siguienle gjercicio.

EJERcICio 1.2.  Pruébense las siguientes proposiciones de la teorfa de conjun-
tos:

(2.1) AcCA.

(22) [(ACBYA(BCA)] <= (A=B).
(23) (ACBIABCO]= (AcCC).
(24) AUB=BUA.

(2.5) ANB=BnNA.

(2.6) ACAUB.
(2.7) ANBCA.
(2.8) AUA=A.
(2.9) AnA=A.
(2.10) A=A
(2.11) {(AuB)=4n
(2.12) (AnB)=AUB.

(2.13) [AcOABCCO]=[(AUB)cC(].
(2.14) (AuBY)UC=AUBUC).

(2.15) (AnB)NC=AN{BNC).

(2.16) ANBUC)=ANBUANC).
(217) AUBNC) =(AUBNAUC).
(2.18) (ACB)«<= (AUB=B).

|

Algunos de estos sencillos teoremas de la teoria de conjuntos son de uso
tan frecuente que reciben un nombre: (2.1), (2.2) y (2.3} son las propiedades
reflexiva, antisimétrica (utilizada para probar la igualdad de dos conjuntos)
vy transitiva de la inclusién; (2.4) y (2.5) expresan las propiedades conmuia-
tivas, de la unién y de la interseccidn, respectivamente; (2,11} y (2.12) son
las leyes de complementacién o de De Morgan; (2.14) y (2.15) expresan la
propiedad asociativa de la unidn y de la interseccién, respectivamente; para
terminar, (2.16) v (2.17) son las propiedades distributivas de cada una de las
dos operaciones respecto de la otra.

EJERCICIO 1.3. Compruébese que cualquier familia de conjuntos {4,, i € I}
satisface las leyes de De Morgan generalizadas:

G Ja=N)4.

iel iel
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(3.2) ﬂAi = UAT.

icl iel

Acabaremos esta seccién con dos conceptos muy titiles, El primero esel de
conjunto de las partes de un conjunio, que es aquel que resulia de considerar
como elementos todos sus subconjuntos, inctuidos el menor, 8, ¥ ¢l mayor (el
propio conjunto) desde el punto de vista de la inclusian. El segundo concepto
es el de producto cartesiano de dos conjuntos dados en un cierto orden, que
esta formado por todos los pares ordenados que pueden formarse a partir de
aquellos conjuntos. Esta nocion de par ordenado puede definirse, aungue a
primera vista parezca tan bdsica como los conceptos primitivos intreducidos
al comienzo de esta seccidn (conjunto y pertenencia).

Definicion 1.5. E! conjunto de lus pavtes de un conjunto A es
PA)={X|XCA}.

Un conjitnio gue tiene un tnico elemento se dice gue es singular. Un con-
junto con dos elementos se dice gue es una pareja.

Dados dos conjuntos no vacios A y B, y elementos respectivosa € Ay b € B,
el conjunto

(a,b) = {{a} {a,b}}

es un par ordenado.
El producto cartesiano de A por B es

AxB={{a,b)|lacArbcB}.

Desde luego, {#,4} C P{A); en particular, si A = @ entonces P (4) = {8}
es singular. Cuando A # @ son singulares los conjuntos {a} € P(A), para cada
a €A

Un par ordenado (a,b) es un conjuntlo, que puede ser singular (cuando
a = &) o una pareja.

Obviamente, A x B = § si, y sélo si, uno de los dos conjuntos es vacio. En
particular, cuando B = A, se escribe A% en lugar de A x A (el conjunto de los
pares ordenados de elementos de A).

Proposicion 1.1. (a,b) = (x,y}si, ysélosi, x=aey=>0.

Demostracion, Como el reciproco (<) es evidente, bastard probar el directo
(=). Supondremos que (q, b) = (x,y). Distinguiremos dos casos posibles:

Caso 1: a = b. Como {a,b} es un conjunto singular, (a,b} estd formado
por dos conjuntos singulares (e iguales), y lo mismo le ocurrird a (x,¥), por
la hipétesis, de manera que {x,y} también es singular y deberd ser x = y. Se
tiene entonces

{{a}} = (@.b) = (x,y) = {{x}}. (1.1)
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De¢ la igualdad (1.1) se sigue que {@} = {x}, porloqueb=a=x=y.

Caso 2: a # b. Ahora (a,b) esta formado por el conjunto singular {a} y
la pareja {a,b}, de modo que, por la hipétesis, {x,y) también estara formado
por un conjunto singular y una pareja, gue deberan ser {x} y {x,}, debiendo
curnplirse

{a} = {x} {1.2)

{a?b}z{x’y}_ (1.3)

De (1.2) se tiene que a = x. Usando (1.3), al ser iguales los elemcntos
a y x de ambas parejas, también deberan ser iguales b ¢ y, segun prueba la
siguiente reduccién al absurdo: si suponemos y # b, como y € {a,b}, deberd
sery = a = x, y esto es imposible porque {x,y} es pareja en este caso. O

1.3. Correspondencias

El términoe correspondencia del lenguaje ordinario es sinénimo de asocia-
cién: a cada ser humano se le pueden asociar sus progenitores vives (con lo que
a cada persona le podrin corresponder dos personas, una o, en el peor caso,
ninguna); a ¢ada ojal de una chaqueta un bolén o ningeno:... Este concepto se
puede definir con ayuda del producto cartesiano.

Definicion 1.6. Sean A y B dos conjuntos dados no vacios, a los que llamare-
mos conjunto inicial (o dominio} y conjunto final (o codominio). Una co-
rrespondencia de A en B es un subconjunto no vacio G del producto cariesiano
A % B. Dicho subconjunto también recibe el nombre de grafo de la correspon-
dencia.

Sea G una correspondencia de A en B. 5i (a,b) € G, se dice que b es una
imagen de a, o que @ es una preimagen de b. £l conjunto imagen (de A) estd
formado por todas las imdgenes de los elementos de A y el conjunto preimagen
(de B) estd formado por todas las preimdgenes de los elementos de B.

Ejemplo 1.5. Sean A = {a,b,c} (conjunto inicial) y B = {«,3,7,4} (con-
junto final) para las correspondencias G = {{a,a),(a,5),(b.5) Ao, vty F=
{{a,a),(b,B),(c,7)}. Representando cada par (x,y) del grafo mediantle una
flecha que une x con y se obtienen los diagramas sagitales de G y de F (véase
Figura 1.1). En ambas correspondencias, el conjunto preimagen es A y ¢l con-
junto imagen es {o, 3,7} .

Definicién 1.7. Una correspondencia de A en B 1al que cada elemento de A tiene
exactamente una imagen, se dice que es una aplicacion. Se denotardn mediante
letras latinas windsculas seguidas de una flecha entre los conjunios inicial y
final, como

f:A—B
x—flx).
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S I B X G
) T 3
5 BE— By T
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" :
(@)
5 F
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{_a - b ¢
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Figura 1.1. {a) Grafo de G (cada punio de la rejilla representa un elemento de A x B);
(B} diagrama sagital de G: (c) grafo de F, (d) diagrama sagital de F.

La aplicacion f : A - B es inyectiva (o uno-a-uno) cuando elementos
distintos de A 1ienen imdgenes distintas, es decir,

a1 #ax = f (a1} #flaz),

cualesquiera que sean ay, az € A.

La aplicacion {: A —+ B es suprayectiva (o sobre) cuando para todo b € B
existe al menos una € A tal que f(a) = b.

Una aplicacién se dice que es bivectiva (o biunivoca) cuando es inyectiva
¥ suprayeciiva {uno a uno y sobre).

Dado un conjunto A # 0, la correspondencia de A en sf nrismo de grafo G =
{(a.a} | a € A} es una aplicacion bivectiva llamada identidad, gue denotaremos
por I,

Dada una aplicacion f . A — B y un subconjunto no vacio C C A, se

f|C {(x} = f{x) para todo x € .

Sif:A — B es una aplicacion de grafo {(a,f{a)) |a €A} C A x B, la
imagen de un subconjunto A' ¢ A se denota

f{a') ={beB|existeac A" : b= fla)}
y la preimagen de B’ C B es

FUB)Y={acA|fa) B}
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En particular,f ' (B} = A yla aplicaciénfes suprayecliva cuandof (4) = B.

En el Ejempio 1.5, la correspondencia F es una aplicacién (que denota-
remos por #), mientras que G no lo es (puesto que a tiene dos imdgenes}).
Ademas, se tiene f{A) = {a, 8,7} # B, por lo que f no es suprayectiva ni biyec-
tiva, aungue si es inyectiva (véase en Figura 1.1.(d} que ningin par de flechas
concurren en un mismo elemento de B).

Cuande los conjuntos inicial v final estdn formados por nimeros, la apli-
cacion se llama funcién.

SiACRyBCR lafuncién f: A — B es una funcién real de variable
real, que es la clase de funciones que se estudia en la ensefianza media. En
tal caso, f C A x B C R* es un conjunto de pares ordenados de ntmeros
reales que se representan en el plano cartesiano, con ejes ortogonales, de la
forma conocida. El grafo de tal correspondencia se denomina grafica de f, y
cumple la condicion de que las rectas verticales por los puntos del conjunto A
{representado sobre el eje de abscisas) contienen un Gnico punto de la gréfica.
Ademas, el conjunto imagen f{A) C B se visualiza proyectando la gréfca
sobre el gje de ordenadas. Por otro lado, f es invectiva si toda recta horizontal
intersecta a la grifica a2 lo sumo en un punto y es suprayectiva si toda recla
horizontal por los puntos de B (sobre el eje de ordenadas) intersecta a la grafica
en al menos un punto.

Ejemplo 1.6. Laexpresionf{x) = 1 — x¢ define informalmente una funcién
cuyo dominio se sobreentiende que estd formado por los niimeros reales que
al ser sustituidos en la expresién producen un nimero real, es decir, A =
{xeR |l —x* >0} = [-1,1], mientras que el codominio es, implicitamente,
R. Es fécil probar que (x,y) € B pertenece a la grafica de f si, y solo si, es
un punto de la circunferencia unidad x* + y* = 1 (de centro en el origen de
coordenadas y radic unidad) y del semiplano superior v > 0 (véase Figura 1.2).
Por lo tanto, f{4) = [0, 1], y f no es inyectiva ni suprayectiva. En cambio, f|[0 1
es inyectiva. '

Figura 1.2. Grdficade f(x) = V1 -2

Definicién 1.8, Sean F y G dos correspondencias de A en B y de B en C,
respectivamente. El confunto

{{a.c) e AxClexistebe B:{a,b) e FA(b,c) € G},
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si no es vacio, define una correspondencia de A en C denominada composicién
de Fy G. Se denota G o F (obsérvese el orden).

Definicién 1.9. Dada una correspondencia G de A en B, se define la corres-
pondencia inversa G~ de BB en A por

G ! = {(b,a) e BxA|(a,b)eG}.

SiA C RyB ¢ R entonces el grafo de G™' es el conjunto simétrico del
grafo de G respecto de la recta y = x (bisectriz del primer cuadrante). Para la
funcion f| 0,1] del Ejempla 1.6, su inversa es ella misma.

Proposicion 1.2, Dadaslas aplicacionesf: A —» Byg: B — C, las siguientes
Proposiciones son ciertas:

(i) g of es aplicacion. Ademds, se cumple que {(gof) (x) = g(f(x)}, para
todo x € A.
{ii} fhl es aplicacion si, v sélo si, f es biyectiva.
(iii) Si f'y g son inyectivas (suprayectivas, biyectivas), entonces g of es,
asimismo, inyectiva (suprayectiva, biyeetiva, respectivarmente).

(iv) Sifv g som bivectivas, se tiene (g o ﬂ_l = ! og—l.

Demostracién. (i) Dadoa € A arbitrario, existe un anico? € Btalque (a,b) €
f. Para dicho b también existe un unicoc € C tal que (b,¢) € g. Enlonces, existe
un Gnico ¢ € C tal que {(a,¢) € g of. Por lo tanto, g o f es aplicacién. Como
b=f(a),c =g(b) =g(fla)) vy también ¢ = (g of) {a), se tiene que

(gof)(a) =g {f(a)) (L.4)
paratodo a € A (va que a era arbitrario).

(ii) Probaremos, en primer lugar, el directo. Supongamos que f no es in-
yectiva. Entonces existen dos elementos x # v en A, tales que f{x) = f(y} =
z € B. Se tiene entonces que (x,z) € f v (,2) € f, por lo que (z,x) € y
(z,y) € f'. En ese caso, z tendria dos imagencs v /™' no serfa aplicacién. Asi
pues, sif ! es aplicacién, f es invectiva. También f es suprayectiva, ya que para
b € B arbitrario existe un tinico a € A tal que (&,a) € £, luego (a.b) €7, es
decir, existe a € A tal que f{a) = b.

Para probar el reciproco sapondremos que f es biyectiva. Sea b ¢ B arbi-
frario. Por ser [ suprayecliva, existe a € A tal que f{a) = b, es decir, (@, b) € f.
Por ser{ inyectiva, dicho a es tinico. En oiras palabras, para cada » € B existe
un Gnico ¢ € A tal que (b,a) € ', de modo que {7’ es aplicacién.

(iii} Supongamos que f v g son inyectivas. Dados dos elementos x # y en
A, se tiene que f (x) # f{v). Entonces, usando (1.4} y la inyectividad de g,

o) =g{fx)) #g{f()) = B).

Supongamos ahora que f y g son suprayectivas. Dado ¢ € C existe b € B
tal que g (b) = ¢ v también existe 4 € 4 1al que f{a) = b. Puesto que
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gefila)=g(fla)) =g ) =c,

se concluye que todo elemento de C tiene preimagen por gof.

Que la composicién de aplicaciones biyvectivas lo es también, es conse-
cuencia de las dos afirmaciones previas.

{iv) Usando (ii)}, f"l v g~! son aplicaciones, lucgo la composicién FI oy~
también lo es. Por (jii} se tiene que (g of)” " esuna aplicacién. Para demostrar
la igualdad bastaré con ver que proporcionan la misma imagen para cualquier
c € C. Enefecto, scab =g ! (¢c) yseaa =" (b). Como (gof} (@) = ¢, se liene

1

o) @) =a=f" (g7 @)= (" eg) ).

Es decir, (¢,a) € (go /) si, ysolosi, (¢,a) € (f“' og—'),por lo que ambas

aplicaciones tienen igual grafo. Por lo tanto (gof)™' = flogt. o

1.4. Relaciones binarias

Definicién 1.10. Una relacion binaria G sobre un conjunto A # W, gue
denotaremos {A,C), es una corvespondencia G de A en A, es decir, G es un
subcongunto de A%

Una relacion binaria (A, G) se dice que es:

{(Ryreflexiva: (x.x) € G para todo x € A;

(Ttransitiva: [(x,v) € GA(v,2) € G] = (x,2) € G para todo x,y,7 € A;
{(S)simétrica: (x,y) € G == (y,x) € G para ivdo x,y € A;
(Aantisimétrica: [(x,y) € GA{y,x) € G| = x =¥, para todo x,v € A.

I.a nocién de relacidn binaria es de gran importancia en matematicas, en
particular en temas como teoria de la decisién, teoria de eleccién social o teoria
de votaciones, disciplinas que pretenden explicar el comportamiento de los
agentes {especialmente econdmicos), tanto individuales como colectivos, que
eligen o deciden en funcién de sus preferencias sobre un conjunto de elecciones
posibles. Nos concentraremaos en las relaciones binarias de equivalencia y de
orden, que usaremos en nuestra fundamentacion de los conjuntos numéricos,
v que son de utilidad también en dlgebra y en analisis.

Definicion 1.11. Una relacion binaria que es reflexiva, transitiva y simétrica
se dice que es una relacion de equivalencia (RBE para abreviar).

Si en un conjunto de personas se considera la relacién consistente en
compartir el signo zodiacal, o el municipio de nacimiento, tenemos una rela-
cion de equivalencia. En el conjunto de las fracciones con numerador entero y
denominador enlero posilivo se pueden relacionar a/b y ¢/d cuando ad = be.
Esto define una relacién de equivalencia sobre tales fracciones (obsérvese que
1/2 esta rclacionado con 2/4, pero son fracciones diferentes a pesar de que
representan el mismo ntimero racional).
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Definicion 1.12. Si G define una RBE sobre A, y (x,y) € G, se dice gue x e y
som equivalentes. Es comiin escvibir, entonices, x ~ ¥y, por lo que nos referiremos
indistintamente al par (A, G) o al par (A, ~) . El conjunto de todos los elewmentos
de A que son eguivalentes a x € A es la clase de equivalencia de x, que se
denaota por [x], es decir, [x] = {y € A | x ~y}. Cualquier elemento de una cluse
se denomina representante de dicha clase.

El conjurto cuyos elementos son las clases de equivalencia de {A,~) se
denowmina conjunio cociente. Se denota mediante A/ ~, 0 bien por

AlG = {[x] [x € A}.

Crando se consideran los seres humanos relacionados a través de su signo
zodiacal, el conjunto cociente tiene 12 elementos (clases de equivalencia),
pudi¢ndose hacer afirmaciones del siguiente tenor acerca de los elementos de
una clase: «los aries son belicosos», «los leo son ambiciosess, etc. Con respecto
a las fracciones, cada clasc de equivalencia representa, segin sabemos, un
aumero racional: [1/2] = {1/2, 2/4, 3/6, ... }. En este caso, el conjunto cociente
es el conjunto de los nimeros racionales Q.

Ejemplo 1.7. Se define sobre R la siguicnte relacién de equivalencia: dos
niimeros reales x ¢ y estdn relacionados si x = y + 2k# para algun entero k, es
decir,

A~y = (x—y)/2n €H

Parlo tanto, en cada clase de equivalenciase identifican todos los niimeros
reales que se diferencian en un multiplo entero de 27. Es posible, entonces,
pensar que cada clase de equivalencia es un dngulo. Si denotamos por §! la
circunferencia unidad x? + 3% = 1 en el plano, la aplicacién biyectiva

fiRf ~—s §!
[x] +— (cosx, senx)

estd bien definida (no depende de representantes) y permite identificar $! con
) ~ (véase Figura 1.3).

f g
/ \ senx | 0N ]

\
/ o %
2n

STl
X

Figura 1.3. Todo nibmnero real tiene un representante x ¢ [0,2x] 3 [(|x])} es el
punio (cosx,senx) € 8",
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Proposicion 1.3. Toda RBE sobre A define una particion de A, es decir, la
unidn de todas las clases de equivalencia és A y dos clases diferentes cualesguiera
son disjuntas. Reciprocamente, toda particion de A da lugar a una RBE sobre A
cuyas clases de equivalencia son los conjunios de la particicn.

Demastracion. Empezaremos probando que las clases de equivalencia cons-
tituyen una particion de A.

Por la propiedad reflexiva (R), cada elemento de A pertenece a la clase de
equivalencia que define, es decir x € [x]. Por lo tanto A C U, 4 [#], mientras
que el reciproco, Uy 4 [x] C 4, se cumple trivialmente.

Si [x] N [y] # @ entonces existe 7 € A tal que z € {x] N [y]. Esto significa que
x ~zyquey~z. Por (8)y {T)se tienec x ~ y, de modo que, si w € [y] se tendra
¥ ~w, por lo que x ~ wy, con ello, w € [x]. Hemos probado ast que [y] < [x].
Como los papeles de x y de y son intercambiables, se tiene también [x] C [v],
de donde [x] = [y]. Por lo tanto, si [x] # [y] entonces [x] N [v] = .

Supongamaos, para terminar la prueba, que £ es una familia de conjuntos
no vacifos, disjuntos dos a dos tal que su unién es A. Sea G C A? la relacién
binaria definida por

(x,y) eEGe+=existe BeEC:xcBay€B. (1.5)

Es facil comprobar que la relacién G definida en (1.5) es RBE {en la que
dos elementos de 4 son equivalentes si, v sélo si, pertenecen a un mismo
conjunto de la particién). O

Definicion 1.13. Una relacion binaria sobre un conjunto A que es reflexiva,
transitiva y antisimétrica se dice que es una relacion de ovden (RBO para
abreviar}. Se dice entonces gue A estd ordenado por dicha RBO.

Las RBE anteriores no son RBO. La relacién binaria < sobre las fracciones
con denominador positivo, definida por a/b < ¢/d cuando ad < bc, no es RBE
ni RBO por tallar (S) (va que 1/3 < 1/2, pero no es cierto que 1/2 < 1/3), al
igual que{A) (pues 2/4 < 1/2 vy /2 < 2/4, pero son fracciones diferentes, aunque
representtan el mismo nimero racional}. Sin embargo, el orden conocido sobre
los narmeros racionales, <, estabjece una RBO sobre Q.

Para cualquier conjunto E, la relacion de inclusién en P {E) produce una
RBO (véase Figura 1.4).

8i G define una RBO sobre A, suele escribirse el par {4, <) en lugar de
{4, G), reemplazando (x,y) € Gporx =y,

Para cada RBO (4, <) se define una relacién binaria asociada, <, por

x=yv&= (xAyAx#Ey). (1.6)

La relacién definida en {1.6) no es RBO (ni, por supuesto, RBE), pero
cumple (T) v satistace otra propicdad, denominada antirreflexiva: x £ x para
todo x £ A.



INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONTUNTOS 29
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Figura 1.4. El diagrame ilustra la ordenacidn de (P({1,2,3}),C}

@

Definicién 1.14. En un conjunio ordenado (A, =) pueden existir elementos
notables. Decimos que a € A es:

minimo (o primer elemento) de A si a < x, pare todo x € A.

mdximo (o iiltimo elemento) de A si x < a, pava fodo x € A.

minimal: x < a = x = a, para fodo x € A (no hay elemento anterior a a).
maximal: a < x = x = a, para todo x € A (no hay elemento posterior a a).

(Q, <) carece de tales elementos. En cambio, (P (E}, C) tiene a § como
minimo y minimal, y a E como méximo y maximal. Como consecuencia dela
propiedad antisimétrica {A), el maximo y el minimo son unicos cuando existen,
v son maximal y minimal respectivamente. Si no existe miximo (0 minimo},
jos elementos maximales (minimales) ne son necesariamente tnicos: si E es
un conjunto con al menos dos elementos, (P (E)\ {8}, C) es ordenado y todos
los conjuntos singulares son minimales, pero ya no existe minimo {comparar
con Figura 1.4).

Definicién 1.15. Supdngase que (A, G) es un conjunio ordenado, B C Ay
G N B? # 0. Entonces G 1\ B define un orden sobre B que se dice que estd
inducido por el de A. También se dice que el orden sobre A extiende el orden
sobre B. Ambos se representan de la misma forma; por ejemplo, (A, <)y (B, 2).

Definicién 1.16. Pura un conjunto ordenado (A, <}y un subconjunio B C A,
deciinos gue un elenento a € A es:

cota superior de B cuando b < a, para todo b € B.
cota inferior de B cuando a < b, para todo b € B.

Ejemplo 1.8. La relacién binaria en el plano & definida por:

(xl:yl) = (xzayz) = (x-x120Ay, -y 7 0},
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es una RBO. Se denomina orden parcial, ya que, por ejemplo, los elementos
(1,2) v (2, 1) no son comparables entre sf (véase Figura 1.5). Ambos elemen-
tos son cotas superiores para el circulo unidad x? +y? < 1. Una cota inferior
para la pareja {{1, 2),{2, 1)} es el elemento (1, 1).

—
ta]-c----u
b

Figura 1.5. La region sombreada muestra los elemenios comparables con (1,2).

Definicion 1.17. Dado un conjunio ordenado (A, <), se dice que estd totalmen-
te ordenado cuando dos elemenios arbitrarios x,y € A siempre son comparables,
lo que equivale a decir que se cumple una, y solo una, de las condiciones x < y,
x =y oy =<x (ley de tricotomia).

Definicién 1.18. Un conjunto ordenado (A, =), se dice que estd bien ordenado
cuando todo subconjunto no vacio, con el orden inducido, tiene primer elemento.

Desde luego, todo conjunto bien ordenado esta totalmente ordenado (con-
sidérense las parejas como subconjuntos), pero el reciproco no es cierto; por
ejemplo, (Q, <) esta totalmenie ordenado pero no esta bien ordenado. Cual-
quier subconjunto finito 4 € @, con el arden inducido estd bien ordenade.

(P(E), <) estd bien (totalmente} ordenado si, y sélo si, E es singular, pues-
o que ninguna pareja de subconjuntos singulares est4 relacionada (véase Figu-
ra 1.4).

El conjunto de los niimeros enteros con el orden usual no estd bien or-
denado. Sin embargo, es posible definir un orden especial que resulte ser un
buenorden: 0 < -1 <1 2 -2<2<-3<...

En préximos capilulos [ijaremos nuestra atencidn en las propiedades del
orden usual sobre los conjuntos numéricos, que son basicas en andlisis. La
exislencia, o no, de algin buen orden particular sobre cualquier conjunto es
una cuestion de extraordinaria importancia y dificultad en la fundamentacién
de las matematicas, y a ella nos referiremos brevemente en el proximo capitulo.
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1.5. Problemas
Problema 1.1, Demuestre las siguientes tautologias:

a) (pVyg) = p=q) = q]:
B) [(p==q) A g =]V (r=p)
) lp==g)rr=3s)]==[pvr) = (g Vs)]

Problema 1.2. Pruebe que B ¢ Cimplica BUA € CUA, asi como BNA C CNA,
Problema 1.3. Pruebe las siguientes proposiciones:

a) ACBsiysolosiB ¢ 4

b}y A=Bsiysolosi B=A.

Problema 1.4. Demuestre que (ANB)U (ANB) U (ANB)U{ANB) =F.
Problema 1.5. Demuestre que (ANB) U (AN B} = B si, ysélosi, A = 0.
Problema 1.6. Demuestre que {AUB)NB = A si, ys6losi, ANB = @,

Problema 1.7. Pruebe las sigulentes propiedades del producte cartesiano;

a) Ax{(BUC)=(AxB)U{A xO);

b) Ax (BOC) = (A% B)N (A x C);

£) (Ax C)N(Bx D)= (ANB) x (CNDY;
d) AxB=BxAsi vsdlosi, A= B.

Problema 1.8. Se define la diferencia siméirica de dos conjuntos A v B
como AAB = {A\BYU(B\A}. Pruebe que dicha operacidn conjuntista satisface;

a) AAA = §;
b) AAD = A;
c} AAB ={AUB)Y\ (AN B).

Problema 1.9. Considérense los conjuntos A = {x e R | -2 <x <4}, B =
[~1,5]y C = {z€ Z|—-2 <z < 1}. Caleule las unioncs, las intersecciones y
el producto cartesiano de las parejas de conjuntos A y B, A y C ¥, finalmente,
ByC.

Problema !.10. Se¢ considera la correspondencia de N en N cuyo grafo es
G = {{x,y) | 2x +y = 16}. Se pide:

a) describir G por extension;
b) determinar su conjunto preimagen y su conjunto imagen.

Problema 1.11. Seand = {a,f,~},8 = {a,b,¢,d} yC = {1, 2}. Considérense
las correspondencias
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F={(a,a),(8,b),(vd).(5ec))

G={{ 1), (2}, {2),d1)}.
Clasifique F, G y & o F {como aplicaciones o no; v si lo son, de qué tipo).

Problema 1.12. Clasifique las siguientes funciones reales de variables real
{como inyectiva, suprayectiva, biyectiva o ninguna de las tres cosas):

a) fix) =ax+b,cona £ 0;
b) flx) =ax?> + bx 4+ ¢, cona # 0.

Problema 1.13.* Clasifique f: B> — R? definida comof (x,y) = (x,xy — v3).

Problema 1.14. Seaf:A — Buna aplicacién. Demuestre que las siguientes
proposiciones son ciertas cuando f es biyectiva, pero no para aplicaciones
cualesquiera:

a) {(X) =[(X) cualquiera que sea X C A;
b) 1! es también biyectiva;

o () =f

Problema 1.15. Secaf: 4 — B una aplicacion. Pruebe las siguientes propo-
siciones, v dé ejemplos que demuestren que las inclusiones que se afirman no
son necesariamente igualdades, aunque también podrian serlo:

a) Ay CAy CA = f(A1) Cf(A2);

b) BiCB. CB=f " (Bi) Cf (B

) F(ATUA:) = AN UF{A2), siendo 4; C Ai= 1, 2;

d) f(A)NA) CFAIYNF(AL), siendo A; CAi=1,2;

e) B UB) =f" (BUf ' (By),siendoB; C B,i=1,2;
' B NB)=F"(B)NF(B,),siendo B, ¢ Bi=1,2.

Problema 1.16. Demuestrequef: 4 — Besinvectivasivsolosif{d; Nd.) =
FAL) N[ (Az), para cualquier par de conjuntos 4; C A,i =1, 2.

Problema 1.17.* Pruebe las siguientes proposiciones acercadef: A —s B:

a) fes inyectiva si y solo si X = ! {(f(X)) cualquiera que sea X C A;
b) {es suprayectiva siy solosi ¥ = f(fl {V)) cualquiera que sea Y C B.

Problema 1.18. Si G esuna correspondencia de A en B y A' es unsubconjunte
no vacio de A, entences

G ={{(x,y)€GCG|zecA'}
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es una correspondenciade A’ en B llamada «restriccidn de GaA'». Pruebe que,
si f es una aplicacién de A en B, su restriccién a A’ es también una aplicacién
{que se denota mediante )‘lAr). Ademads, sif esinyectiva, f;A’ también lo es. Sin

embargo, la suprayectividad no siempre es heredada por la restriccion.

Problema 1.19.* Dado un numero natural [ijo 7 se define en Z la relacion
binaria G = {{x,y) | existez € % : x — y = zn}. Pruebe que es una relacién de
equivalencia e identifique el conjunto cociente.

Problema 1.20. Seaf: E — N una aplicacién. Definimos sobre E la rela-
cién binaria G = {(x,y} | f(x) <{{y)} . Pruebe que G no define, en general, una
relacién de orden sobre I, a menos que f sea inyectiva.

Problema £.21. Pruebe que la siguienie relacién binaria define sobre ®* una
relacion de orden total (denominada orden lexicografico scbre el plano), que
no es un buen orden:

xy) 2= x<gvix=0rly <.

Encuentre cota superior ¢ inferior (si las hubiera) para el conjunto B
definido asi:

B={(x,y)e R |0<x<1}.

Pruebe que el orden lexicografico inducide sobre el subconjunto K2 ¢ R?
es un buen orden.

Problema 1.22. Dado un conjunto E, se dice que un conjunto § # G € E’
define una relacién binaria circular schre £ cuando

fla,b) e GAaib.c) € G| == (c,a) € G,

cualesquiera que sean los elementos a, b y ¢ tomados en E. Pruebe las siguien-
tes proposiciones:

a) toda relacion de equivalencia es circular;
h) si una relacion es circular y reflexiva, entonces es de equivalencia.

Problema 1.23.* Vamos a dar un argumento que justifique la siguiente pro-
posicién: «la propiedad reflexiva de una relacidn binaria es consecuencia de
las propiedades simétrica y transitivas {de ser verdadera, bastarfa verificar que
una relacién binaria satisface (S8} y (T) para clasificarla, directamente, como
RBE}.

Supongamos I} # G C E? satisfaciendo (8) v (T). Se tendra:

(2) (x,y) € G = (x,x) € G, para todo {x,) € E*, debido z (1) y (T).
(3) (x,x) € G, para todo x € E, como consecuencia de (2).
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De (3) se sigue que G define una RBE sobre E. (Es correcta la prueba? ¢Es
verdadera la proposicién?

Problema 1.24. Enumere las relaciones de equivalencia y de orden total que
pueden definirse sobre el conjunto £ = {1, 2, 3}. De las relaciones de orden
total que ha encontrado diga cudles son un buen orden sobre E. D€ un ejemplo
de orden parcial sobre E, pero que no sea total.

Problema 1.25.* Definimos sobre N una relacién binaria a través del grafo
G = G UG: U Gs, donde

Gi1 = {{x,y)|xeysonimpares tales quex <y},
G» = {(x,y)|xeysonparestalesquex <y} y
Gs = {{x,y)}xesimpareyespar}.

a) Demuestre que G define una relacién de orden sobre N, diciendo si es
orden total o buen orden.

B) ;0ué subconjuntos de N tienen méximo?
Problema 1.26. Definimos sobre ¥ una relacion binaria a través del grafo

G = {{{a.b).(c,d)) € ¥ x N | a divide a ¢ y b es multiplo de d}

a) Demuesire que & define una relacién de orden sobre N¢, diciendo si es
orden total o buen orden.

b} Si consideramos el subconjunto de N

A={(2,3),4.1),(2.6),(7,2),(8 3},

estudie los elementos maximales, minimales, maximo y minimo de 4.
Problema 1.27. Definimos sobre R* la siguiente relacion binaria:

(a,b) ~ (c,d) =a+d=b+c.

Estudie si se trata de una relacién de equivalencia v, en caso afirmativo,
halle el conjunto cociente.

Problema 1.28. En el conjunto B> de los puntos del plano se considera un
punto fijo O y se define la relacién binaria

A~Bed{(0,A)=4(0,B),
siendo d la distancia euclidea entre dos puntos. Se pide:
a) ¢Es una relacion de equivalencia?

b) En caso afirmativo, ¢cusles son las clases de equivalencia y el conjunto
cociente?
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Problema 1.29. Sea U el conjunto de todos los rectdngulos del plano v con-
sideremos U ordenado por la relacién de inclusién, Sea D el subconjunto de [/
que indica la Figura 1.6, D = {4),A;,43,B;,B;}. Estudie los elementos maxi-
males, minimales, maximo v minimo de D.

Figura 1.6, Representacidon del conjunto D,

Problema 1.30. Parala RBO en el plano ¥? definida en el Ejemplo 1.8 ast:
(ery) 22, 3,) &= (2 -0 20 Ay, —y; 20),

encuentre un subconjunto infinito B ¢ ®? tal que B, con el orden inducido,
esté totalmente ordenado.

Problema 1.31.* Supdngase que (4, =) es un conjunto ordenado, para el
que existe un iinico elemento maximal ¢; € A. ¢Se puede afirmar que | es
el maximo de A? (Ayuda: intente demostirarlo).






CAPITULO 2

CARDINALES

Los conjuntos se clasifican como finitos (aquellos para los que es cierto
¢l famoso aforismo de Bergson «el todo es mayor que la parie») e infinitos,
cuya existencia puede parecer paradojica. Los conjuntos finitos se clasifican, a
su vez, atendiendo a su tamaiio {(referido aqui a la abundancia de elementos)
mediante los niimeros naturales. Andlogamente, los conjuntos infinitos se cla-
sifican a través de la nocién de cardinal iransfinito, concepto introducide, ne
sin polémica, por Cantor a finales de siglo XIx. El menor cardinal transfinito es
precisamente ¢l del conjunte de los nimeros naturales, que se Hlama cardinal
numerable. Los conjuntos que tienen cardinal numerable se llaman también
numerables, v sus propiedades son muy importantes en varias ramas de la
matematica. Aungue nos limitaremeos a introducir los nameros cardinales, v
no los ordinales, conviene saber gue los ndmeros, ademas de ser tutiles para
contar, sirven también para ordenar conjuntos. En el caso de los conjunlos
finitos, con los naturales hacemos ambas cosas: cuando le indicamos al as-
censorisia nuesiro deseo de ascender hasta el piso 20, en realidad nos estamos
refirienda a la vigésima planta del edificio. En el caso delos conjunios infinitos
las cosas no son tan sn‘nples y es necesario diferenciar los ndmeros para contar
(cardinales) de los nimeros para ordenar {ordinales} (por ejemplo, al cardmal
numerable le corresponden infinitos nimeros ordinales distintos). "

Cisi todas las civilizaciones han conocido los primeros nimeros naturales
y, algunas de ellas, también ntimeros grandes cuando su sistema de numera-
cién se lo permitia. La posibilidad de operar sin dbacos también estaba condi-
cionada al sistema de numeracion. El que utilizamos actualmente, sistema de
numeracién de posicion, con base 10 es originario de la India (siglo v1 d.C.),
si bien 0 no era interpretado como un atmero, sine como un arlificio para
rellenar huecos; asi, el niimero natural que consta de dos centenas v de tres
unidades es el 203, de tal forma que «0» indica en este caso, por su posicidn,
ausencia de decenas. Los arabes introdujeron cste sistema de numeracion, y
las consiguientes reglas de célculo en la Europa medieval. Es aqui donde c6-
mienza la comparacién de conjuntos infinitos. Por ejemplo, Alberto de Sajonia
demostré que una viga de longitud infinita tiene el mismo volumen que todo
el espacio tridimensional. La definicién de conjunto infinito podria deberse
a Bolzano, va en 1847. Suele tomarse 1874 como fecha de nacimiento de la
teoria de conjuntos por publicarse, en el Journal de Crelle, el primer articulo
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sobre el tema, obra de Cantor, quien se habia dedicado con anterioridad a la
teoria de mimeros y al estudio de 1as series trigonométricas. En dicho articulo
se habla de conjuntos que pueden ponerse en correspondencia biyectiva con
los nimeros naturales. En esa época, Cantor no usa el término numerable
para estos conjuntos, palabra que se introduce en 18383, Se demuesira (véase
el Problema 2.23) que no pueden ponerse en biyeceidn con los nimeros reales
y Cantor sefiala que esto prueba un teorema debido a Liouville: que existen
infinitos nimeros trascendentes {el argumento en la Proposicidn 2.11 es tam-
bién de Cantor, pero posterior, de 1891). La nocitn de conjuntos equipotentes
v la demostracion de la equipotencia de B y [f* aparecen en otro articulo pu-
blicado en la misma revista en 1878. A partir de aqui publica Cantor una serie
de seis articulos en Mathematische Annalen {(1879-1884), donde se introduce
el concepto de buen orden y se desarrollan las aritméticas de los cardinales
y de los ordinales transfinitos. Sus ideas revolucionarias encuentran la radi-
cal oposicién de quienes solamente aceptan aquellos objetos matematicos que
pueden ser construidos, tras un ntimero finito de pasos, a partir de los niimeros
naturales. Este grupo lo lideraba el prestigioso Kronecker, quien, respectoc a
la demostracién de la trascendencia de  realizada por Lindemann en 1882,
dijo: «¢Para qué sirve su bella investigacién de # si los nimeros irraciona-
les no existen?» También a Kranecker se le alribuye la afirmacion: «Dios ha
creado los niimeros naturales. Todo lo demds es obra del hombre.» La con-
troversia afecté a Cantor hasta el punto de provocarle una crisis mental de la
que sali6, en 1886, afeciado para siempre. A pesar de todo sigui6 investigando
hasta 1899, En su ultimo tratado, publicado en 1897, va se utiliza el lenguaje
conjuntista actual; alli prueba Cantor la propiedad antisimétrica del orden en
conjuntos de cardinales transfinitos (la prueba del Teorema 2.3, més simple
que la suya, aunque nada trivial, es de Bernstein).

Suele considerarse a Grassmann como el primer matematico en ocupar-
se de la fundamentacion de la aritmética, en 1861. Frege definié en 1879 el
«ancestral» y, por medio de esta nocidn de la logica, la clase de los niimeros
naturales. La construccion del conjunto de los ndameros naturales, N, a par-
tir de la teorfa general de cardinales se debe al propio Cantor y a Dedekind. :
8in embargo, muchos contemporaneos de Cantor, escépticos con respecto a
sus propuestas revolucionarias, prefirieron descripciones axiomiticas de tipo
material: se supone dado un conjunto, Hamado N, cuyos elementos satisfacen
una lista de axiomas (proposiciones que son aceptadas por convenio). La mas
célebre axiomatizacidn de N fue iniciada por Peano en 1889 v completada en
su «Formulario» de 1897-1899 (véase el Problema 2.32). Los dxiomas adopta-
dos por Peano eran teoremas en la version de Dedekind {1888). Las paradojas
que aparecfan en la teorfa intuitiva de conjuntos, como la descubierta por
Cantor en 1899 (véase la Proposicion 2.5), o la de Russell en 1902 (descubierta
independientemente por Zermelo en 1901) (véase Problema 2.29}, eran evita-
das mediante la formulacidn de sistemas axiomaticos (Hilbert, 1900; Zermelo,
1908 v 1930; Fraenkel, 1925; Von Neumann, 1925 v 1928),

Aungue a lo largo de los préximos capitulos nos proponemos revisar los
conjuntos numéricos, desde los nameros naturales hasta los nimeros com-
plejos, supondremos que el leclor los conoce intuitivamente, tal y como se
estudian en matematicas elemeniales. De esa manera podremos ilustrar ade-
cuadamente muchos de los conceptos del capitulo.
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2.1. Numeros cardinales

En el campeonato social del Club de Tenis Halmos, que se disputa por el
sistema de copa (en cada ronda se scrtean los emparejamientos y siguen ade-
lante los vencedores), se han inscrito 1.024 socios. ¢Cudntos partidos deberan
jugarse?: 512 partidos en la primera ronda, 256 en la segunda y asi sucesiva-
mente. La respuesta es la suma de la progresion geométrica 512 + 256+ - + 1.
Se llega a la misma conclusion por la via conjuntista: como existe una biyec-
cién entre el conjunic de partidos y el de perdedores (todos les inscritos menos
¢l ganador}, la respuesia ¢s 1.023.

Dehnicion 2.1. Dos conjuntos, A v B, son equipotentes cuando existe una
aplicacicn bivectiva entre A y B. En tal caso se escribe A ~ B. Por las propiedades
de las bivecciones, la equipotencia (~) es relacion de eqm’valencia sobve cualguiier
familia de conjuntos, y cada clase de eguwaiencza se llama mimero cardinal.
Suelen representarse con letras del alfabero griego o hebreo: o = card (A). En par-
ticular, en nuestro sistema de numeracion escribimos card (EJ) = 0 card ({x}) =

tycard ({x,¥}) = 2six #v.

Ejemplo 2.1. Dados dos nimeros reales @ < b, la aplicacién
f:00,1] = [a,b)

tal que f{x} = (1 —x)a + xb es biyectiva. En efecto, s1 f{(x) = f (¥}, se tiene
(x —y)(a —b}) =0y, al ser a # b, necesariamente x = y. Se concluye que f es
inyectiva. También es facil demaostrar que f es suprayectiva: cualquiera que
seac € [a,b], el lector puede comprobar gue f(x) = ¢ si se loma

=§_—'g € [0, 1].

Se concluye, por 1o tanto, que ambos intervalos, a pesar de tener diferente
longiiud, son equipolentes, es decir, que se tiene [0, 1] ~ [a, B].
El mismo argumento permite probar que |0, 1{~]a, bl

Ejemplo 2.2. Veremos que ] - 1, 1[~ R, pucsto que somos capaces de cons-
truir una aplicaciéon

f1-1L1—>R

que es biyectiva. Definirernos f graficamente (véase Figura 2.1}, aunque po-
driamos hacerlo también analiticamente (lo que se deja como ejercicio para el
lector).

Las operaciones con cardinales se definen por medio de representantes.
A tal fin, es imprescindible probar que para cardinales a ¥ 4 cualesquiera
existen representantes disjuntos. En efecto, si A v B son conjuntos tales que
card{4) = a, card(B) = 4, los conjuntos disjuntos A x {1} v B x {2} son
representantes de Jos mismos cardinales, ya que las aplicaciones
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4 — Ax{l}
a — (a,1)

¥
B -— Bx{2}
b — (B,2)
son biyectivas,
A
-1 1P
3
flo=0 &) R
£6x) /
%
1 ’1/ 1

Figura 2.1. Para definir In biyeccion { : }~1, 1[ — R, se dibuja en el plano cartesiano
una recta graduada r cuyo origen coincida con el origen de coordenadas.
Sean Py P los pies de las perpendiculares al eje de ovdenadas trazadas
desde los prntos 11 de r. Se define f{0) = 09, six > 0 (x < 0), f{x} esid
determinado por la interseccion del efe de abscisas con la semirrecta que
parte de P' {de P) y pasa por el punto x € |1, 1[.

Observemos también que, si A y B son representantes disjuntos de o y J,
y A’y B' también lo son, entonces A'U B ~ AU B. En efecto, sif: A - A"y
£ : B — B' son biyecciones, la aplicacién k : AUB — A" UB' tal que

[ fw.,  xea
h(x)_{g(x), xeRB

es fambién una biyeccion.

Definicién 2.2.  Dados los cardinales ay 3, se define su suma como el cardinal
de la union de dos de sus representantes disjuntos. En otras palabras, c+ 8 1=
card (A U B) siempre que & = card (A), § = card (B) y AN B = 0.

La definicién previa es «buena» al haberse demostrado que siempre exis-
ten representantes disjuntos y que el cardinal de su unién es independiente de
los representantes disjuntos elegidos.

Las siguientes propicdades de la suma son de comprobacién inmediata:

(i) Conmutatividad (por ser conmultaliva la interseccidén y la unién de
COTL{Utos).
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(ii} Asociatividad {por ser asociativa la unién de conjunlos).

(iii) @ +0 = 0+ a = a, puesto que

AUB=0D0UA=A.
Se dice que el elemento 0 ¢s el neutro para la suma de cardinales.
Definicion 2.3. Dados « y §, cardinales representados por Ay B, se define su

producto como el cardinal del producto cartesiano A x B. Se escribe o x =
card (A x B},

La definicién de producto de dos cardinales también es «<buena» porque
el cardinal del productn cartesiano no depende de los representantes elegidos.
En efeclo, si A" y B' son representantes de v 5, existen biyecciones

fi4— A

en cuyo caso la aplicacion

es, asimismo, bivectiva.
Las propiedades del producto de cardinales son semejantes a las de la
suma:
(i} Conmuratividad, por ser bivectiva la aplicacién
AxB s BxA
(a,b) — (b.a)

(ii) Asociatividad, puesto que la aplicacién

Ax(Bx(O) —(AxB)xC
{a,(b.¢)) — ((a.B) )

también es biyectiva.

(iii) @ x 1 = 1 x @ = @, lo que sc expresa diciendo que 1 cs el newiro para
el producto de cardinales.

A las propiedades especificas de las operaciones binarias suma y producto
enumeradas arriba hay que afadir la siguiente, que relaciona ambas opera-
ciones:
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(iv) Distributividad del producto respecto de la suma:
ax(J+vl=axf+ax.
En efecto, si A, By Crepresentanaa, Sy v, y BN C = §, entonces
Ax{BUCO)=(A=xBYuAx(O),
con(AxBYN{AxC)=40.

La Lercera operacion con cardinales que definiremos es monaria (relativa
a un solo cardinal), y se basa en el concepto de conjunto de paries de un
conjunto A: P(A) = {X|X ¢ A}. En combinatoria elemental se demuestra,
usando la férmula del binomio de Newion, que un conjunto de n elementos
tiene 2" subconjuntos. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.4. Si A es un representante del cardinal o, se define la potencia
de o« ent base 2 como el cardinal del conjunio de las partes de A. En simbolos,
2% = card (P (A)).

Una vez mas se demuestra que la definicién cs «buena». En efecto, si 4
es otro representante de o, existe una aplicacién bivectiva

f:A-— A
Entonces la aplicacion definida por

3:PA)— PA),
X — [(X)

es también biyvectiva, de modo que 2% es independienie de representantes,

2.2. Los mumeros naturales: induccion

Como introduccién a los conjuntos infinitos relataremos el ejemplo cono-
cido como «&l hotel de Hilbert». Este hipotético hotel tiene la particularidad de
poseer un niimero tan grande de habitaciones que van numeradas consecutiva-
merte, sin alcanzar un [inal. Un dia llega a él un cliente nuevo y se decepceiona
al saber que, a pesar de extenderse hasta el infinito, lodas las habitaciones del
hotel estdn ocupadas. Hilbert, el recepcionista, medita por unos momentos
y tranquiliza al recién llegado asegurandole que logrard una habitacién para
él. Pide a todos los clientes ya instalados que se muden a la habitacién que
sigue a la que ocupan ahora, de manera que el de la habitacién nimero uno
se muda a la dos, el de la dos a la tres, etc. Todos los que ya estaban en el hotel
siguen teniendo una habitacion y eso permite que el recién llegado ocupe la
habitacion niimero uno, ahora vacante.

La noche siguiente, Hilbert tiene que enfrentarse a un problema mucho
mayer. El hotel contintia completo cuando llega un 6omnibus infinitamente
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largo de nuevos clientes. Hilbert permanece imperturbable y se frota las manos
pensando en la cantidad infinita de dinero que podra cobrar. Pide a sus clientes
ya instalados que se muden de nuevo, pero esta vez a la habitacién cuyo
numero sea el doble del que tiene la que ahora ocupan. Todos los que estaban
en ¢l hotel siguen teniendo una habitacién vy ahora un ntmero infinito de
habitaciones, todas las impares, han quedado vacantes para los recién llegados.

Definicién 2.5. Un conjunto A (o su cardinal correspondiente) es infinito
ctando es equipotente a una parte propia (un subconjunio B de A tal gue 0 C
B ; A}. De lo contrario, el conjunita (o su correspondiente cardinal) es finito.

Se llaman nitmeros naturales a los cardinales de los confuntos finitos no
vacios. El conjunto de todos los ninieros naturales se denata por N

Debemos comprobar que la definicién de cardinal infinito es independien-
te de representantes. En efecto, supongamos que f: A —+ A’ s una aplicacién
biyective, queg : A — B ;C,: A es inyectiva y que g € A\B. Entonces, la aplica-
cién fo (g ofl) : A" — A’ es inyectiva (al ser composicidn de aplicaciones
inyectivas) pero no es suprayectiva, ya que, como el lector probara, f{a} no
pertenece a su conjunto imagen.

La definicién de cardinal finito también es independiente de represen-
tantes.

De acuerdo con esta definicién, el cero no es un nitmero natural.

Desde luego, todos los conjuntos singulares vy todas las parejas son con-
juntos finitos, de modo que los cardinales 1 y 2 son mimeros naturales.

Probaremos que cualquier subconjunto de un conjunto finito es también
finito mediante el contrarreciproco (tautologia 1.21), Supongamos que A C B
¥ que A es infinito. Existe entonces una aplicacién biyectiva

fA—C,

talque ¢ & € S A. Ental caso podemos definir una biyecciéng : B — (B\A)UC
{(subconjunto propio de B) como sigue:

flx}, =xeA

g(x)={ T

La conclusién es que B es infinito.

Elsiguiente resultado, de enunciado tan intuitivo gue puede parecer obvio,
tiene importantes consecuencias, segin veremos més adelante.
Proposicion 2.1. Sin € N entonces n+1 ¢ N,

Demostracicn.  Sea A finito tal que card (A) = n, yseaz ¢ A (z es un objeto ar-
bitrario no perteneciente al conjunto A). Por definicién de suma de cardinales,

n+1=card(AuU{z}).

Supondremos que A U {z} es infinito y llegaremos a una contradiccién
(argumento por reduccidn al absurdo).
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Estamos suponiendo que cxiste una aplicacién biyectiva
f:AU{z} — B,
donde B & A U{z]. Pucden darse tres casos:
Caso 1: z ¢ B. Entonces
fia 4 - B\ (@)}

es biveccién, con BY {f(z}} & A, por lo que A seria infinito {véase Figura 2.2).

Figura 2.2. Hustracion del caso 1.

Caso 2: f(z) =

z. De nuevo

fia 14— B\ ()

es biyeccién, con B\ {z} & A, y se concluye también que 4 es infinito (véase
Figura 2.3).

Y

Z

Z
—»

Figura 2.3, [ustracidn del caso 2.

Caso 3: {{z) #z € B.Seaa € A tal que f{a) = z. Se define la aplicacion

g A - B\ {2}
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(véase Figura 2.4} tal que

flx), =#a
gm:{fw,x:w

Como g es biveccidn y BY {z] SA, concluimos gue A es infinito. o
y y G

Figura 2.4, [lustracion del caso 3.

El siguiente teorema es la versién formal del procedimiento adoptado por
Hilbert ante la llegada de un nuevo cliente a su hotel, relatado al inicio de esta
seccidn.

Teorema 2.1 (I° de Peano). La uplicacion (funcion sucesor)

s: M — N
no o3 41

es inyectivay s (N) G N.
Demostracidn. Supongamos que s{n) =s{m) esdecibn+1=m+1.Sidy
B representan a los cardinales n2 v #1, v se eligen dos objetos z vt tales que z ¢ A
vyt ¢ B, entonces AU {z} y BU {t} representardn a» + [ y a w1 + 1, debiendo
ser equipotentes (por la hipotesis). Sea

frAU{el — BU{D)

bivectiva. Dos casos son posibles;

Caso 1: f{z) =¢. Entonces flA :A — Bes biyeccion y n = m.
Caso 2: f{z) #t. Seaa € A tal quef(a) = t. Se define g : A — B tal que

g(x):{f(x), x#a

fz), x=a
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Como g es biyectiva, n = m {véase Figura 2.5).

A B

z i’ £
Figura 2.5. [Hustracion del caso 2.

Terminaremos probando que 1 ¢ s (N). En efecto, dado n € N, considera-
mos A tal que card (A) = n. Consideramos también x € A (tal x existe porque
A # §) y un objeto arbitrario z ¢ A. Como AU {z} contiene a la pareja {x,z} (no
puede ser un conjunto singular porque x # 2}, se tiene

siny=n4+1=card(AU{z})) # 1.
Asf, s(N) G K @
Corolario 2.1, £l conjunto de los ntimeros nafurales es infinito.

Demostracién. Como la funcién sucesor s es inyectiva, N y s (N) son equipo-
lenies; ademas, s (N} es un subconjunto propic de N. O

Teorema 2.2 (2° de Peano). Sea A C N un subconjunto cualguiera con las
siguientes propiedades

(i} 1€A.
(ii) ne A= s(n) € A, para todon € N.

Entonces A = M.

En la Seccién 2.6 se exhibe una demostracién del Teorema 2.2, compaiible
con el enfoque adoptado en este texto (véase el Teorema 2.7 y la nota que le
sigue). Aceplémoslo de momento.

El conjunto de los niimeros naturales posee las propiedades enunciadas
en los Teoremas de Peano. Mas anin, esias propiedades caracterizan al conjunto
de los ndmeros naturales, en el siguiente sentido: si K es un conjunto cual-
quiera con una aplicacién (sucesor) s : K — K inyectiva pero no suprayectiva
{Teorema 2.1) y tal que los subconjuntos de K verifican la propiedad enunciada
en el Teorema 2.2, entonces K es el conjunto de los nimeros naturales (salvo
por cuesliones de notacion),
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El Teorema 2.2, convenientemente reformulado, se usa como un método
de demostracion de proposiciones referidas a niimeros naturales, conocido en
la literatura como el principio de induccion matematica.

Supongamos que p (1) es una ecuacion en la que aparece la variable »
(véase el Problema 2.1), v se desea probar que las infinitas proposiciones p (1),
p (2}, p(3).... sontodas ciertas. Podemos imaginar infinitas fichas de domino
erguidas, cada una portando escrita en su cara una de estas ecuaciones; una
vez comprobada la validez de una ecuacion particular derribamos la ficha
correspondiente. Para derribar una a una todas las fichas, no alcanzaria toda
una vida. Sin embargo, si las fichas estdn cuidadosamente dispuestas, al caer
la primera, ésta derribard a la segunda, que a su vez hara caer la tercera,
y asi caerdn lodas. Bl principio de induccidn, version matemadtica del efecto
domind, podemos enunciarlo como sigue:

Si p {n) es una forma proposicional sobre N tal gue:

(i} p (1} se cumple v, ademads,
(ii) pny =pn+ ), paratodo n € §

entonces es cierta la proposicion p{n) para todon € N

La induccion matemadtica fue usada, y explicitamente reconocida, por
Pascal en 1654 y Fermat en 1659, y conservé la condicion de axioma arjitmético
tltime hasta 1879, cuando Frege definid la clase de los niimeros naturales
a partir de conceptos l6gicos. En contraposicion al significado habitual del
término, la induccion (siempre en el sentido de arriba) es un método deductivo
de demostracién que garantiza la validez de [a proposicion p () para todo
n ¢ N, sin ninguna excepcion. El uso del término proviene del hecho de que
para elaborar una conjetura (la proposicion p (n) para todo n € N, que se cree
cierta) se suele proceder por obhservaciéon de varios casos, como en las ciencias
experimentales.

De inmediato veremos cudn importante es el principio de induccién cuan-
do se trata de probar propiedades de numeros naturales. Empezaremos de-
mostrando que la suma vy el producto de elementos de N son, asimismo, ele-
mentos de M (de donde obtendremos que la union v el producto cartesiano de
conjuntos finitos son Lambién finiios).

Proposicion 2.2. La suma y el producto de dos ntimeros naturales es también
un nmero natural.

Demostracidn. Empezaremos probandolo para la suma y luego, en base a
esta propledad, para el producto.

(i) Dado 2 € N (nimero natural fjo), consideramos la siguiente forma
proposicional sobre N p (#) = m +# € N, Acabamos de ver que p (1) es verdad
(Proposicion 2.1). Suponiendo cierto p (n), tenemos #1 +# € Ny, por la misma
proposicion y por la asociatividad de la suma, se tiene

m+mt+1l)=(m+n)+1eN
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Por lo tanto, p(n) = p(n + 1), cualquiera que sea n € N, y se concluye,
por induccién, que n+m € Nparatodon € N, Comom es arbitrario, nm+#n € N
cualesquiera que sean los niimeros naturales »#z y n.

(it Dado m € N (otra vez fijo}, consideramos ahora la forma proposi-
cional p(n) = nm € N (es costumbre prescindir del signo x para represen-
tar el producto de niimeros naturales). También ahora p (1) es cierto, porque
ml = card (A x {z}) = card (A) = m € N. Suponiendeo cierto p (), y utilizando
propiedades de cardinales ya demostradas, se obtiene

min+ N=mr+ml=mn+mecN

Por lo tanto, p (1) => p (» + 1) para todo 1 € Ny se concluye, como antes,
que mn € N para todo n € N Asi pues, mn € N cualesquiera que sean los
numeres naturales s y n. O

Corolario 2.2. Lg unidn y el producto cartesiano de dos conjuntos [mitos es
un conjunto fmito.

Demostracion. La afirmacién es trivialmente cierta cuando al menos uno de
los dos conjuntos es vacfo, por lo que supondremos que los conjuntos finitos
dados, 4 v B, son no vacios. Sean m = card (A) y # = card (B).

Para el producto es inmediato, ya que card (A x B} = mn € N,

Por lo que se refiere 2 la unién, es inmediate siA y B sondisjuntos 0 A = B.
De no ser asi, como AU B = A U {B\A) y estos dos conjuntos son finitos, no
vacios y disjuntos, se liene que p = card (B\A) es también un niimero natural
veard{AUB)=m+peN O

Corolario 2.3. La union finita de conjuntos finifos es finita.

Demostracion. Probaremos por induccién gue la union de cualquier familia
de n conjuntos finitos es un conjunto finito, para todo r € N. Es obvio que
para n = 1 el resultado es cierto. Supongamos que la propiedad es cierta para
una familia de n elementos y sean A;,As,...,An, conjuntos finitos. Por la
asociatividad se puede escribir la union de la familia como

n+1 b2
UAi = (UA:') UAg.

i=1 i=1

que es una unién de dos conjuntos finitos (el primero es finito por hipétesis de
induccién). Aplicando el Corolario 2.2 sc completa la prueba. O

Proposicién 2.3, S5i A es un conjunto finito, entonces P (A) también es finito.

Demostracién. Probaremos la proposicién por induccién sobre card (4) =
n € N (el caso A = P es trivial, ya que P (@) = {8} es unitario). A tal fin, cuando
card (A) = 1 se liene que card (P (4)}) = 2, que es finito. Supongamos que 7 (A)
es finito cuando card (4) = #, y sea B un conjunto tal que card (B) = n + 1.
Siendo B # 0, sea b € B arbitrario y consideremos las siguientes familias de
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subconjunios de B :
Bi={XeP(B)|becX} v By={XecP(B)|begX}.

Evidentemente, By U B, = P(B) y B1 N Bz = §. Ademds, B, = P(B\{E}) vy la
aplicaciéon

f: 81 — Bz
X s X\, ()

es una biyeccién (demuéstrelo). Comeo card (B\ {#}) = 1, aplicando la hipétesis
de induccién se tiene que B es finito, por lo que B; tambiénlocs. La conclusion
se obtiene aplicando el Corolaric 2.2. O

Otra de las propiedades «evidentes» de N, que demostraremos por induc-
cidn y uiilizaremos mds adelante, es la ley de cancelacion para la suma de
nimeros naturales. Conviene recordar que, como la funcidn sucesor es inyec-
tiva, sim 4+ 1 = n + 1, entonces m = 1 (cancelacién de la unidad).

Proposicion 2.4. Cualesquiera gue sean los niimeros naturales m, ny gq, st
-+ 7 =g + #u, enfonces it = g.

Demostracion. Dados m € N v g € N {fijos), se considera la siguiente forma
proposicional sobre N

plry=m+tun=g+n=m=g).

La proposiciéon p(1}) = (m +1 =¢g + 1 => m = g) es la cancelacién de 1,
que es una proposicién verdadera (Teorema 2.1).

Suportiendo ciertop (n), asicomoni+(n + 1) = g+ (n + 1) {el antecedente
de p (n + 1)), se tiene, como consecuencia de la asociatividad de la suma de
cardinales, que (m +n) + 1 = {g + ) + 1. Como puede cancelarse la unidad,
se obliene mz + n = g + n y, usando la hipdtesis de induccién p (n), se tiene
entonces W — g,

En conclusion, p(n) = p{#n + 1) cualquiera que sea n € N, lo que com-
plela la segunda parte de la prueba por induccién (cualquiera que sea r € N,
n puede cancelarse).

Como # y ¢ eran arbitrarios se tiene lo que se queria probar. O

2.3. Comparacion de cardinales

El ejemplo del hotel de Hilbert relatade al inicio de la seccion anterior
parece insinuar que un infinito es tan extenso como cualquier ofro, porque
varios infinitos caben a la vez en el mismo hotel infinito; el cardinal del con-
junto de los niimeros naturales pares es igual al cardinal del conjunto de los
numeros naturales. Sin embargo, unos infinitos son, en realidad, mayores que
otros. Por ejemplo, todo intento de emparejar uno a uno cada niimero racional
con otro irracional acaba en el fracaso y, de hecho, se puede demostrar que el
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cardinal de los numeras irracionales es mayor que ¢l cardinal de los nimeros
racionales.

Definiciéon 2.6. Dados dos cardinales a y 8, con representantes respectivos
Ay B, se dice que o < 3 si existe una aplicacién inyectiva f : A — B o,
alternativamente, si A = 0.

Se define o < B cuando o0 < 8y a # B (es deciy, existe al menos una
aplicacidn inyectiva [ : A — B, pero ninguna de ellus es suprayectiva, o bien
a=0y73#0).

Es facil comprobar que la definicion de o < 3 es independiente de repre-
sentantes. En efecto, si 4 # @ (ya que el resultado es obvio cuando A = §),
supongamos que A' ~ 4 y B' ~ B, por lo que existen sendas aplicaciones bi-
yectivasg: A’ — Ayh:B — B'.Entonces ko (fog) : ' — B' es inyectiva
{al ser composicién de aplicaciones inyectivas).

La definicion de o < § también es independiente de representantes.

Obsérvese que, si a < f, se tiene « + v < 8 + v cualquiera que sea el
cardinal . Por eso se dice que la relacién < entre cardinales es compatible
cot la suma.

Ejemplo 2.3. (i) Si A C B, se tiene card(A) < card (B) (por la inyectividad
de la aplicacién que asocia cada elemento de A consigo mismo). En particular,
siA G By B es finito, entonces card (4) < card (B).

{ii} Recordando que 2* = card (P {(4)) cuando & = card (4), también se
cumple a < 2% cualquiera que sea el cardinal «, puesto que la siguiente apli-
cacién es inyectiva cuando A # §:

A —T(A)
x — {x} .

En particular, # < 2" para todo cardinal finito . Pronto veremos que
a < 2% siempre (Teorema de Cantor).

Ejemplo 2.4, Entodareunidn hay siempre dos participantes que ya conocian
al mismo ndmero de personas.

En efecto, si representamos por B el conjunto de participantes en la reu-
nién (card (B) = n > 2), se pregunta a cada elemento & € B cudntos participan-
ies conocia (se supone que conoce al menos a uno, sin contarse a si mismo).
Seaf{b) € N su respuesia, §i

A:=f(B) = {fB)|bc B},
se tiene
Ac{l,... ,card(B) — 1},

por lo que card (4) < card (B) (véase Problema 2.5). Si se demuestra que <
es una RBO (antisiméirica), { : B — A no podré ser inyectiva y existirdn
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dos elementos distintos en B (dos participantes) que tienen la misma imagen
{conocian al mismo namero de personas).

Este ejemplo ilustra el principio del palomar: si tenemos n nidos y #n + 1
palomas, entonces hay un nido en ¢l que duermen al menos dos palomas. Este
principio (muy utilizado en matematica discreta) es una de las consecuencias
de que la relacién binaria < satisfaga las propiedades reflexiva, transitiva ¥
antisimeétrica sobre cualquier conjunto de cardinales. La demostracién —nada
simple— de esta ltima propiedad se conoce como Teorema de Bernstein, de
Cantor-Bernstein o de SchréderBernstein, pues fue demostrado independien-
temente por esos tres autores. La herramienta de la prueba consiste en la
consiruccién de cierta sucesion de conjuntos.,

Definicién 2.7. Una sucesion en A es una aplicacion f: N — A, gue denota-
remos simplemente por {a,}.. | cuandoa, = f(n).

La notacién {a.},. , (o incluso {a,}, para abreviar) podria dar lugar a
confundir una sucesion con el conjunto imagen de la aplicacién f, pero son
dos cosas diferentes.

En la prueba de Bernstein se construye una sucesién de conjuntos, {En}
de la signiente forma. Se define E| directamente y, para cualquier » € N, si
se supone dado E, se definird E, 41 a partir de E,. De esa forma, si p (1) es
la forma proposicional «F,, estd bien definidos, se tendra, por el principio de
induccién, que se cumple p(n) para todo 1 € N, es deciy, que {E,} es una
sucesion de conjuntos bien definida. Las sucesiones asi definidas se llaman
recursivas (volveremos a utilizarlas mas adelante).

Teorema 2.3. Larelacion < es de orden sobre cualquier conjunto de cardinales.
f':'r R A .--, R & VI S s g

Demostracién.  Propiedad reflexiva: si a = card(A), como Iy : A —+ A es

inyectiva (v bivectiva), & < a.

-~ -

Propiedad transitiva: sl a = card(4), § = card(B) y v = card(C), v
suponemos que o < 3 y que 2 < v, deberdn existir aplicaciones inyectivas
fiA— Byg:B— C Entoncesgof: A — C es también inyectiva y, por lo
tanto, a < .

Propiedad antisimétrica (Teorema de Bernstein): supondremos que o <
A yque § < o, stendo o = card (A) y § = card {B). Estamos admitiendo que
existen aplicaciones inyectivasf : A —+ Byg : B — A. Probaremos que existe
una aplicacién biyectiva %2 : A — B recurriendo a una sucesién recursiva de
conjuntos,

El primer elemento de dicha sucesién sera

E) = A\g(B) (2.1)

(véase Figura 2.6). Si E; = @, entonces g es suprayectiva v, como es inyectiva,
o = [ y la demostracion termina {(esto sucede cuando A es finito, por ejemplo).
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Figura 2.6. Definicidn del conjunto E.

Supongamos, entonces, E; # . Los restantes elementos de la sucesién se
obtienen, cada uno a partir del anterior, como sigue:

Ey =g (fED} #0,... Ener =g (F(ER)} #0, ..

La sucesion recursiva de conjuntos {E,} ", cstd bien definida, por el
principio de induccién. Denotaremos por E la unién de todos los conjuntos de
dicha sucesién, es decir, E := | J;7 | E..

Consideremos ahora la aplicacion 72 : A —+ B dada por la expresién

fix) xeE.

<), BEAE @2

Bx) = {

que estd bien definida, En efecto, si x € A\E, como A\E C A\E; = g(B),
x € g (B} y, al ser g inyectiva, x tiene imagen inversa tinicag~! (x). Si probamos
que 1 es bivectiva podremos concluir que o = 4.

(a} h es inyectiva: debemos probar que x # y implica % (x) # h(y). Para
ello distinguimos los tres casos posibles siguientes:

Caso 1: {x,y} C E (véase Figura 2.7},

Figura 2.7. hes inyectiva (caso 1}
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Como x # y y f es inyectiva, se tiene 22 (x) = f(x) £ F(y) = & ().

Caso 2: {x,y} C A\E (véase Figura 2.8),

L N
Lo ) Figura 2.8. % es inyecriva (caso 2).
" Sifuese & (x) = h(y), se tendria g7" (x) = g7 ' (») v, al ser g aplicacidn,
deberia scrx = v.
Caso 3: x € E ey € A\E (véase Figura 2.9).
L BiE
ool
,";. gl.“' ) . " - - f
"“k“ Figura 2.9. [ es invectiva (caso 3). RS

Suponiendo, de nuevo, que A (x) = & {y} se tiene, recordando la definicién

de A en (2.2), que f(x) = g~! {¥). Entonces obtenemos y = g {f (x)} € E, en

- contradiccion con y € A\E. En efecto, si x € E, (x debe pertenecer a cierto
* conjunto de la sucesién cuya unién es E), se tendrag {f (x)} € B, o1 C E.

(b) h es suprayectiva: dado z € B, se busca x € A tal que % (x) = z. Para

ello conviene distinguir dos casos posibles.

"“ Caseo l: z € f(E) (véase Figura 2.10).

En virtud de la hipdtesis existira un x € E C A tal que f (x) = z. Entonces,
;, recordando (2.2), se tendré / (x) = z.

!
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Figura 2.10. } es suprayectiva {caso 1).

Caso 2: z ¢ f(E) (véase Figura 2.11}.

Figura 2,11, % es suprayectiva (caso 2}.

Veremos quex = g _(zj.'-‘satisface la condicién requerida.
Como suponemos z ¢ f{E), se tiene que z ¢ f(E,}, » = 1, 2, ... Entonces,

al ser g inyectiva, debera ser también
g@¢e{flEn)t =Enpin=12,...

Ademds, por la definicién de E| dadaen (2.1), g (z) ¢ E;. En consecuencia,

¢

g(z) g‘f UEH =E-_-
n=1

Como g(z} € A\E, usando nuevamente (2.2), tenemos
heg(@)] =g (@) =2

De esta forma, la prueba ha quedado completada. O

Teoxrema 2.4 (de Cantor). « < 2% para todo cardinal a.
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Demostracion. Sea o = card (4). Desde luego, a < 2* como consecuencia de
que la aplicacion

A —3 P {A)
x — {x}

es inyectiva (el caso A = 0 es trivial). Probaremos ahora que « = 2 es imposi-
bie (reduccidn al absurdo).
Seaf: A — P (A) una aplicacion biyectiva. Consideramos el conjunto

M:={xcAlx¢fix)} (2.3)

(en principio, podria ser M = @ 0 M = A). En cualquier caso, M € P{A), por
o que existird un tinice elementoa € A tal que f(a) = M. Entonces, usando la
definicién de M dada en (2.3}, se tienen las dos implicaciones siguientes cuya
conjuncién es siempre falsa:

aceM=ad¢fla)=M
{aéM:f(a):>a€M.

Tenemos, pues, la deseada contradiccién. O

Del Teorema de Cantor se sigue que no puede haber un cardinal mayor que
todos los demas. Veremos, a continuacién, la llamada Paradoja de Cantor,
que niega la existencia de un conjunto «universal» U, es decir, la existencia de
un conjunto que incluya a cualquier otro conjunto imaginable.

Proposicion 2.5. No existe un conjunto universal,

Pemostracion. 8ihubiese un conjunto universal If que contuviese a cualquier
otro conjunto, se tendria P (U) C U v, por lo tanto, 2% < a para o = card (U},
en contradiccion con el Teorema de Cantor. 1

Como consecuencia de la Proposicion 2.5, dado un conjunto arbitrariec 4,
siempre existe x tal que x ¢ A. Un lector muy atento notara que esto ya fue
usado en la Seccién 2.2 {por ejemplo, en la demostracién del Teorema 2.1).
Sin embargo, no hemos incurrido en un circulo vicioso, pues en el Teorema
de Cantor no se usa ningiin resultado sobre nimeros naturales.

Estd claro gue no podemos admitir como conjuntos colecciones cuales-
quiera de ohjetos, como el «<conjunto universal» I o la coleccién de todos los
cardinales (otra coleccidn «demasiado grande» de objelos). Solo en el contexto
de una teoria formal de conjuntos puede especificarse cudndo una coleccion
de objetos es un conjunto, pero tales teorias son excesivamente complejas y
dridas para ser incluidas en un curso intreductorio.

Como los cardinales finites no son tantos (aunque no baste toda una vida
para enumerarlos), aceptaremos que N es un conjunto (como lo son casi todas
las colecciones de objetos que se consideran en matemdticas). De lo dicho
hasta aqui se desprende gue {N, <} es un conjunte ordenado. Veremos un par
de propiedades interesantes del mismo antes de terminar esta seccion.
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Proposicion 2.6. Sean m vy n nitmeros naturales. Entonices w < n si, y s6lo si,
existe p € Ntal que m+p = n.

Demosiracidn.  Sean A y B representanies de s v de #, respectivamente. Es-
tamos suponiendo que existe una aplicacion f: A — B que es inyectiva, pero
que no podra ser suprayectiva. Sea

C = B\f(4) £ 0.

Obviamente, C es finito, ya que B es finito y C € B.Como A ~ f(A) ¥
B=FfA)UC, conflA)N C =, se tiene entonces 1z = m + card (). Tomando
p = card (C), se concluye que m +p = n.

Reciprocamente, si #1 + p = #, entonces existen representantes A, Cy B
de i, p y n, respectivamente, que pueden suponerse disjuntos dos a dos, tales
que A U C ~ B, Luego existe una hiyeccidn g : AU C — B cuya reslriccion

es inyectiva y, por lo tanto, m < ». Ademds, si fuera m = » se tendria gue
1 =mwm+p=mn+p, cs decir, se cumpliria 7 = »# + p para algin natural p. No
es dificil demostrar, por induccién sobre n, que n # n + p para todon, p € N
{Problema 2.3). Por lo tanto, m # n y, en consecuencia, # < #. O

Proposicién 2.7. (N, <) es un buen orden.

Demaostracion. Recordandela Definicion 1.18 (buen orden), consideremos un
subconjunto no vacio A < N y supongamos gqae A no tiene minimo {reduccion
al absurdo). Entonces 1 € A (ya que de lo contrario serfa el minimo), por lo
que

leMA =4 (2.4)
Probaremos por induccién que A = &, lo que contradice la hip6tesis

@ ;C;: A C N y termina la demostracién.
Consideremos la forma proposicional

pin)=1{1,2,... . n} CA

Sabemos que p (1) es verdadera por (2.4), Supongamos que para algin »
natural se cumple p (#) pero no p (n + 1}, es decir,

{1,2,...,u} CA
pero
{1,2,... ,nyu4+ 1} ¢ A.
Enlonces # + 1 € A seria el minimo de A (véase Problema 2.4), contradi-

ciendo el supuesto de que A no tiene minimo. Por lo tanto, p(r) = p(n + 1},
lo que completa la prueba por induccién de que A = N. O
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Obviamente, (N, <} es un orden total. Obsérvese que 1 es el elemento
minimo de N, mientras que N carece de m#ximo: para todo z € N se tiene que
n+1leNyquen <n+1 (porqueexistep € Ntal que n+p = n + 1), con lo
que ningun natural # puede ser el maximeo de N.

2.4. Conjuntos numerables

Definicidn 2.8. Un conjunto A es numerable si A ~ N. El cardinal de tales
conjuntos, card (N} = Ry, es el cardinal numerable (R, simbolo que se lee calepho,
es la primera letra del alfabeto hebreo). Un conjunto A (0 su cardinal) es a lo
sumo numerable si es finito o numerable (card (A) < R).

Todo conjunto numerable ¢s infinito. Si 4 es numerable y [ - N — 4
es biyectiva, denotando a, = f(n), puede escribirse 4 = {a, | n € N}, que es
una enumeracion de los elementos de A (en la sucesion {a,} estan todos los
elementos de A una vez, y s6lo una).

Obsérvese que cualquier conjunto numerable admite infinitas enumera-
ciones {reordenando los # primeros ¢lementos de N se obticnen n! enumera-
ciones de N),

Ejemplo 2.5, (i) El conjunto de los niimeros enteros, Z, es numerable por
que{0, 1, -1,2 -2, .. }esunaenumeraciénde Z,cona, = (—1)" [#/2]| donde
|12/2] representa la parte entera por defecto { [1/2] = 0),

(i) W es numerable porque podemos enumerar sus elementos recorrien-
do de la manera indicada el camino que aparece en la Figura 2.12, que pasa
una sola vez por todos los puntos def planc cuyas coordenadas son niimeros
naturales (existen, desde luego, otros muchos caminos que satisfacen esta
condicion. Véase, por ejemplo, el Problema 2.15).

=4

(26)

[ Y L~

52

Ly .
I 2 3 4 5 6

Figura 2.12. Fuwmeracicn de ¥,

(ifi) El conjunto de los racionales positivos, QF, es numerable porque
todo racional positivo se expresa de forma unica como fraccion i/ (con m,
n € Ny primos entre si). Entonces la aplicacion
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gt — N

7y (2,11}
¥l

es inyectiva y, por lo tanto,
card (@) < card (N} = Ro.

Como, ademas, N C @7, también se tiene que Ry < card (")} v, por la
propiedad antisimétrica del orden, se concluye que

card (QF) = Ng.

Proposicién 2.8. Para cualguier cardinal a, o < o si, ¥ solamente si, a es
infinito.

Dewmostracion. Debemos probar las dos afirmaciones del enunciado,

{@) 8i ¥y < oy card{4) = a, entonces existe una aplicacién inyectiva
f:N — A Como f(N) ~ Nyf(N} C A A contiene un conjunto infinite, de
modo que A es también infinito.

(b) Suponiendo que A es infinito, existe una aplicaciéng : 4 — A gque es

inyectiva pero no suprayectiva.

A partir de un elemento a € A\g(4) arbitrario y usando la funcidn g,
definimos una sucesion recursiva {e,},. , como sigue:

ay=a; ap:=g(a1); ... ; nt1 =g &n)i--.

Desde luego a1 € g(A), de manera que, para todo rn € N, se tiene

[£2*Wg %a1 = . - (24)

Probaremos por induccion que an41 ¢ {a1,... ,a,} para todo n € M. Para

n = 1, usando (2.4), se cumple la afirmacién a; ¢ {«1}. Supongamos ahora
que dnt ¢ {ai,... ,a,} y analicernos el elemento a,2. Por la inyectividad de

£ se tiene

anir =glanp) ¢ {g (@), ... 8 (@)} = {a2, .., @ust}

Como ademas, nuevamente por (2.4), se cumple que d,..2 # a1, obtenemos
@uy2 ¢ {ay,... ,any1}, con lo que concluye la demostracion por induccién.

Esto prueba que la aplicacion f : N — A, con f(r) = ay, es inyectiva. En
efecto, si m # #, deberéd ser m < n o n < m (Proposicién 2.7). En el primer
caso

flr) ¢ {f(1),....f(n - 1},
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conjuntc que contiene a f (m), por lo que [ {n) # f(m), llegandose a la misma
conclusién en el segundo caso.
Al ser f: N — A Inyectiva, No < card (4), que es la conclusién deseada. O

Corolario 2.4. Para cualquier cardinal o, o0 < R si, y solamente si, o es finito.

Demostracion.  Demostraremos el directo por reduccién al absurdo (tauto-
logia 1.23). Supongamos a < ¥y ¥ ¢ infinito, Entonces, por la Proposicién 2.8,
No < a. Pero (@ < R} A (Wo < @) es una contradiccién debido a que la refacion
entre cardinales es RBO.

Supongamos ahora que o es finito. E] caso a = 0 es trivial. En otro caso,
a €5 un numero natural, por lo que

e=n=card ({1,2,... ,n}) < card (N) = Ng. t
La prueba de los dos siguientes corolarios se deja como ejercicio.

Corolario 2.5. Un conjunto es infinito si, y sélo si, contiene un subconjunio
numerable. '

Corolario 2.6. Todo subconjunto de un conjunto mumerable es a lo sumo
numerable,

Probaremos a continuacion algunas propiedades de los conjuntos nume-
rables, empezando por justificar las decisiones tomadas por Hilbert para alojar
a los recién llegados a su hotel.

Proposicion 2.9. Ny + a = ¥y, para todo cardinal a < ¥g.

Demostracion.  Si Z~ denota al conjunto de los enteros negativos, entonces
£~ ~ N, puesto que

N—Z-
H—r —H
es una biyeccion. Considerando, ademads, que § = Z N {1,2,... v} =Z NN
¥y
Z-CcZ Uf{l,2,... n} CE UNCEZ,
tenemeos

R < Ng +n < Rp + g < R,

para todo n € N, llegdndose a la conclusién deseada al aplicar el Teorema de
Bernstein, o

Corolario 2.7. La union de dos conjuntos a lo sumo numerables, es a lo sumo
niimerable.



60 ALGEBRA ¥ FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

Demostracién. Sean A y B conjuntos finitos o numerables. Definimos el con-
junto C:= B\A C B que ¢s a o sumo numerable por el Corolario 2.6. Entonces
AUB=AUC, conANC =0, porlo que

card (A UB) = card (A U C) = card (A} + card (C) < Ng .

siendo la dltima desigualdad consecuencia del Corolario 2.4, cuando A y B son
finitos, v de la Proposicidn 2.9 en otro caso. O

Proposicién 2.10. ¥y x Rg = Ng. Por lo tanto, el producto cartesianio de dos
conjuntos numerables es también numerable.

Demostracion.  card ()} = RoxNoyvimos en el Ejemplo 2.5ii) que card (M) =
Ng. La segunda afirmacidn es consecuencia inmediata de

card (A) x card (B) = card(A x B}). O

Las Proposiciones 2.9 y 2.10 muesiran que las operaciones con cardinales
no satisfacen las leyes de cancelacién (a menos que dichos cardinales sean
nalurales).

Ejemplo 2.6. (@ es numerable. En efecto, llamando @~ a los racionales ne-
gativos y @t a los positivos, 7 ~ QF ~ Ny se tiene entonces

card (@) = card (@~ U [{0} UQ]) = Ro + ¥g = Ry.
Teorema 2.5. La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

En la Seccién 2.6 se dara una prueba de este resultado que es compatible
con el enfoque adoptado en este libro (véase Teorema 2.8). Nos limitaremos a
utilizar el Teorema 2.5 para obtener ¢l siguiente ttil resultado cuya prueba se
deja comeo ejercicio.

Corolario 2.8. Una unién a lo sumo numerable de conjuntos a lo sumo nu-
merables és a lo sumo numerable.

2.5. El cardinal del continuo

En matematicas elementales se afirma que, al representar los nimeros
reales sobre una recia graduada (con origen y longitud unidad), no quedan
agujeros. Bn otras palabras, los nameros reales tienen una representacion
continua sobre la recta. Esta propiedad, que se precisard en el Capitulo 3,
motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.9. Un conjunto se dice que tiene el cardinal del continuio si es
equipotente al conjunto de los niimeros reales, R Se denota por ¢ = card {R).

Ejemplo 2.7. Veamos que todos los intervalos propios de nameros reales
ienen el cardinal del continuo.
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{a) Sia < b, entonces
card (Ja, B[} = ¢

porque hemos visto en los Ejemplos 2.1 y 2.2 que todos los intervalos propios
son equipotentes entre si y que | — 1, 1[~ &,

(b) Todo intervalo propio / (cerrado o no por sus extremos, de longitud
mayor que cero, finita ¢ no) contiene un intervalo de la forma Ja, [ con g < b.
Como Ja,b[C IC R, se liene

¢ <card{f) <e,
es decir,
card (l) == c.

Como N C R sabemos que ¥y < ¢. Vamos a clasificar el cardinal del
continuo comparando un intervalo de longitud une de la recta real con el

cenjunto {0, I}N de todas las sucesiones con valores en la pareja {0, 11.

Lema 2.1, Existe una aplicacion inyectiva f : [0, 1[— {0, Y. Por lo tanio,
¢ < card ({U, ]}N) .

Demostracion.  Para cada namero real x € [0, 1] consiruiremos una sucesién
{x,},=, convalores 06 1. Para ello, partimos [0, 1] en dos subintervalos semia-
biertos disjuntos [0, i[ v {3, 1[. Entonces, x € {0, Hobienx ¢ [1,1],y definimos
el primer término de la sucesion asf:

0, sixel[0 3]
X =
1, sixe[f, 1.
Ahora, partimos [¢, [ en cuatro subintervalos semiabiertos de longitud
1/4 que enumeramos consecutivamente al recorrerlos de izquierda a derecha.
Definimos entonces x; = 0, si x perlenece al primer ¢ tercer intervalo, o bien
x3 = 1, cuando x pertenece al segundo o al cuarto. En general, partiendo
[0, 1] en 27 subinlervalos consecutivos de longitud 1/27, definimos x,, = 0 si x
pertenece a un subinilervalo impar, o x; = 1 si x pertenece a un subintervalo
par (véase Figura 2.13).
Definimos, entonces, la aplicacion

00, 1[— {0, 1}"

x — {xq}.

A dos mimeros reales diferentes x,v € [0, 1] se les asignan sucesiones
también diferentes, pues ambos niimeros reales no pueden pertenecer, para
todo n € N, a los mismos subintervalos de longitud 1/2" (como se verd en la
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Seccién 5.3, esto se debe a la propiedad arquimediana de los reales). Por lo
tanto, la aplicacidn f es inyectiva y ¢ < card ({0, I}N) =

[ Y . A
=1 L ,/L " )
0 n 1
r N Y ol A
%=0 L A A x /
S S G S A S
ol LA AL AR A/

Figura 2.13. Definicicn de {x.} a partir de x.

La sucesidn construida en el Lema 2.1 produce una expresidn en cifras
binarias del nimero real x (0,x1x2x3---), andloga a la conocida expresién
decimal. F] desarrollo decimal se tratara en el Capitulo 5 (Teorema 5.1 (if),
Proposicién 5.6 y Teorema 5.7).

Lema 2.2, Existe una aplicacion inyectiva g : {0, 1} — {0, 1]. Por lo tante,
card ({0, I}N) <e.

Demostracion. Dada una sucesién {x,},., de ceros y unos definiremos pri-
meramente una sucesién recursiva {1, } de intervalos cerrados encajados. Para
ello partimos el intervalo cerrado [0, 1] en tres subintervalos disjuntos conse-
cutivos de longitud 1/3: [0, 11,13, $[y [3, 1], ¥ eliminamos el intervalo abierto
central. Definimos el primer 1érmino de la sucesién por

[0,4], six;=0
I = [a1,b1] :=
[$,1], sizx=1.

Ahora partimos I en tres subintervalos disjuntos consecutivos de longitud
1/9, eliminamos el intervalo abierto central y definimos 7; como el subintervalo
de la izquierda o el de la derecha dependiendo de si x; = 0 6 x2 = 1. En
cualquier caso, Iy C I; y 1a longitud de 7[5 es 1/9.

En general, 1,1 serd el tercio izquierdo del intervalo cervado I, | si x40 =
0, o bien el tercio derecho, si x,y1 = 1. En cualquier caso, foy C I, vy 1a
longitud de 7, es b, — a, = (1/3)" (véase Figura 2.14).

La sucesién {/,} asi construida es de intervalos cerrados encajados y la
longitud b,, —a,, tiende a 0, cuando # tiende a infinito. Veremos en el Capitulo 5
que, bajo estas condiciones, existe un tinico nimeroreal z € ﬂ;’il I, (principio
de encaje de intervalos).
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Figura 2.14. Definicion de {I.} a partir de {x,}.
Resumiendo, hemos demostrado la existencia de una aplicacion

g:{0, 13" — [0, 11
{2y} — z

Es claro que g es una aplicacién inyectiva v, por lo tanto, card ({0, 1 }N) <
¢. O

La siguiente relacidn entre ¥y v ¢ es particularmente interesante.
Proposicién 2.11. 2™ = card ({0, I}N) =c.

Demostracion.  Lasegunda igualdad se obiiene inmediatamente de los Lemas
2.1y 2.2 y del Teorema de Bernstein.
Para la primera probaremos que

card (P (M) =card ({0, I}N) )

Para ello es suficiente senalar que a cada sucesion {x,}°2, de ceros y unos

se le puede asignar, de manera natural, el subconjunto A < N definido por
A={neN|x, =1},

v, reciprocamente, dado un subconjunto cualquiera 4 C M se define una suce-

sién {x,}20 | asi;
1, sined
Xy =

0, sin¢A.
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Habiendo establecido una aplicacion biyectiva entre 2 (N) y {0, 1}¥, am-
bos conjuntos son equipotentes, 0

Como consecuencia de la Proposicién 2.11 y del teorema de Cantor se
tiene que Ny < ¢. Este resultado, probado por Cantor en 1874, le sugirié la cla-
sificacién de los conjuntos —por su tamafio— a través de la nocién de cardinal,
introducida en 1878.

Enunciaremos a conlinuacion algunas propiedades casi inmediatas de
esta curiosa «aritmética» de cardinales.

Proposicion 2.12. c+ Ng=rc.

Demostracion, Consecuencia de que RY C RY UZ™ C R y del Teorema de
Bernstein. U

Proposicién 2,13, c+c=c.

Demostracion. Usandoque®, UR™ =R O

Proposicidn 2.14, ¢ x Ny =c.

Demeostracién. Resulta de considerar la siguiente aplicacion bivectiva:

f:00,1[xZ—R
(x,m)— x+n U

Proposicion 2.15. c¢xc=c.

Demostracion. Probaremos que {0, 1}" x {0, 1}" ~ {0, 1}".
Una de las desigualdades es trivial, ya que

{0, 11N~ {0, 137 x {s} c {0, 117 x {0, 1}"
para cualquier conjunto singular {s} ¢ {0, 1}"".
Para la otra desigualdad, sera suficiente probar que existe una aplicacion
inyectiva

f:{0, 1} % {0, 11" — {0, 117

Con tal fin, para cada par de sucesiones {x,} e {,} en {0, 1}" se define la
sucesion intercalada

{Zntpe) = X1 ¥ X2 ¥ v}
Se comprueba facilmente que esta aplicacion es inyectiva. 00

Como consecuencia, el plano cartesiano B2 tiene el cardinal del continuo,
Esta propiedad sorprendié a los malemalicos contemporaneos a Canior, pro-
vocando una fuerte polémica entre ellos. Alortunadamente, la equipotencia
entre recia y plano no causa en la actualidad ninguna controversia.
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No menos fuerte es la polémica que surge de la pregunia, natural por
cierto, sobre la existencia de conjuntos con cardinales intermedios, entre R y
2% Reservamos un andlisis de esta cuestién para la siguiente seccién.

2.6. Proposiciones indemostrables

Acabaremos cste capitulo introduciendo, de modo muy superficial, al gu-
nas ideas sobre aspectos complejos de la teorfa de conjuntos. Empezarcmos
por referimos a ciertas proposiciones que no pueden demostrarse, como tam-
poco pueden serlo sus negaciones. De hecho, todas ellus fueron introducidas
por famosos matemdticos que creyeron que eran verdaderas, en algunos casos
dandose incluso una «prueba» que contenia un circulo vicioso. Una de estas
proposiciones involucra el concepto de producto cartesiano de una familia (po-
siblemente infinita) de conjuntos. Para motivar este concepto, que generaliza
¢l producto cartesiano de dos conjuntos, observemos que B? es equipotente al
conjunto R{'-2} de las aplicaciones de {1, 2} en R, pues basta asociar a cada
par ordenado (a;,a;) € I la aplicaciénf: {1, 2} — R dada por

a;, x=1
f(XJZ{ ‘

g2, X =2
de modo que
(ar,@2) = (f{1),f(2)).

Par esa razén se define el producto cartesiano de B por si mismo n veces,

R, como TR.{I-""‘”}, conjunto de las aplicaciones f : {l,... ,n} — & que
se identifican con las n-plas (f(1),f(2),... ,f(n)). Mas en general, dados »
conjuntos no vacios 4y,... , A, arbitrarios,

ApxoxAg = {f {1, ,n} — (AU UAD | Fl) € Ay i=1,... n}.

Bajo estas condiciones, A) x A; # @, v se demuestra por induccién gue
Ay x - x Ay # 0, cualquiera sea n € N. Ya estamos en condiciones de definir
el producto cartesiano de una familia, finita o infinita, de conjuntos.

Definicion 2.10. Duda una familia {A;,i € I} de conjuntos no vacios se define
el producto cartesiano de dicha familia como el conjunto de las aplicaciones
que asocian a cada indice un elemento del conjunio conespondiente al mismo,
es decty,

Hr‘l;‘ = {f—:_f — UA{ |f[:£) € A, para todo i & f} .

isf icf

Ahora podemos enunciar las conjeturas (o proposiciones indemosirables)
mis célebres de la teoria de conjuntos. Los nombres obedecen a razones
histéricas.



66 ALGEREA Y FUNDAMENTOS: UNA INTROIUCCION

Axioma de eleccidn, Si {A;,i €/} es una familia (posiblemente infinita) de
conjuntos no vactos, entonces HA; # .
ict

Hemos visio que para una familia finita no es necesario este axioma.

En el Problema 2.24 se muestran otras maneras de formularlo.

Hay conjuntos no vacios cuyos elementos son tan raros que no s¢ conoce
ninguno. Se sabe, por ejemplo, que existen funciones gue son continuas en
un intervalo pero que oscilan (ni son crecientes ni decrecientes) en cualquier
subintervalo, pero nadie ha sido capaz de encontrar una de tales funciones.
Algo parecido ocurre con productos cartesianos infinitos.

Hipotesis del continuo. El cardinal que sigue a Yo es ¢, es decir,
c=min {a| ¥ < a}.

Si se acepta la Hipétesis del continuo se justifica la notacién ¥y para el
cardinal del continuo.

Hipétesis del continuo generalizada (Tarski). Si a es un cardinal infinito
{0 transfinito), e cardinal que le sigue es 2*.

Asi, los primeros cardinales serian -

Teorema de Zermelo. Todo conjunto no vacio puede ser bien ordenado.
Zermelo probé este enunciado a parlir del siguiente axioma.

Lema de Zorn. Sea (A. <) un conjunto no vacio ordenado. Si todo subcon-
junto 8 C A, tal gue (S,=) es totalmente ordenado con el orvden inducido, tiene
cota superior en A, enionces existe al menos un elemento maximal de A,

Buena ordenacién de cardinales. Todo conjunto de cardinales estd bien or-
denado con el orden natural (existencia de aplicacicn invectiva entre represen-
tantes).

Una base de Hamel de un espacio vectorial (de dimensién posiblemente
infinita) es un subconjunto generador y lincalmente independiente (volvere-
mos sobre dichas bases en la Seccidn 7.1},

Existencia de bases de Hamel. Thdo espacio vectorial tiene al imenos una
base de Hamel.

Se han establecido las siguientes relacionces entre estas proposiciones «in-
demostrables»:
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/4 H. del continuo
H. continuo general
N Axioma de eleccion = A de eleccién

nurmerable
Teorema de Zermeclo

. Unién numerable
Lema de Zormn de conjuntos
0 numerzables
es numerable
Buena ordenacion
de cardinales

Existencia de
bascs de Hamel

El Axioma de Eleccién (AE para abreviar), y sus varias equivalencias, es
probablemente el mds discutide axioma de la matematica, después del pos-
tulado de las paralelas de Buclides. La consistencia de AE con los axiomas de
Zermelo-Fraenkel (ZF para abreviar), gue fundamentan la teoria de conjun-
tos, fue demostrada por Gédel en 1938. La independencia de AE respecto de
la axiomatica ZF fue demosirada por Paul Cohen en 1963, La dificuliad para
su aceptacidn estriba en que AE (o cualquiera de sus equivalencias) afirma
la existencia de un objcto matemdtico sin exhibirlo ni proporcionar ningu-
na pista sobre cédmo construirlo. AE puedc parecer intuitivamente evidente,
pero su aceptacion obliga a aceptar también, por ejemplo, que el conjunto de
los niimeros reales puede ser bien ordenado, hecho para nada evidente. Por
€50, los matematicos siempre tratan de evitar el uso de estas conjeluras, salvo
que sea imposible dar una prueba allernativa, advirliendo expresamente su
evenlual utilizacion. Por ejemplo, del axioma de eleccion se sigue que todo
conjunto equipotente a una parie propia conliene un subconjunto numerable,
pero es preferible una prueba por induccidn (como la dada en la Proposicitén
2.8 (b))

A efectos flustrativos demostraremos una de las implicaciones mas senci-
llas. Aceptando lo afirmado en el Teorema de Zermelo probaremos el axioma
de eleccién. En la Seccidn 7.1 se probars, suponiendo el Lema de Zorn, la
existencia de bases de Hamel en espacios vectoriales.

Teorema 2.6. Si todo confunlto o vacio puede ser bien ordenado, entonces,
para cualquier familia de conjuntos no vacios ¢ = {A; i € 1}, se cumple H
icf

A0,

Demostracion.  Debemos probar que existe una aplicacion
f:1—Jc

tal que (i) € A; para cada i ¢ I. Por hipdlesis, existe un buen orden < en
el conjunto {JC. Cada A; es un subconjunto no vacio de | JC, por lo que tiene
{un unico) primer elemento a; = min 4;, con respecto al orden < restringido.
Entonces, cstd bien definida una aplicacién f que, a cada i € 7, le asigna el
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primer elemento de 4;. Hemos establecido directamente la existencia de una
aplicacionf e HAE‘ 0
il

Concluiremos esta seccién con las pruebas aplazadas de los Teoremas 2.2
y 2.5, basadas en la buena ordenacion de cualquier conjunto de casdinales y en
el axioma de eleccion, respectivamente. Como los nuevos enunciados anaden
la correspondiente hipdtesis se renumeran dichos teoremas.

Teorema 2.7. Supongamos que lodo conjunto de cardinales estd bien orde-
nado con el orden natural Entonces, si un subconjunto A C N satisface las
propiedades

(i) Led; vy
(i neA=n+1cAparatodon €N

se cumple la ipualdad A = N

Demostracion. Supongamos gue A G N Por hipdlesis, el conjunic de cardi-
nales N\A # @, tiene un primer cardinal p = min (N\A). Naturalmente, p # 1,
pues 1 € A por la hip6tesis (i). Sea P un conjunto (finito) tal que card (P) = p.
Como P # 0, sea x € Py consideramos el conjunto Q = P\ {x} & P. Enionces,
g =card (P {x}) # 0y

g = card (P\ {x}) < card(P) =p.

Como P es finito, ¢ también es un namero natural. Si fuera g = p, P seria
equipotente a una parte propia, contradiciendo su cardcter finito. Porlo tanio,
g < p, vy siendo p el minimo de N\A, se tiene que ¢ ¢ N\A, es decir, g € A.
Usando la hipétesis (i), g + 1 € A. Pero

g+ 1 =card (P {x}) + card ({x}) = card (P) = p.
Esto implica que p € A, lo cual es una contradiceién. O

Nota al Teorema 2.7. En la demostracién del leorema anterior se supo-
ne que ¢l orden entre cardinales es RBO, propiedad que fuera demosirada
en el Teorema 2.3 {(de Bernstein). En dicha prueba hemos usado induccién,
pero solo para el caso de cardinales infinitos. Como el Teorema 2.7 se refiere
a nameras naturales (cardinales finitos), no hemos incurrido en un circulo
vicioso.

Por otro lado, parece que el principio de induccion fuera consecuencia del
axioma de eleccidn. Esto requiere una aclaracion. Con la definicién de ndmero
natural adoptada en este texto {cardinal de un conjunto no equipolente a
una parte propia), el axioma de eleccién se hace indispensable. Sin embargo,
hay otras construcciones conjuntistas de los nimeros naturales en las que el
principio de induccién se demuestra sin usar el axioma de eleccién. Existe, por
ejemplo, una construccién muy similar a la del texto (pero més dificil}, basada
en la definicién de conjunto finito segiin Tarski {véase Problema 2.18), que no



CARDINALES 69

lo necesita. Pero en esa versién es un teorema la afirmacidn «un conjunto no
finito (Tarski) es equipotente a una parte propia», y, para demostrarlo, si se
requiere el axioma de eleccién.

Teorema 2.8. Suponiendo que se cumple el axioma de. eleccion, entonces la
union numerable de conjuntos numerables es numerable,

Demostracion.  Sea {A, | n € K} una familia numerable de conjuntos nume-
rables, y sea B:= U2 A,

Cada conjunto A, puede serenumerado de infinitas maneras distintas. Sea
E, el conjunto de todas las enumeraciones de A,,. Una aplicacién de e, E,
proporciona la enumeracion simuitdnea de todos los elementos de la familia
{4y | n € N},

Sea, pues, Ay = {aum, m € N}, n =1, 2,... La aplicacién definida por

i -t B
(”:m) g

es, obviamente, suprayectiva, por lo que {g~! () | & € B} es una familia de
conjuntos no vacios contenidos en N?.

Seaf € Myepg™t (b). Desde luego, f: B —s N2 yf(b) € g7 ' (b) (es decir,
glf (b)Y = b) para tode b € B.

Es facil probar que [ es inyectiva. En efecto, si se cumplef(h) = f(¥') para
b,b' € B, setieneg[f(h)] = g [f(b')], es decir, b = &',

Por la inyectividad de #,

card (B) < card (W) =

(Proposicién 2.10), mientras que A; € Bimplica ¥y < card (B). Aplicando, una
vez mas el Teorema de Bernstein, se concluye que card (B) = Ng. N

En la prueba del Teorema 2.8 el AE se usa dos veces, siendo esencial tan
solo Ja primera de ellas (al ser W numerable, esta bien ordenado y puede
definirse f{b) como el minimo de ¢! {5), y esto para todo b € B).

2.7. Teorxias axiomaticas

Lateoria intuitiva de conjuntos da lugar a paradojas inadmisibles, las mas
célebres de las cuales fueron descubiertas por Cantor en 1899 (Proposicién 2.5)
v por Russell en 1902 (Problema 2.29), ambas surgidas al considerar conjuntos
«demasiado grandes». La Unica estrategia capaz de evitar las paradojas con-
siste en axiomatizar la teoria de conjuntos, de tal forma que la definicién de un
conjunto por comprehension, es decir, mediante cualquier forma proposicio-
nal, esté regulada por reglas restrictivas que permitan obtener unos conjuntos
a partir de otros sélo si se cumplen determinadas condiciones.

Pocos autores han sido capaces de describir de forma tan simple la na-
turaleza de un sistema axiomiltico formal come Jean Dieudonné, seiialado
miembro del grupo Bourbaki, de cuyo articulo «Les méthodes axiomatiques
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modernes et les fondements des mathématiques» (Actualités Scientifiques et
Industrielles, 77, pp. 224-232) traducimos un fragmento:

«Sc trata de fundar las matemadticas sobre bases indiscutibles, es decir,
que los términos que figuran en un texto matematico deben tener el mismo
sentido para todos los lectores, y que, por otra parte, debe existir un método
objelivo que permita discernir si dicho texto es correcto sin réplica posible.
La tesis esencial de Hilbert, que hemos hecho nuestra, es que no cabe hablar
de pensamiento claro més que tratando de objetos determinados y en niirmero
finito (...).

Pero si queremos permanecer en lo finito, ;podemos todavia hacer la ma-
yor parte de los razonamientos matematicos? ¢ Podemos incluso enunciar la
mayor parte de las proposiciones sin pérdida de sentido? Cuando enunciamos
la siguienle proposician, concerniente a Jos niimeros reales, ‘cualesquiera que
sean x ey se lienex +y = y+x’, ¢no estamos expresando el hecho de que las su-
mas son iguales para lodos los niimeros reales que podrian reemplazar a x e ¥7
Se puede muy bien, como ensefia el método axiomatico, hacer abstraccion de
toda intuicién sobre la naturaleza propia de los ntimeros reales y razonar so-
bre ellos como si fuesen seres indeterminados cuyas propiedades, enunciadas
en los axiomas, son las Unicas que se tienen en cuenta; pero no pucdo impedir
que el lector piense que mi proposicién es de un orden diferente de la que se
formularia al reemplazar sucesivamente en la relacidon x + 3y = v + x, la pareja
{x,y) por parejas de nimeros reales determinados, por numerosos que sean,
uniendo las propesiciones obtenidas cop el signo A. ¢No parece inevilable
la introduccién de la nocion de infinito?

Hilberl escapa a este dilema de una manera tan simple como original.
Sin duda existe una antinomia entre el contenido de la proposicién anterior
y la idea de que los razonamientes deben reposar sobre lo determinado; pero
no existe ninguna coniradiccién entre este punte de vista y la escritura de la
proposicion

Ve, veR x4+y=y+4a,

que aparece como un ensamblaje, en un derlo orden, de los signos vV (léase
«para todo») x, v, €, K, + ¢ =, signos bien determinados v en niimero bicn
pequeno. Parece imposible eludir la nocidn de infinito micniras sc considere
que lo esencial de una proposicién cs su contenido, es decir, la representacion
mental que simboliza; pero la dificultad se desvanece si se admite que lo
esencial de la proposicién es su [orma; en oiras palabras, es indtil gue una
proposicidn evoque una representacion mental distinia de la percepcién de
los signos con los cuales ha side escrila.

Esta posicidn es tan extrafia y paraddjica a primera vista gue no parece
digna de un examen: ;se puedce sostener la posibilidad de llevar un razona-
miento sin comprender una palabra de lo que se dice? En suma, ;qué son las
palabras del lenguaje v los signos matematicos, destinados corno estan a co-
municar representaciones mentales, y como se les puede desarraigar de esas
representaciones sin convertirlos en ininteligibles?

Fsta es, sin embargo, la idea fundamental de ITilbert; en el enunciado
de las proposiciones matematicas, los signos empleados son signos puros,
desnudos de toda significacion. Para ver cémo puede uno ver las cosas desde
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csa perspectiva tomaremos como término de comparacidn un juego, el ajedrez
por ejemplo; con las piezas de este juego, que tienen formas y colores diversos
a fin de poder distinguirlas, se forman sobre el tablero ensambiajes que se
suceden siguiendo un proceso sometido a ciertas reglas establecidas de una
vez por todas pero de manera que, cuando son igualmente posibles, en virtud
de las reglas, diversos movimientos, la eleccion del mas conveniente se deja al
arbitrio del Jjugador, Lo que es esencial observar es que, para jugar al ajedrez
correctamente, No es necesario asociar a la percepcion de cada movimiento del
juego una nueva representacion mental, de la gue el movimiento considerado
seria el simbolo; basta asegurarse de que las reglas han sido respetadas,

Transponiendo lo dicho a las matematicas tendremos la concepcidn de
Hilbert; las matematicas se convierten en un juego, cuyas piezas son los sig-
nos gréficos, que se distinguen entre si por su forma; con estos signos se
constituyen ensamblajes que, segiin su forma, serdn Nlamados relaciones o
proposiciones; en virlud de ciertas reglas, algunas proposiciones son califi-
cadas a priori comao verdaderas, mientras que olras reglas permiten fabricar
nuevas proposiciones verdaderas, bien sea a partir de relaciones cualesquiera,
bien sea a partir de otras proposiciones verdaderas; y el punto escncial consis-
te en que estas reglas permiten verificar su observancia sin mas gque examinar
el ensamblaje.

Conviene subrayar que las palabra verdadere, refacion v proposicién no
tienen en esta concepcion mas que un significado puramente convencional;
se pueden comparar estos términos con los del ajedrez, donde jague mate y
enrogque son empleados para caracterizar, de manera abreviada, ciertas situa-
cionies o ciertos movimientos del juego que las reglas describen con mayor
longitud; de forma semejanle, los términos matematicos de los que acabamos
de hablar son abreviaturas cuya constitucién esta precisada por las reglas, En
todo caso, no se puede hablar de verdad absoluta de las proposiciones, ni de
las reglas que permiten pasar de una propesicion ‘verdadera’ a otra; se puede
afirmar que las matemalicas, asi concebidas, no recurren a mas nocicnes ni
hipétesis metafisicas que el juego del ajedrez, por insistir en el ejemple. De
ignal forma que tados los jugadores admiten disponer de un método objeti-
Ve para reconocer si un movimiento es correclo en una partida de ajedrez,
se dispondra de un método para reconocer si un lexto matemdtico es correc-
to o no.

Asi se encontrara completamente resuelto el problema de los fundamentos
de las matemadticas, (... )»

Este plan de fundamentacién axiomadiica de todas las matemalicas, co-
menzando por la teorfa de conjuntos, fue llevado a la practica con relalivo
éxilo por el propio Hilbert v por sus discipulos Zermelo y Fracnkel {tcoria
formulada entre 1908 v 1930), asi como por Von Neumann, Bernays y Godel
{1925-1840), entre otros. Gédel puso en evidencia las limitaciones de cual-
quicr teoria axiomiética formal, demostrando, con sus teoremas de imposi-
bilidad (1931), que el objetivo plantcado por IHilbert no es alcanzable. Un
inconveniente de todos los sistemas axiomaticos formales es su considera-
ble dificultad técnica, de manera que resulta muy laborioso trasladar al marco
formal argumentos intuitivamente vilidos. De ahi que la gran mayoria de los
malematicos prefiere trabajar en el marco «ingenuo» de la teoria intuitiva
de conjunlos, en la confianza de que sus eventuales descubrimientos podrian
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ser «traducidos» al riguroso, si, pero también tedioso, marco de una teoria
axiomatica [ormal. El famoso algebrista G. Birkhoff ha narrado con sorna su
experiencia personal, segin relata E. L. Lawler («Old stories», en History of
Mathematical Prograrmming, Lenstra et al. {eds.), North-Holland, 198%}:

«Hace mucho tiempo, alld por los afios 30, pensé que me interesaban los
fundamentos de las matemadticas. Incluso escribi un par de trabajos en ese
4rea. Tenfamos en el claustro de profesores {de la Universidad de Harvard) un
brillante légico que estaba labrdndose una gran reputacién. El azar quiso gque
durante cierto semestre mis clases siguieran a las suyas, por lo que, antes de
borrar la pizarra cada dia, echaba un vistazo a lo que acababa de explicar. En
septiembre empez6 con el Teorema 1. Poco antes de Navidad llegé al Teorema
747. Y, ;sabes lo que decfa?: <Six <y ey < z, entonces x < z! Algo se quebré
de repente en mi. Hay algunas cosas en matematicas que debe uno admitir,
me dije. Y, a partir de ese momento, nunca mds he vuelto a preocuparme por
los fundamentos de las matematicas.»

Nos valdremos de un par de ejemplos de sistemas axiomiticos materia-
les, que son los més utilizados en matematicas desde los tiempos de Euclides,
para ilustrar la diferencia con los sistemas axiomdticos formales.

Alrededor del afio 300 a.C., Euclides escribid sus célebres Elermerntios, el
libro de texto matematico més [amoso de la historia, que estd compuesto por 13
grandes capitulos. Aunque los Elementos organizaron todo el saber geométrico
y aritmético acumulado porlos griegos, los babilonios y los egipcios, su mayor
logro consistié en mostrar cémo un resultado puede ser deducido a partir
de otras proposiciones mediante una sucesién de razonamientos légicos. La
geometria desarrollada por Euclides es la primera teoria axiomética de tipo
material que se conoce.

En la axiématica de la geometria euclidea se consideran tres ciases de ob-
jetos no definidos: puntos, rectas y planos. A estos términos no definidos sélo
se les pueden atribuir las propiedades derivadas de los axiomas o postulados
(cuya aceptacion es un acuerdo entre Euclides y sus lectores). Los 15 axiomas
se distribuyen en 5 grupos:

a) Postulados de incidencia:

1. Por dos puntos pasa una recta tnica.
2. Toda recta contiene, por lo menos, dos puntos.
3. Existen, por lo menos, tres puntos no alineados.

b) Postulados de orden.

¢) Postulados de congruencia.
d) Postulado de completitud.
¢) Postulado Ide las paralelas:

15. Por un punto exterior a una recia (s decir, no pertencciente a la
misma) se puede trazar una sola recta paralela,

El axioma de las paralelas fue, durante mucho tiempo, el mas controver-
tido. Muchos gedmetras pensaban que este postulado era consecuencia logica
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de los anteriores y gque, portanto, se podia eliminar. Sin embargo, fueron vanos
los esfuerzos por demostrarlo. Ya en el siglo XIX se demostré su independencia
al encontrar modelos geométricos que cumplian todos los postulados menos
el de las paralelas.

De hecho, si consideramos sélo los postulados de incidencia v el de las pa-
ralelas, y definimos como rectas paralelas aquellas que no se cortan, podemos
encontrar un modelo muy simple de geometria que cumple los cuatro axiomas
y otro modelo que sélo cumple los tres primeros.

Ejemplo 2.8. Consideremos la geometria cuyos elementos no definidos son
los puntos P;, i = 1,... 4 ylasrectas r;, j = 1.... ,6 de la Figura 2.15. Se
comprueba que dicha geometria verifica todos los postulados de incidencia y
también el de las paralelas.

Figura 2.15. Modelo de geometria que satisface el postulado de las paralelas.

En efecto, si tomamos, por ejemplo, la recta 7; y un punto exterior a ella,
P1, existe una tnica recta, rg, gque pasa por P; y es paralela a r. Y lo mismo
ocurre en los restantes casos.

Ejemplo 2.9. Consideremos ahara la geometria cuyos elementos no defini-
dos son los puntos Py, Ps, P y las rectas ry, r2, r3 de la Figura 2.16. Dicha
geometria verifica los postulados de incidencia pero no el de las paralelas. En
efecto, si tomamos la recta r; y el dnico punto exterior a ella, Py, no existe
ninguna recta que pase por P, y sea paralelaar,,

P,

P,

P,

Figura 2.16. Modelo de geometria donde falla el postulado de las paralelas.
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2.8. Problemas
Problema-2.1. Demuestre las siguientes férmulas:

2 2
“) 13—1—234—"-%-1’13:@.

By 1-Ul+--+nnl=n+10-1
-+ 23 ke mm+ T =
d) v < 2%,

H
n+l’

o it
e)a+a’+... +a° :al aa -, siendoa # 1.
1 1+2+'.'+n:m;—1}.
no_ n ) )
2) aa i = Za”"-b‘_l, siendo a # b, a,b € Z.{Sugerencia: Demuestre

i=l

laigualdad a” — 6" = (a — b) Za"“i -1 para todo # € N).

i=1

Problema 2.2. ;Para qué niimeros naturales se cumplen las siguientes desi-
gualdades?:

a) Zn+1 < 2°.
b) 12 < 2",
c) 2% < nl

Problema 2.3. Demuestre que # # n + p para todo 1,p € N. (Sugerencia:
Aplique induccién scbre n.)

Problema 2.4. Demuestre que no existe ningin nimero natural m tal que
n<ma<n+tl,

para todo n € N. (Sugerencia: suponga lo contrario y apligue la Proposicidn
2.6.)

Problema 2.5. Pruebe que card({p € N|p < n}} = n. (Sugerencia: por in-
duccién y aplique el Problema 2.4.)

Problema 2.6. El segundo principio de induccién o principio de inducciin
compleia establece que, dada una forma proposicional p(u), n € N, tal que

(i} p(1) es verdadera, y
(if) para cualquier natural #, es verdadera la proposicion

(p(k) para todo natural k < n) = p{n + 1),

entonces p(n) es verdadera para todon € N
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Demuestre este principio a partir del principio de induecién. (Sugerencia:
considere la torma proposicienal () = (p(k) para todo natural k < n).}

Problema 2.7. Explique cudl es el error, si lo hubiera, en las siguientes «de-
mostraciones» por induccion:

a) 2! > 1.S8i2" > nentonces 2MH1 = 2" x2 > ux2 =pn4n >u+1.
Luego, por induccion, 27 > » para todo nz € N. Por lo tanto, se concluye que
pA > N

b) (a+b)! =a+b. Supongamos que (a + b)k = a+ b para todo k < u,
k € Ny considercmos

(a4+bYT =(a+b) (a+b)=(a+b)la+b)=(a+b) =a+b.

Por induccién completa se concluye que (2 + )" = a + b, para todon € N.
Problema 2.8. ;Es cierto que para todo » € N el nimero 2% + n + 41 es
primo? (Sugerencia: Compruébelo para algunos niumeros nalurales menores
que 40 elegidos al azar v tarabién para n = 40.)

Problema 2.9. Demuestre que, paran > 2, se verifica la siguiente propiedad:

AUBIN..NB)={AVBIN...N(AUB,).

Problema 2.10. Demuestre, por induccién, que los dngulos interiores de un
poligono convexo con n vértices suman (n — 2) . (Sugerencia: Parliendo del

poligono de 1 + | vértices, construya, como en la Figura 2.17, otro poligono
de n vértices.)

Figura 2.17. Descomposicicn de un poligono de n + | vértices en un poligono de n
vdrtices y un fridngulo.

Problema 2.11. Un tablero de ajedrez estd formado por 64 casillas cuadra-
das, de igual tamafio, blancas y negras, de moda que cualguier par de casillas
contiguas son de diferente color. Se suprimen las casillas extremas de una de
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las diagonales del tablero. ¢Pueden cubrirse las 62 casillas restantes median-
te piezas de domind formadas por dos cuadrados del mismo tamafio que las
casillas? ;Y si el tablero consta de »? casillas cuadradas, con n € N?

Problema 2.12. Considere la familia
C={An|neN}

definida recursivamente por A; = N — {1}, Anpq = A, — {#n 4+ 1} para todo
# € N. Pruebe que no hay elemento minimal en el conjunto ordenado (C, C).

Problema 2.13. Demuestre que si tiramos dos dados doce veces, al menos
en dos de esas tiradas obtendremos la misma suma de puntuaciones.

Problema 2.14. Pruebe la siguiente versién infinita del principio del palo-
mar: Si se disiribuyen los elementos de un conjunto infinito en un nimero
finito de cajas, entonces hay una que contiene una cantidad infinita de ele-
mentos.

Problema 2.15. Demuestre que la aplicaciénf: W2 — N definida como

f(m,n):%(m+n—l)(m+m—-2)+m

proporciona unz enumeracion de N . (Sugerencia: Demuestre que f es supra-
yectiva considerando la forma proposicional

p (N} = (existe (m,n) € N tal quef(m,n) = N)

y aplicando el principio de induccién sobre N. Para demostrar la inyectividad
de f, considérese f(m.n) = f(p,q) y distinganse los casos m +#n = p+q v
mi+n#p+qg.)

Problema 2.16." Halle el cardinal del conjunto de los naturales primos. (Su-
gerencia: si dicho conjunto fuese finito, se podrfan multiplicar sus elementos
y sumarle la unidad a dicho producto.)

Problema 2.17. Demuestre que una buena ordenacidén ne s una enumera-
cion. (Sugerencia: Véase el Problema 1.25.)

Problema 2.18.* Se dice que un conjunto A es finito segiin Tarski si cada
familia no vacia € ¢ P (A), ordenada por la inclusién de conjuntos, tiene ele-
mento minimal en C.

Demuestre qile A es finito si, v solo si, A es finito segiin Tarski.

Ayuda: use que si A es finito, entonces P (4) también lo es; si A es in-
finito, considere un subconjunto numerable 4* C A con una enumeracion
A’ = {a, | n € N} y véase el Problema 2.12.

Problema 2.19. Halle el cardinal de R*, ®* y, en general, de R, conn € N,
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Problema 2.20, Halle el cardinal de las siguientes familias de conjuntos en
el plane:

a) Todos los segmentos cerrados por los extremos;

b) los triangulos cuyos vértices tienen coordenadas racionales;
¢) los cuadrilateros;

d) las circunferencias,

Problema 2.21. Halle e} cardinal de las siguientes familias de subconjurntos
del espacio tridimensional:

a) Todos los segmentos abiertos por los extremos;
b) los triangulos;

¢) las esferas;

d) las piramides de base cuadrangular.

Problema 2.22. Halle el cardinal del conjunio de los niimeros reales que son
irracionales recurriendo a la hipotesis del continuo.

Problema 2.23. Un numero real se dice que es algebraico sobre () si es
raiz de un polinomio p(x) con coeficientes en . Los nimeros algebraicos se
utilizan cada vez mas en ciencias de la computacién al permitir cdlculos exac-
tos (métodos numéricos robustos). Asi, por ejemplo, 1/2 v V2 son algebraicas
porque son raices de las ecuaciones 2x — 1 = 0 y x* — 2 = 0, respectivamente,
Los niimeros reales que no son algebraicos se dice que son trascendentes. Se
pide:

a) Prucbe que todo nimero racional es algebraico, asi come las raices de
indice arbitrario de los mimeros naturales.

b) Pruebe que el conjunto de los polinomios en Q[x] de grado fijon € Nes
numerable.

¢) Pruebe que Qx] es numerable. {Asumase el axioma de eleccién).

d) Pruebe que el conjunto de los niimeros algebraicos es numerable.

e} Pruebe que el conjunio de los nimeros trascendentes es infinito no
numerable. ;Puede afirmarse que su cardinal es ¢?

Problema 2.24.* Demuestre que cada una de las proposiciones siguientes es
equivalente al axioma de eleccién.

a} SiC = {A;|i €I} es una familia no vacia de conjuntos no vacfos dis-
juntos dos a dos, entonces existe un subconjunto B C | J;, 4; tal que BN A; es
singular;, para cadai e [.

Ayuda para el reciproco: cualquier familia € = {A; | i € I} se puede reem-
plazar por otra familia disjunta ¢’ = {A; x {i} |i € {}.

b) Si A es un conjunto no vacio, entonces existe una aplicacion

FrP A\ {0} —A

tal que (X} € X para todo X € P{A)\ {B}.
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Ayuda para el reciproco: si ¢ = {A;|{ € [} es una [amilia ne vacia de
conjuntos no vacios a partir def: P (L;c, A} \ {B} — Adefinag : I — U, Ar.

Problema 2.25.* Demuestre las siguientes proposiciones:

a) Una aplicacionf: A — B es suprayectiva si, v s6lo si, tiene {al menos)
una aplicacién inversa a la derecha (g : B -— A tal que fog = Ig}.

Sugerencia: para la existencia de g use la version del axioma de eleccién
del Problema 2.24b) (véase también la demostracidn del Teorema 2.8).

#) 0 < card (B) < card (A) si, y sdlo si, existe una aplicacion suprayectiva
f: A — B. {(Ayuda: Utilice el apartado anterior)

Problema 2.26. Seanf:X — Yyg:Y - X aplicaciones inyectivas.

a) ¢Qué puede decirse acerca de la inyectividad de g o f?
&) ¢Es g o f necesariamente suprayectiva?
c) 8i X es finito, ¢qué puede decirse sobre la suprayectividad de g o f?

Problema 2.27. Sea X un conjunto cualguiera v sea 2% el conjunto de todas
lag aplicaciones definidas en X con valores en {0, 1}, es decir,

2% = [f: X — {0, 1} | fes aplicacion}.

Calcule el cardinal de 2*. {(Ayuda: Demuestre que 2% es equipolente a P {X);
véase también la demosiracién de la Proposicion 2.11.)

Problema 2.28. Dados dos conjuntos no vacios A y B, denotaremos por B
el conjunto de todas las aplicaciones de A en B. Sean 4, A’, B y B’ conjuntos no
vacios tales que A v B son equipotentes a A’ y ', respectivamente. Demuestre

que B* y B*' son equipotentes.

Problema 2.29. Sobre €] conjunto, , formado por todos los conjuntos que
se puedan concebir, consideramos 1a forma proposicional X ¢ X. Considérese
también el conjunto A = {X € Q| X ¢ X}. Obtenga una contradiccidn al discu-
tir la pertenencia, o no, de A a si mismo {Paradoja de Russell).

Problema 2.30. Encuentre el error en la siguiente demostracion que utiliza
el Lema de Zorn.

Afirmacidn: existe un subconjunto finito de N que no es subconjunto pro-
pio de ningdn conjunto finito de M.

Demostracion:  considere la familia € de todos los subconjuntos finitos de ¥
ordenada por la inclusidn. Para cada subfamilia totalmente ordenada ' ¢ C el
conjunio | €' es una cota superior de C'. Por el Lema de Zorn, existe elemento
maximal en €, es decir, existe un conjunto finite que no es subconjunto propio
de ningtin otro conjunto finito.

Problema 2.31.* Demuestre el Teorema de recursion (Dedekind, 1888) si-
guiendo el esguema de prueba que sigue.
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Afirmacién: Dados a € A y una aplicacién f : A — A, existe una dnica
sucesion {a, | determinada pora; =a y ¢, = f{a,) paratodon € N,

Demostracidn:  «a) Pruebe porinduccion que para cada iz € N existe una gnica
aplicacion o, 1 {1,2,... ,n} — Atalque p, (1) =ay g, (k+ 1) = [ (g, (k)
parak=1,2,... 7w -1,

b} Verifique que la aplicacién ¢ : N — A definida por ¢ (1) = ¢, (1) es
una sucesién que cumple ¢ (1) =ay w (n + 1) = f{w(n)) para todo n € N,

¢} Siuna aplicacion cualquiera+ : N — Acumple g (1) =ayqg(n + 1) =
f{¢(r)) para todo n € N, entonces ¢ =  (pruebe por induccién sobre 7 que
() = o (n)).

Problema 2.32.* Este largo ejercicio, que puede considerarse un peguefio
proyecto de investigacién, tiene por abjeto desarrollar una teoria axiomailica,
de tipo material, para los nimeros naturales (propuesta por Peanc en 1899,

Supondremos que existe un conjunto N # § que salisface los siguientes
axiomas:

(7} 1 & N {se le llama elemento unidad).

(/) Para cada n € M existe un elemenio tnico n* € N (llamado sucesor
de 7).

(iff) 1 no es sucesor de ningun elemento de M.

(iv) m"=n* —=m=—mn.

(v} Siun subconjunto S de N satisface 1 € Sy, ademéas,n € § == n~ §
cualguiera que sea 1, entonces S = M.

Los axiomas {if), (7i{) v (iv) afirman que la aplicacién que asocia a cada
nimero natural su sucesor es inyectiva, pero no suprayectiva; (v) es el principio
dc induccion.

Ahora definiremos la suma y el produclo en N por induccién, Dados n
{que se toma como fijo) v 1 (que se considera variable), se definen

(S1} n+1 =n*,

(82) n+m™ = (n+m)".
(P1} nl =n.

(P2} nm®* = nin + n.

Se pide demostrar las siguientes proposiciones, en el orden indicado:;

a) la suma de dos clementos de N es un elemento de N;

b) la suma es asociativa;

cyn+l=1l+nparatodorn e N

d) la suma es conmutativa;

2) ¢l producto de dos elemnentos de N es un elemento de K;
) el producio se distribuye respecto de la suma;

g) el producto es asociativo;

h) el producto es conmutativo y 1 actia de elemento neutro;

Ayuda:

a) paran fijo, aplicar (v)a S, = {m € N |n+m € N};
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b) paran,m fijos, idemceon Sy = fpeN|n+m)+p=n+(m+p)};

c) idemconS={neNn+1=1+n}

d) idemcon Sy, = {m e N |n+m=m +n};

e} idem con S, = {m € N [nm € N},

) idem con S, = {m € N |(n +p)m = nm + pm};

g) idem con S, = {p € N [(mm)p = n(mp) s v

k) se empieza conm = 1y se aplica induccidn sobre 7. A continuacion se
efecttia la induccidn sobre m recurriendo a f).

Ahora se define el orden: m < n cuando existe p € Ntal quen +p = m.
Naturalmente, m <nsim <nom=n.

La prueba de que (¥, <) es un buen orden (y, por lo tanto, un orden tetal)
es la misma que la de la Proposicién 2.7.



CAPITULD 3

GRUPOS

Durante el Renacimiento italiano se introdujo el término <algebras, de
origen drabe, para identificar aquella parte de las matematicas que se ocupa
de las ecuaciones algebraicas, es decir, de la busqueda de las raices de los
polinomios (inicialmenie con coeficientes enteras). L.os ntimeros racionales
permiten resolver las ecuaciones de primer grado, pero las soluciones rea-
les de las ecuaciones de segundo grado son, generalmente, irracionales. Es
mds, si se desea que toda ecuacién algebraica tenga al menos una solucién,
no queda mds remedio que admitir la existencia de un conjunto de nimeros
mas amplio que el de los reales. Asf, de modo natural, el 4lgebra pasé a ccu-
parse de los conjuntos de nimeros v de las operaciones sobre los mismos.
Extender los conjuntos numéricos tomé su tiempo. Los enteros negativos no
fueron admitidos como niimeros por los griegos, pues no servian para contar,
ni para medir ni para pesar. Tomaron carta de naturaleza durante el periodo
helenistico (Diofanto), ya bajo el dominia de Roma, y empezaron a ser re-
presentados geométricamente, sobre wna recta graduada, por iniciativa de
Descartes, en el siglo XviL.

Desde hace dos siglos, el &lgebra (al principio adjetivada como moderna
o abstracta) es la disciplina que se ocupa de las operaciones realizadas con los
elementos de uno ¢ de més conjunios. En efecto, la aparicién, en diferentes
campos, de estructuras que comparten las mismas propiedades basicas (los
axiomas de la estructura) han hecho aconsejable desarrollar una teoria general
que permita ahorrar esfuerzos innecesarios, coma serfa derivar una y otra vez
propiedades analogas para cada caso particular. Las estructuras mas simples
son aquellas en las que existe un solo conjunto datado de una operacién tinica.
Tal es el caso de lus grupos.

L.os grupos empezaron a surgir en torno a 1800 en ires campos distintos,
En primer lugar, en teoria de nameros, donde Euler introdujo 1as clases de
congruencia en 1761, teoria desarrollada luego en profundidad por Gauss a
partir de 1801. Lagrange, por su parie, se ocupd en 1770 de las ecuaciones
algebraicas, tratando de entender las razones por las que no se encontraba
un método para resolverlas por radicales cuando su grado era superior a 4.
Aunque recurrié a la permutacion de las raices de una ecuacién, no efectus
operaciones con ellas, algo que es esencial al concepto de grupo y que fue
lievado a cabo por Ruffini, quien publicé muchas pruebas fallidas de la im-
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posibilidad de resolver las de grado 5. La primera prueba admitida es de Abel
(1824), quien se bass en los grupos de permutaciones, siendo Galois quicn
completé la teorfa de ecuaciones en 1831 (aungue su trabajo pasé desaper-
cibido hasta 1846). El tercer campo es la geometria, donde Mobius (1827) y
Steiner {1832) empezaron a referirse de forma impliciia a los grupos de trans-
formaciones. Los vectores del plano v del espacio, que se venian utilizando en
fisica desde los tiempos de Galileo, y las matrices, utilizadas por los analis-
tas, eran otros ejemplos de grupos que nadie habia sido capaz de relacionar
con todos los anteriores, hasta que el inglés Cayley dio, cn 1854, la definicion
abstracta. Caylev fue el primero en representar las operaciones binarias so-
bre conjuntos finitos mediante tablas (a las que, por esa razén, se les da su
nombre}.

E} presente es el primero de cuatro capftulos a lo largo de los cuales
se Tevisaran los conjuntos numéricos (que el lector conoce, intuitivamente,
por los cursos de matemitica elemental), al tiempo gue se van introducien-
do estructuras cada vez mas complejas. En este capitulo consideraremos los
nimeros enteros, introducidos como una extension de los nuimeros naturales,
y se analizaran las propiedades algebraicas de la suma y del producto, tomadas
inicialmente por separado.

3.1. Operaciones binarias

Definicién 3.1. Una operacién binaria x en un conjunto no vacic G es una
aplicacién de G* en G. Se denota mediante el par (G, ).

El signo * que utilizaremos en esta seccion puede representar cualquicr
tipo de operacién binaria, que asigna a cada par cordenado (a,b} € G? un
olemento a + b € G mediante alguna propiedad definida en términos de a ¥
b. En secciones posteriores utilizaremos también notacién aditiva (@ + b) o
notacién mulliplicativa {z - b o bien ab).

Definicién 3.2. Una operacién binaria » en G se dice que es asociativa cuando
satisface

ax(bxc)=(arh)xc

cualesquicra gue sean a, b y ¢ elementos de G. 5S¢ dice gue * es conmutativa
cuando

a+b=b=*a
cualesquiera que sean a, b € G.
Por ejemplo, la unién y la interseccion son operaciones binarias sobre
el conjunto de las partes de un conjunto A. Ademas, ambas operaciones son

asocialivas y conmutativas (véanse en el Ejercicio 1.2 las propiedades 2.4, 2.5,
2.14 ¢ 2.15).
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Definicién 3.3, Dada una operacion binaria (G, *), se dice que ¢ € G es ele-
mento neutro para esa vperacion cuando e xa =a xe = a para todo a € G.

Cuando Iz operacién es conmutativa resulta redundante la expresion exq =
axe =q; bastacona*e = 4.

De existir un elemento neulro, tiene que ser dnico, ya que sie y ¢’ fuesen
elementos neutros para (G, =) se tendria e’ = ¢'+e = e. Poreso, podemos hablar
de «el» elemento neutro y no de «un» elemento neutro.

Por ejemplo, en el conjunto de las partes de un conjunto A4, el conjunto §
es el elemento neutro de (P (4),U), mientras que 4 es el neutro de (P {4),N).

Cuando se usa notacion aditiva, el elemento neutro recibe el nombre de
elemento nulo; en cambio, se denomina elemento unidad si la notacién
empleada es multiplicaliva.

Definicidén 3.4. Dados (G,+)va € Gdecimos quea’ € G es elemento simétrico
de a si satisface «' xa = ax ' = e, donde ¢ es el elemento neutro {con lo que
estamos suponiendo implicitamente la existencia, v por lo tanto la unicidad, de
elemmento neutro ).

Si (G, #) cumple la propiedad asociativa v @’ v 4" son simétricos de g
entonces se liene

anaj*E:a;*(a*a”)z(ﬂ.’*ﬂ)*a”:e*‘a”:a”.

En consecuencia, bajo la hipétesis de asociatividad de la operacién bina-
ria, si a tiene simétrico éste es unico. Cuando ocurre tal cosa, a es también
simétrico de a’, por lo que es suficiente decir que a v @' son simétricos (uno
respecto del otro). Cuando se utiliza notacién aditiva el elemento simétrico se
denomina opuesto {—a); y si sc emplea notacién multiplicativa se denomina
inverso (a™!

S1 A # 0, cntonces los tnicos elementos de (P{A4),U) y (P (A),N) que
poseen simétrico son los respectivos neutros,

Hay tres formas usuales de definir una nueva operacién binaria a partir
de una dada (G, #): inducir una operacién en un subconjunto de G, proyectar
una operacién sobre un cociente G/ ~ (para cierta RBE sobre ) v, por Gltimo,
definir una operacion en el producio cartesiano G x A, cuando se dispone de
un segundo par (H. A).

Definicion 3.5.  Dado un par (G, *) y un conjunto no vacio H C G, la operacion
binaria es cervadu en H si x =y € H cualesquiera que sean los elementos x,v
€ H. En ese caso, la restriccion de + al subconjunto H se denowmina operacion
binaria inducida v se dernota con el miswio simbolo.

EJERCICIO 3.1. Sea (G,+) una operacion binaria cerrada en # C . Pruebe
que si (G, #) es asociativa (conmutativa), entonces la operacion inducida (H, )
es también asociativa (conmutativa).

Definicién 3.6, Dado un conjunio G dorado de una operacion » v de una RBE
~, se dice que » v ~ son compatibles cuando, cualesquiera que sean ay, az, by y
bz en G, se cumple
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{{ar ~az) A (b~ ba)) == (a1 *b1) ~ (a2 % B2)).

La compatibilidad garantiza que la operacion x puede provectarse, de ma-
nera natural y sin ambigiiedad, a una operacion entre clases, operando por medio
de sus representantes. Es decir, si ~ es compatible con * puede definirse, sobre el
conjunto cociente G/ ~, la operacidn binuria

[a} + {b] = [a + 5]

ipodemos usar la misma notacion * para la operacidn entre clases, debido a la
compatibilidad}.

EJERCICIO 3.2. Pruebe que si una operacion binaria en G es asociativa (con-
mutativa), la operacion binaria proyectada sobre el cociente G/ ~ por una
RBE compatible es también asociativa {(conmutativa). Ademds, si ¢ es el ele-
mentao neutro, entonces [e] es el neutro del cociente v, andlogamente, si a’ es
simétrico de a, entonces [a'] es el simétrico de [a] .

Definicion 3.7, Dados (A, %) y (B, @), se define en A x B la operacion binaria
producto ¢ asi:

{a1,b1) o (a2, b2) = (a1 xaz,b1 @ b2) .

ETERCICIO 3.3. Pruebe que el producto de dos operaciones asociativas (con-
mutativas) es asimismo asociativa (conmutativa). Ademas, si cada operacién
tiene elemento neutro {0 si todo elemento tiene simétrico para cada opera-
cion), el producto también.

3.2. Semigrupos, monoides y grupos

A lo largo de esta seccitn se supondra dada una operacion binaria (G, )
con notacion multiplicativa, Introduciremos las estructuras algebraicas mds
simples, que involucran a un solo conjurnto dotado de una operacion,

Definicidn 3.8, (G,.) es semigrupo cuando la operacion es asociativa,

Si existe, ademds, elermento neutro, entonces se dice que (G, .) es un monoide.
U monoide en el cual todo elemento tiene simétrico se denomina grupo.

Un semigrupo (monoide, grupo) cuya operacion es conmutativa se dice que es
abeliano (o commutative).

Si (G, .) es un monoide, denotaremos por e al elemento neutre, aunque
también seria coherente con la notacion multiplicativa representarlo por 1. El
simétrico de g, si existe, se representara pora”!.

La denominacion de monoide para esta sencilla estructura algebraica pro-
viene de esta propiedad de unicidad del elemento simétrico («mono» es una
particula de origen griego que significa «uno»), mientras que €l término «abe-
liano» se emplea en honor del matemdtico Abel.

Ejemplo 3.1. (N, +) es solamente semigrupo, mientras que (N, x ), {{Na} . %],
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({Ro, ¢}, x). ({¥a},+), ({Ra, e} 4) ({0, R0, ¢}, +) ¥ ({1, %,¢}, %) son monai-
des. También son monoides abelianos (NU {0}, +) v (NU {0}, x), puesto que
ambas operaciones son cerradas (lo que se probé para N), asociativas y con-
mutativas (para cualquier conjunto de cardinales). De todos los ejemplos an-
teriores, los inicos grupos corresponden a los conjuntos singulares ({¥p}, %)
y ({Ro},+). Un grupo {G, ) cuyo conjunto G es singular se denomina grupo
trivial. ' .

Podria pensarse que la estructura de semigrupo es demasiado pobre en
propiedades para resultar 1til, pero no es asi. En los iiltimos tiempos se habla
mucho de los sistemas dindmicos, estructuras complejas que permiten mo-
delar sistemas fisicos inestables o cadticos (para los cuales el etdlogo Lorenz
acufioé la metdfora del efecto mariposa: «el aleteo de una mariposa en Brasil
puede provocar un tornado en Texas»), Un sistema dindmico es una terna
(X, G, p), donde X es un conjunto llamado espacio de estados, G es un semigru-
po ((NU{0D},+) o (%, +) para los sistemas discrelos; (B, +) o (B,+) para los
continuos) v

i GxX-—X
es una aplicacién que satisface ciertas condiciones.

Ejemplo 3.2, El giro del plano en torne a un punto O (que tomaremos como
origen de coordenadas) y de dngulo ¢ es una aplicacién del plano en s{ mismo
que asocia a cada punto P otro punta P’ al que las distancias a O desde P y
desde P' son las mismas y, ademas, el dngula que forman las semirrectas OP y
OP' mide a. Denotemos por g, dicha transformacion biyectiva del plano en s
mismo {véase Figura 3.1).

g (P)=p

Figura 3.1. Representacion geométrica del givo de dngulo o

Es facil ver que gz 0g,, = g, 5 (véase Figura 3.2). ' ‘

Si G denota los giros en el plano, {G, o} es un grupo abeliano, siendo g
el elemento neutro. La argumentacién geométrica se puede sustituir por Ja
meramente algebraica, sin méas que definir g, mediante la férmula

g, (x,¥) = (xcosa —ysena, xsena +ycosa) .
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gﬁ(gatp)} = gu+ﬁ(P)

—w

Figura 3.2. Composicion de los givos de dngulos ay 8.

Ejercicio 3.4. Demuesire que el producto carlesiano de semigrupos {monoi-
des, grupos) también lo es con la operacidn binaria producto. Andlogamente,
el cociente de un semigrupo (monoide, grupo) por una RBE compatible es asi-
mismo semigrupo (monoide, grupo) con la operacion proyectada. Por Gltimo,
pruebe que en un semigrupo la operacién inducida en un subconjunto no
vacio, v cerrado para la operacion binaria, es también semigrupo (pero no
necesariamente sera monoide ni grupo, aunque lo sea el semigrupo).

Ejercicio 3.5. En el monoide abeliano ({0,Ro,c},+) se considera la RBE
correspondiente a la particién del conjunto en los cardinales finitos ¢ infinitos
(las clases de equivalencia sen, pues, {0} y {Rg,¢}). Compruebe que dicha RBE
cs compatible con la suma y muestre que el cociente es monoide abeliano, pero
ne un grupo.

Proposicién 3.1, Si (G, .} es un grupo se cumple, cualesquiera que sean a, by
cen &

. —1
(i) (a1 =g
(i) (aby ' =b"la Y
{(i7i) siga = q, entoncesa =g,
(iv) siab == ac, entonces b = ¢ (cancelacion a la izquierda); ¥
(v) si ba = ca, entonces b = ¢ (cancelacién a la derecha).

Dewmostracion. Las cinco proposiciones se prueban recurriendo a las defini-
ciones. Por ejemplo, por ser ! simétrico de a se cumple ¢ le = e = aa™".
Pero estas igualdades también nos dicen que @ es simétrico de a™!, que es
lo que afirma (i). Las restantes proposiciones se dejan como ejercicio para el
lector. O

Teorema 3.1 (de caracterizacion de grupos). Dado un semigrupo (G,.), las
sipulentes proposiciones son equivalenies:

() (G, .)es grupo;
(i) cualesquiera que scana,b € G, las ecuaciones ax = b y xa = b tienen
solucién en G,
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Demostracién.  ({=(i1) Considérese la ecuacion
b =ax. (3.1)

Siexistiese un x € { satistaciendo Ia ecuacién (3.1), multiplicando ambos
miembros pora~! y aplicando propiedades de grupo sc tendria

alb=g " ax)={a 'a)x=ex = x.

Asi pues, la tinica posible solucién de (3.1) es @~ 'b. Reemplazando x por
a~'b en la ecuacién (3.1) y usando la ley asociativa se comprueba que es
la solucién buscada. El lector probara de igual forma que ba~! es solucion
(Unica) de xqg = b.

(it)={i) Probaremos primero que existe elemento neutro en G. Seaa € G
arbitraric. Como suponemos que se cumple (ii), podemos tomar una solucién
¢ € G dela ecuacion xa = g, por lo que se tendrd ca = a. Sea ahora b un
elemento cualquiera en G y consideremos la ecuacién ax = b, que tiene una
solucidn 4 € (; es decir, ad = b. Se liene entonces

ch=clad) =({ca)d=ad = b.
Hemos probado que, para todo b € G,
ch=b. (3.2)

Por otra parte, la ecuacion ax = a tiene solucion ¢’ € G, y se demuestra de
igual manera que para todo b € G,

bc' = b, (3.3)

En particular, tomando b = c en (3.3} v b = ¢’ en (3.2) obtenemos que
c=cc' =¢' porloquec = ¢’ = ¢ es el elemento neutro.

Para la existencia del siméirice de un elemenio arbiirario a € (¢ conside-
remos las ecuaciones ax = ¢ y xa = e. Sean b v b’ las respectivas soluciones.
Entonces,

b=eb=(bab=b'{ab)=be=1D
porloqueb =b" = a! es el elemento simétrico. 11

Toda operacion binaria en un conjunio [inilo G puede representarse con
ayuda de una tabla de doble entrada (tabla de Cayley}, con una fila y una
columna para cada elemento de &, ordenados de una misma manera. En dicha
tabla se escribe, en la casilla correspondiente a la fila del elemento x v columna
del elementoy, el resultado de la operacién xv. Para comprobar, con ayuda de
la tabla, las propiedades eventuales de la operacién binaria puede procederse
como sigue:

(2) La asocialividad requiere comparar la igualdad de los dos productos
asociados, x (yz) v (xy) z, para todas las ternas ordenadas (x,¥,2) que pueden
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formarse con los elementos de G. Por desgracia, hay que comparar [card (G—)]3
posibles ternas, lo que puede resultar muy tedioso.

{5) Laconmutatividad se aprecia a simple vista, pues equivale a la simetria
de 1a tabla respecto de la diagonal de los cuadrados x? {casillas correspondien-
tes a fila y columna de un mismo elemento de G}.

(c) El elemento neutro, si existe, es aquel que corresponde a la fila y
columna que reproduce la ordenacién elegida para los elementos de G.

(d) El simétrico del elemento gue determina una fila (columna) es el que
corresponde a la columna (fila} que se cruza con aquélla en el elemento neutro.

(¢} Si (G,.) es asociativo, sabemos que es grupo si ¥ solo si satisface la
condicion (#4) del Teorema 3.1. Esla condicidn es también facil de apreciar
sobre la tabla, pues equivale a afirmar que cada fila y cada columna de la
misma es una permuiacion de los elementos de G.

Ejemplo 3.3. En el conjunto G = {0, 1} consideramos las operaciones, + y
X, como sigue:

+ |01
{7) 0
t{1]0

Para la asociatividad basta considerar las 8 ternas que se pueden formar
v comprobar la igualdad de los correspondientes productos asociados. Como
las filas y columnas son permutaciones de G, se cumple la condicién (i} del
Teorema 3.1 y (G, +) es un grupo (abeliano por la simetria).

w |01
(i) 0100
1101

Todas las ternas, excepto (1, 1, 1), proporcionan productos que valen 0,
mieniras gue los dos correspondienies a dicha terna son (1 x 1) x 1 =1x
(1 x 1) = 1. Se trata de un monoide porque hay una fila (columna), la segunda,
que reproduce el encabezamiento de la tabla, pero no de un grupo por cuanto
la primera fila (columna} tiene elementos de G repetidos.

Acabaremos esta seccién de iniciacion a las estructuras mas simples (se-
migrupos, monoides y grupos) introduciendo unos pocos conceptos acerca de
las aplicaciones de una estructura en otra que preservan las operaciones, de
tal manera que el conjunto imagen tiene «una forma» semejante {la misma es-
tructura aigebraica) que el conjunto inicial. De ahi el término Aomomorfismo
con el gue se denominan tales aplicaciones.

Definicion 3.9. Sean (G,.) vy (H, ) dos conjuntos equipados con sus respecti-
vas operaciones binarias. Una aplicacién

f:G—H
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es un homomorfismo si

flay) =f(x) =1 (¥)

cualesquiera que sean x,y € G. Si, ademds, f es inyectiva (suprayectiva, bivectiva)
sedice que fes un monomorfisma {epimorfismo, isomorfismo). Un homomor
fusmo de (G, ) en (G,.) es un endomorfismo. 5i f es a la vez endomorfismo e
isomorfismo, entonces es un automorfismo.

Desde luego, la identidad de (C,.) en s mismo es un automorfisma, Sin
embargo, la identidad puede no ser homomoriismo {si se consideran dos ope-
raciones binarias diferentes en G). Por gjemplo, para I; : (G.+) — (G, x),
donde G = {0, 1} con las operaciones + y x definidas en el Ejemplo 3.3, se
tiene

0=1I6(0) =Igil+1) #lc()xIg(1)=1x1=1,

Ejemplo 3.4. En los conjuntos & = {0, 1, 2,3} y H = {1,i, -1, —f} conside-
ramos las operaciones + y x definidas asi:

+|(0|1]2]3 b s f i| -1 —i
0|0 |1]2]3 1 i i| =1 —i
11t ]1213(0 i il -1| — 1
2121310]|1 -1 -1 —i 1 i
303|012 —i | —i 1 i ~1

Asumiendo que ambas operaciones sean asociativas, no es dificil verificar
que (G, +) ¥ (H, %) son grupos abelianos isomorfos.

EJERCICIO 3.6. Demuestre que, si (G,.) es un semigrupo (monoide, grupo) y
~ es compatible con {a operacion, entonces la proyeccion de (G,.) sobre el
cociente (G/ ~, ), que asocia a cada elemento a € G su clase de equivalencia
[a] , es un epimorfismo, pero no es necesariamente un monomorhsmo.

Pefinicién 3.10.  Sea (G, .) un grupo y H un subconjunto no vacio para el cual
la operacion binaria es cerrada. Si con la operacién inducida (H,.) es grupo,
entonces se dice gue H es un subgrupo de G.

Desde luego, G y {e} son subgrupos de G. En el Ejemplo 3.4, {0, 2} es un
subgrupo de (G, +). En el Ejemplo 3.2, los giros de centro Q y dngulo multiplo
entero de «,

{gn 2 €L},

forman un subgrupo de (G, o); desde ¢l punto de vista geométrico, dicho sub-
grupo sélo contiene dos transformaciones: la identidad (z par) y la simetria
respecto de O (z impar).
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Teorema 3.2. {de caracierizacion de subgrupos) Sea (G,.)ungrupoy # H C
G. Emtonces H es subgrupo de G si, v sdlo si, ub '€ H cualesquiera gue sean
a,beH.

Demostracidn.  8i (H,.) es grupo, para cualesquiera a.& ¢ H, se ticne que
57" € H, de modo que

ab e H. (3.4)

Para el reciproco debemos probar que H tiene un elemento neutro, que
todo elernento de H tiene siméirico ¥ que la operacion es cerrada en H.

lo gue concluimos que existe neutro en H y es el neutro de G.

Aplicaremaos ahora (3.4) a los elementos ¢ y a (arbitrario) de H, en ese
orden. Se lendrd 7! =ea~! ¢ H, de tal manera que H contiene al siméirico
de cada uno de sus elementos.

Por ultimo, para a,b € H, aplicamos (3.4) a los elementos a ¥ b en ese

.]
orden (b~ & H por lo anterior), con lo que ab = a (b "') € Hy con ello
hemos completado la prueba.

Si f es un homomorfismo entre grupos, la imagen inversa del elemento
neutro es un subgrupo llamado nicleo (en inglés kerel} de f, que se denota
kerf.

Veremos a conlinuacién que en un grupo abeliano podemos asociar con
cada subgrupo una RBE compatible con la operacién, lo que permile construir
facilmenle grupos cociente.

Proposicién 3.2.  Si (G, .) es un grupo abelianoy H es un subgrupo, la siguienie
relacion binaria sobre G es de equivalencia v compatible con la operacidn

x~y e xv e H. (3.5)

Demostracidn.  Veamos qué es una RBE. En efecto, la rcflexividad es conse-
cuencia de ¢ € H, la simetria se sigue de la Proposicién 3.1 y la transitividad,
de la propiedad asociativa de la operaciéon. Obsérvese que en esta parte de la
prueba no interviene la conmutatividad. No ocurre lo mismo con la segunda
parle,

Terminaremos probandoe que ~ es compatible con la operacion. Tomare-
mos, con tal fin, cuatro elementos de G (quizas repetidos) tales que ay ~az ¥
b ~ bs. De acuerdo con (3.5), aiagl CHy blbé'l € H, v, usando la conmultali-
vidad de la operacion,

{a,b1) (azbg)_l = (alaz_l) (blbz_l) € H.

Se concluye que a 1By ~ ab7. O

El grupo cociente G/ ~ producido con la RBE asociada a un subgrupo
H (recuérdese el Ejercicio 3.2) se denota por G/H. Los elementos de G/H son



GRUPOS 91

clases de elementos x € G. Note que [x| = xH = {xh | h € H}: en particular,
[e] = H.

EJERCICIO 3.7.  En el conjunto de los nimeros reales con la operacion usual de
suma demuestre que el subconjunto 2% = {27z € R| z € Z} es un subgrupo
de (K, +), por lo que (RB/27Z, +) es un grupo (véasc Ejemplo 1.7).

3.3. Los nimeros enteros

Desde hace siglos se ha venido llevando la contabilidad de las unidades
economicas (organismos piblicos, empresas v particulares) con ayuda de los
enteros no negativos, es decir, det conjunto NU {0} . En efecto, el estado conta-
ble de una unidad econdémica queda descrito mediante una pareja de nameros
(a,p} € (NJ {0})%, donde a representa el volumen de sus activos (valor moneta-
rio de todos sus bienes disponibles sumado al saldo acreedor) y p representa el
pasivo (deuda contraida por tedos los conceptos). Si al cabo de cierto tiempo
¢l estado contable es (a', p’) v se verifica que @ + p' = @’ + p, entonces no hubo
variacion del estado contable, aunque se hayan producido durante ese periodo
ingresos y gastos y se hayan concedide y tomado créditos. Quiere esto decir
que puede llevarse la contabilidad con la ayuda de una operacién aritmética
linica: la suma de cardinales finitos. Aquellas civilizaciones que desconocieron
los sistemas numéricos de posicion (como la egipeia o la romana) tuvieron que
recurtir a instrumentos ad koc para sumar mimeros naturales (los abacos). El
ststema de numeracidn en base 10 aparecid en la India en el siglo vi, de-
sempefnando el cero un papel auxiliar (Jenar los eventuales huccos; asi, 203
significa 2 centenas, 3 unidades y ninguna decena), pero careciendo todavia
de interpretacién como numero independiente. Este sistema de numeracion
fue introducido por los drabes en Europa durante la Edad Media.

Haremos la consiruccidn de 2 a partir de NU {0}, considerando pares
ordenados de cardinales finitos (en lugar del resultado de sus diferencias) v
una relacidn de equivalencia que ponga en una misma clase a todos los pares
ordenados que producen la misma diferencia. Tal RBE es la que surge de la
siguiente propiedad de los ndmeros enteros, bien conocida de la aritmética
elemental (véase Figura 3.3):

(23)

Figura 3.3. Cada cluse de equivalencia estd formada pov los pares (i, 1) pertenecientes
a wna misma recta oblicua.
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M-—HN=p—g+=m+g=n+p.

La suma y el producto de pares ordenados estdn inspirados en las siguien-
tes relaciones, que también deseamos que se cumplan en Z:

(m—n)+{p—q) = (m+p)—(n+gq),
(m-—ny(p~q) = (mp+ng)—{(mg+np).

Proposicion 3.3. La relacion binaria (m,n) ~ (m' . n'} cuando
m+n' =n+m
es una RBE sobre (NU {0} compatible con la suma,
(m.n)+ (p.g) = (m+p,n+4q),
¥ con el producto,
(m,n} (p,q) = (mp + ng,mq -+ np) .
Demostracion.  Es facil comprobar que ~ satislace las propiedades reflexiva
y simétrica, basandose en la conmutatividad de la suma en NU {0} . Por lo que
respecta a la transitividad, suponiendo (n2,n) ~ (m', 1) v (m’, 1’} ~ (m", n'"),
se tiene
(m +n.f) +(??,£F+nﬂ) — (n +mi') + (nf +mﬂ')‘

Aplicando repetidas veces las propiedades asociativa y conmutativa, esta
ecuacion se puede escribir como

m+n")+(m +0)y=(n+m")+ (' +4'). (3.6)
Cancelando el segundo sumando en ambos miembros de (3.6) se concluye
que (m,n) ~ (m" 1",
Probaremos a continuacién la compatibilidad de ~ con la suma y el pro-
ducto de pares ordenados. Supongamos que (m,n) ~ (m',1') y (p,q) ~ (7', '),
es decir, se cumplen las relaciones

mAn =n+n' {(3.7)

p+q =qg+p. (3.8)

Sumando miembre a miembro las ecuaciones (3.7) y (3.8), luego de aso-
ciar y conmutar, tenemos

mip+n +g =n+g+m +p,
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que eguivale a
m+pn+gl~(m+p,n'+q.

Esto prueba la compatibilidad de la RBE con la suma.
Por lo que respecta a la compatibilidad con el producto, es conveniente
recurrir a la transitividad de ~, demostrando que

(m,n} (P:‘F) -~ (m!’nr} (p:Q) ~ ("ﬂf?nr) (Pi-.qf) . (3.9}

Nos limitaremos a demostrar la primera de las relaciones en (3.9) (la otra
es semejante). Debemos probar que

(mp + ng,mq +np) ~ (m'p +n'q,m'q +n'p),
lo que equivale a demostrar que
m+niprnt+mig={m+n)g+in+mp.
Pero esta igualdad se cumple como consecuencia de (3.7). U

Definicion 3.11. El conjunto de los nibmeros enferos es el conjunto cociente
Z = (NU {0}/ ~ .

Como consecuenciadela Proposicién 3.3, la sumay producto en (MU {0})?,
proyectadas sobre ¢l conjunto cociente %, determinan operaciones binarias
bien definidas (por medio de representantes), que seguiremos llamando v de-
notando de la misma manera que en [,

Proposicion 3.4. {Z,+) es un grupo v {#,.) es un monoide. Ademds, ambos
son conmulativas.

Dewmostracicn. Es facil comprobar que NU {0} es monoide abeliano para la
suma (Ejemplo 3.1), ¥ como la propiedad asociativa, conmutativa y elemen-
Los neulros se levantan al producto cartesiano [NU {U})2 (Ejercicio 3.3) y se
proyectan sobre el cociente (MU {0})2/ ~ (Ejercicio 3.2), lenemos que {Z,+)
también es moenoide abeliano.

Por otra parte, tampoco es dificil demostrar que (KU {0})* es monoide
abeliano para el producto, de tal forma que (%, .) es, asimismo, monoide abe-
liano.

Los elementos neutros (nulo y unidad, respectivamente) son:

[(U,UH = {(0-0},(1;1),(2,2);(3;3),---} ¥
[(1,0)] = {{1,0},(2,1),(3,2).{4,3),... }

Tales niimeros enteros se escriben (por un abuso del lenguaje) como 0 y
1, respectivamente.

Para ver que (Z,+) es un grupo, tan sélo falta probar la existencia de
elemento opuesto para cada niimero entero. En efecto, dado el nimero entero
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[{r,n)], se tiene

[, )]+ [(, )] = [+, + )] = [(0, )] = 0,
de tal manera que el eniero [(#,m)] es el opuesto del {(ze,n)]. T

Como la diferencia de mimeros naturales ticne sentido en # estamos en
condiciones de obtener ttiles relaciones entre los cardinales de conjuntos fini-
tos. Dados dos conjuntos finitos A y B, A es la unién de A\SB con A N B, siendo
estos conjuntos disjuntos, por lo que

card{A) = card (A\B) + card (AN B) . (3.10)
Analogamente, se obliene
card (B) = card (B\A) + card (AN B} . (3.11)
Por olro lado,
AUB=(4\B)U (B\A)U(ANB),

siendo los tres conjuntos del segundo miembro disjuntos dos a dos, de manera
gue

card (AU B) = card (4\B) + card (B\A) + card (A N B). (3.12}
Combinando (3.10}, (3.11) y (3.12) se concluye que
card (A UB) = card (A) + card (B) — card (AN B} .

Obsérvese que la farmula anterior {de gran utilidad en matematica dis-
creia v en probabilidad) carece de sentido en el caso de cardinales infinitos.

EJERCICIO 3.8. Probar que, dados tres conjuntos finitos 4, B y C, se cumple

card{AUBUC) = card(A) + card (B) + card (C)
—card (AN B) — card (AN C) — card (BN C)
+card(ANBNC).

Nos ocuparemos a continuacion de ordenar los mdmeros enteros. Procu-
ramaos definir un orden total que extienda el orden de los nameros naturales y
que sea compalible con las dos operaciones en un sentido gue explicitaremos
mids tarde.

Definiremos el significado de nimero entero positivo a través de represen-
tantes, pero para que la definicién sea buena necesitamos el siguiente resultado
previo.

Proposicién 3.5. Cada niimero entero tiene un vepreseritante dnico ei (NU {0}
con al menos una componente nula (representante candnico).
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Demostracion. Dado z € Z es posible escribir z = [(m,#)]. En el peor caso,
m y 1 son nameros naturales. Como (N, <) es un orden total, hay tres casos
posibles:

(@) mi =n. Entonces z = [(m,n)] = [{0, 0]].
(b) »1 < 1. Entonces existe un p € N tal que m 4+ p = 11 v se tiene

z=[(m.m+p)]=[(0,p)] (3.13)

{(c) n < m. Entonces, analogamente, existe ung € Ntal quen +g=my
tenemos

z={(n +q.n)} =g 0). (3.14)

Asi pues, en los tres casos, z tiene una representacion con una o dos
componentes nulas,

La unicidad se prueba a través de una sencilla discusidn que se deja al
cuidado del lector. 71

Los enteros {(172,12)] que verifican (3.14} se denominan positivos, y los que
cumplen (3.13), negalivos.

Definicion 3.12. Un ntbmero entero es positivo st parva algin (todo} represen-
tante (m.n) de su cluse se cuimple gue m > n. Andiogamente, es negative si se
cumrple gue m < n. Denctamnos ' y £ a los conjuntos respeciivos.

Proposicion 3.6. 71 es cerrado bajo las operaciones de suma v producto in-
ducidas por Z. Ademds, todo niimero entero es pasitivo, negativo o cero (trico-
tomta).

Demostracidn. Seana.b € Zt y clegimos sus represenlanies candnicos,
a=[(m0)] y b=][{n0}
con i, 1 £ M. Enlonces, es inmediato que

a+b=[m+n0)]elt

¥ que
ab = {mn,0)] € Z7.

La tricotomia se sigue de la existencia y unicidad de la representacion
candnica. O

cL | —

Es facil probar que sc cumple la regla de los signos. Por ejemplo, si mul-
tiplicamos un entero positivo z = [{g,0)] por otro negalivo 2 = [(0,p)], el
producto zz' = [(0, pg)l es negativo.
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Definicién 3.13. Dados a. b € Z, se dice que a < b si
bt(-a)=b-aeciZ™.
Definimos sobre T la relacion de ovden, <, asi:
a<besa=bva<b.

Come consecuencia directa de la Proposicion 3.6 (fricotomia), la RBO <
definida sobre Z es un orden 10ial. Ademas, los enteros positivos son aquellos
z € Ztales quez > 0.

Que el conjunto de los clementos positivos sea cerrade bajo la suma y el
producto determina la compatibilidad del orden respecto de las dos operacio-
nes. Veremos posteriormente que ello implica que se cumplen las dos leyes de
monotonia basicas:

a<b=a+ec<b+e,
fa<brc>0) = ac < bc.

Erercicio 3.9. Demuestre que la aplicacion f: N — Z tal que f{n) = [(n,0)]
es un monomorfismo respecto de la suma y del producto. Ademas, esta apli-
cacion preserva el orden en el sentido de que 7 < m = f(n) <f(m).

De alguna forma se estd afirmando que Z7=f (N) es una copia exacta de
M, tanto desde el punto de vista algebraico como del orden. Por eso se dice que
el conjunto de los enteros es una extensién del conjunto de los naturales v en
este sentido debe interpretarse la afirmacion N C Z.

Para terminar esta seccion, dedicada a los niimeros enteros, efectuaremos
la construccién geométrica de Z y de 22, Siempre que hablemos de construc-
cidn geométrica en este texto se sobreentendera que se dispone de dos instru-
mentos, una regla (sin graduar) y un compas, y de un segmento unidad, La
regla permite construir rectas que pasan por dos puntos y el compas permi-
te construir circunferencias coa centro en un punto y cuyo radio se obtiene
por traslacién de un segmento. Para construir Z sobre una recta elegimos un
punto O de ]a misma y una direccion arbitraria, que se llamara positiva. Tras-
ladando el segmento unidad desde O en esa direccién se construyen 1, 2, ...,y
trasladandolo en la direccién opuesta se construyen ~1, -2,... (véase Figura
3.4).

Figura 3.4. Constriccion geométrica de Z.
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La construccién geométrica de Z° requiere la previa construccién de una
recta perpendicular a la anterior en el punto O (véase Figura 3.5).

N

Figura 3.5. Construccidn geométrica de una recta perpendicular a vi en Py € 1y se
traza ung circunferencia con centro en Py y radio arbitrario, €y, cuyas
intersecciones con vy son Py v Py se trazan las circunferencias Cp y C
cuyos centros son Py y P1 y cuyo radio es la distancia entre Py v Pr; las
intersecciones de Cy y Cy son Py v Pa, gue determinan la recta buscada, r;.

Acto seguido sc consiruye de nueve Z sobre esta recta (como en la Fi-
gura 3.4), con lo que hemos construido unos ejes cartesianos sobre el plano.
Finalmente se trazan rectas perpendiculares a los ejes que pasen por los pun-
tos construidos sobre los mismos (usando el procedimiento indicado en la
Figura 3.5). El conjunto de los puntos de interseccion de cada par de reclas
perpendiculares es Z? (véase la Figura 3.6).

(1.2}

(2.0)
-2 1 2 x

2,2 -2

Figura 3.6. Construccicn geométrica de 2.
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3.4. Problemas

Problema 3.1. Sobre el conjunto £ = {0, 1, 2, 3, 4} se define una operacién
a través de la tabla de abajo. Compruebe que dicha operacién satisface todas
las propiedades de los grupos, a excepcidn de una.

(PRI e L S
o] & ta| vl w
Ol 0| = | i g

b | b | S| =

Bl Wik | =] D] *
Bl N = o

Problema 3.2. Analice la estructura algebraica que resulta al dotar al con-
junto N con cada una de las siguientes operaciones:

a) me&n =max {m,nl,
By mUOn = m.
¢} m@En =m.c.d (mm,n).

Problema 3.3, Dado un conjunto X # §, demuestre que el conjunto de sus
partes, (X}, es un grupo conrmutative para la diferencia simétrica de conjun-
tas, que se define asi:

AAB=(ANBYU(BNA).

Problema 3.4. Sean (G,°) y (H,*) grupos y f : G — H un homomorfismo.
Demuestre que la imagen por { del elemento neutro de (5, 0) es el elemento
neutro de (H, ) y que la imagen del elemento siméirico de cualguier elemento
a € G es el elemento stmétrico de f (4}

Problema 3.5. Considere los grupos abelianos (G,¢) v (H,*) dados por las
siguientes tablas de Cayley:

olal|b|c|d x [ st tfwu|wv
alaib|c|d sts| tlulvw
blbic|d|a b fls|v|u
cleidl|lalb ulww|v|s |t
did|al|lb|c viviul| t!s

a) Determine si (G, o) y (H, ) son isomorfos. (Sugerencia: Aplique el Pro-
blema 3.4}
&) Encuentre todos los subgrupos de (G, o) y (H, *).

Problema 3.6. En éste y en los proximos problemas se supondran conocidas
las propiedades de los conjuntos numéricos que revisaremos en los préximos
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capitulos. Analice la estructura algebraica del conjunto de los ntimeros racio-
.nales (J para las siguientes operaciones:

a)y agb=la—-h|.

b) atlb =4
c)amb=a+b+ab.

Problema 3.7. Sobre los numeros reales no negativos se define una opera-
cién que asocia a cada par de niimeros la parte entera por defecto de su suma.
Clasifique la correspondiente estructura algebraica.

Problema 3.8. Considérese sobre E = {(x,¥) € ®* | x # 0} la operacién
{a,b) B (c,d) = {ac,be + d). Pruebe que (E.B) es un grupo no conmutativo.

Problema 3.9. Considérense las operaciones binarias usuales + y . para
niimeros reales, Compruebe que (0, +oc[,.) ¥ (R +) son grupos abelianos y
que logx define un homomorfismo de ]0, + [ en R. Clasifique este hormomor-
fismo.

Problema 3.10,* Dado un semigrupo (E. V), no siendo E vacio ni singular,
se pide:

a) Defina sobre E dos RBE compatibles con ¥, las de mayor y menor
grato, describa sus correspondicntes semigrupos cociente y diga si aiguno de
cllos es grupo.

b) Pruebe que si F es una pareja, cualquier RBE sobre E es compalible
con'v,

¢) Dé un ejemplo de RBE sobre un semigrupo (E, V) quc no sca compati-
ble con Ja operacidn.

Problema 3.11. Pruebe que la composicién de homomorfismos de cierta
clase pertenece a la misma clase v que dos estructuras algebraicas isomorfas
(es decir, entre las que existe un isomorfismo) poseen las mismas propiedades
algebraicas.

Problema 3.12. Supongamos que (G, +) ¥ (£.V) son grupos y que G' y E'
son subgrupos de G y de E, respectivamente. Pruebe que, si f es un homo-
morfismo de G en E, entonces f{G'} y £ ' (E') son subgrupos. Deduzea de aqui
que el conjunto imagen y kerf son subgrupos. Demuestre también que f es un
monomorfismo si, y sélo si, kerf es singular.

Problema 3.13.° Sea Gy,(1,... una sucesion de subgrupos de {G,+). De-
muestre que la interseccién de todos ellos es un subgrupo y que la unién tam-
bién lo es, con tal de que dicha sucesién sea expansiva, es decirn, que Gy C G
para todo # € N. Pruebe que esta condicion (que la sucesion sea expansiva) no
es superflua.
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Problema 3.14. Sabemos que G := @ {0} es un grupo conmutativo para
el producto. Se define { : G — G tal que f(x) = x. Detnuestre que f es un
endomorfismoe ni inyectivo ni suprayectivo., Determine también el conjunto
cociente G/ker{f).

Problema 3.15. Dado un grupo G cuya operacidn denotamos cormeo un pro-
ducto, sc define la aplicacién f: G — G tal que f{x) = ™. Pruebe que fes un
automorfismo si, vy sélo si, G es conmutativo.

Problema 3.£6." Una permutacién de A4, = {1,... ,n} es una aplicacién
biyectiva de A, en A,,. Las permutaciones de 4, pueden representarse mediante
una matriz 2 x n cuya primera fila son los elementos de A,, ¥y cuya segunda
fila esta formada por las imdgenes de los elementos de la primera. Asi, la
permutacion f: A, — 4, se representa por

Pruebe que dichas permutaciones forman un grupo con la composicidn
de aplicaciones como operacién binaria. Construya la tabla de Cayley para
n = 2, 3. ;Para qué valores de n es conmutativo el grupo de las permutaciones?

Problema 3.17.* SeaE={f:R - R|f(x) =ax +-b, a e B\ {0}, b € B}.

&) Demuestre que E es un grupo para la composicién de aplicaciones.

b) ¢Es E un grupo abeliano?

¢) SeaH = {fc E|flx) =x+ b, b ¢ R}. Demuestre que H es un subgrupo

de E.
d) Se define en E la relacion binaria cuyo grafo es

G = {(}‘Lg)eE2 |gof ! eH}.

Pruebe que G define una relacién de equivalencia sobre E.
¢) Demuestre que E/G es equipotente a R\ {0}.

Problema 3.18. Pruebe que si /7 es un subgrupo de (Z,+) tal que 1 € H,
entonces H = Z,

Problema 3.19. SeanZ = {nz |z € Z}. Se pide:

a) Pruebe que nZ es subgrupo de {7, +), para cadan € N;

b) Pruebe que 6Z 1 10Z no es un subgrupo.

¢) ¢Cudl es el minimo subgrupo de (Z, +) que contiene a 6Z U 10Z£?

d} ¢Qué puede decir sobre el minimo subgrupe de {Z, +) que contiene a
n&\Jmi, paran,m ¢ N?

¢) Determine 6Z N 10Z.

£ ¢Qué puede decir sobre nZ N mZ, para n,m € N?
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Problema 3.20. En una clase de 40 alumnos, 30 juegan al fatbol, 22 al tenis
¥ 8 no juegan a ninguno de los dos. ¢Cudntos practican a la vez fiitbol y tenis?

Problema 3.21. En un grupe de 200 alumnos hay 70 alumnos que estudian
matematicas, 120 [isica y 90 quimica; ademas, 50 estudian matematicas y
fisica, 30 matemadticas y quimica, 40 fisica y quimica, y finalmente 20 las tres
asignaturas.

a) ¢Hs correcta la informacién si todos estudian alguna de las tres?
b) ¢Cudntos alumnos estudian matemdticas o fisica?

¢} ¢Cudntos alumnos no estudian ninguna asignatura de las dadas?
d) ¢Cuantos alumnos estudian matemadticas o quimica?

e} ¢Cudntos alumnaos estudian al menos alguna de las tres?

f1 ¢Cuantos alumnos estudian {isica o quimica?

Problema 3.22. En el conjunio formado por todos los animeros naturales

menores de 1.000, ;cudntos nimeros hay que no son rmiltiplos ni de 3, ni de
5, nide 7?






CapriTULO 4

ANTLLOS Y CUERPOS

Este capitulo se ocupa de estructuras algebraicas ligeramente mas com-
plejas que las consideradas en el Capitulo 3, puesto que supondremos que el
conjunte considerado estd dotado de dos operaciones relacionadas entre si.
En su transcurso analizaremos la relacion existente entre la suma y el produc-
to sobre 7, v tomaremos a la tripleta (%, +,.} como modelo de una estructura
algebraica gue surge con mucha frecuencia en malematicas: el anillo. Al con-
cepto de anillo se llegé al observar la semejanza de comportamicntos de los
numeros enleros y de los polinomios desde el punio de vista de la divisibilidad,
uno de los problemas matemadticos clasicos, De la divisibilidad en Z se ocupé
Euclides en los libros VII y IX de sus célebres Elemnentos, mientras que la di-
visién euclidea de polinomios era introducida por el hispano-portugués Pedro
Nuriez (siglo Xv1} y desarrollada por Euler (siglo XVIIT), quien se ocupd, en par-
ticular, de lu divisibilidad en el caso de los polinomios con coelicientes enteros.
En una monografia sobre teoria de nameros de Gauss, publicada en 1801 bajo
el titulo de Disquisitiones Aritmeiicae, se explola la nocién de congruencia de
nimeros enteros, introducida por Euler, para probar resullados cldsicos de
Fermat en teorfa de nameros y para obtener nucvos resultados. Veremos que
la congrucrncia es una RBE sobre Z y que el cociente (de Z por dicha relacién)
cs un anillo finito. Estos anillos vienen utilizandosc desde mediados del si-
glo XX para generar nimeros seudoaleatorios {que son la herramienta basica
en simulacién digital). La definicion absiracla de anillo es muy tardia {Fraen-
kel, 1914), aunque ciertos conceptos de la teoria de anillos ya eran conocidos
(por ejemplo, el de subconjunto ideal, introducide por Dedekind en su cons-
truccién de los nameros reales a partir de los racionales).

Por lo que respecta al concepto de cuerpo (traduccion del aleman «Kor-
per»), también lamado campo (del inglés «field»), se obtuvo por absiraccidn,
como ¢l de grupo, a partir de las estructuras algebraicas que iban surgiendo
en el estudio de la resolubilidad por radicales de las ecuaciones algebraicas.
Los cuerpos finilos, en particular, son la base para la teoria de la codificacion,
disciplina en la que se utilizan anillos de polinomiocs y espacios vectoriales
sobre cuerpos finiios.

En este capitulo sc oblendrd también el cuerpo de [rcu,uoneq de un domi-
nio de integridad v, como un caso particular, construiremos un nuevo conjunto
numérico, al que también dotaremos de dos operaciones, que extiende al do-
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minio de integridad Z pero que es todavia mds rico en propiedades algebraicas:
el cuerpo de los nimeros racionales, (Q, +,.). También veremos cdmo la or-
denacién de los enieros se extiende a un orden de los racionales. La relacidn
existente entre las estructuras algebraica y de orden superpucstas sobre ) se
resume diciendo que (1}, +, ., <) es un cuerpo ordenado arquimediano.

4.1. Anillos: los niimeros eateros y congruencias

Definicién 4.1, Supongamos que sobre un conjunto A # 0 estdn definidas
dos operaciones binarias, que Hamaremos suma y producto {y representaremos
con notaciones aditiva y multiplicativa, respectivamente). Se dice que la tripleta
(A, +,.) es un anillo si se cumple:

(@) (A, +)es un grupo conmutativo (cuyo neutro se denota con 0);
(b)Y (A,.) es un semigrupo; y
(¢) el producto es distributivo respecto de la suma por ambos lados, es deciy,

atbt+cy=ab+acy (b+c)a=ha+ca

cualesguiera que seana, by c en A

Si, ademds, el producto es conmutativo, se dice gue (A, +,.) es un arillo
conmutativo.

Si (A, .) es un monoide {commutative o noj, entonces (4,+,.) es un anillo
unitario, denotdndose por 1 el neutro del producto. Exigimos, ademds, que
1 # 0, para evitar considerar al anillo trivial A = {0} como arnillo unitario.

Si (A,+,.) es un anillo y a € 4, el opuesto de a se denota por —a y su
inverso, si es que existe, por ¢~!. Se definen ng y 4" para todo n € N por
recursion: 1a —=a, (n+ 1)a =na +a,y, ¢’ =a,a™" = a"a, respectivamente.

Ejemplo 4.1. Hemos definido en Z las operaciones suma y producto, y nos
preguntamos si el producio es distributivo respecto de la suma. Consideramos

tres parejas (m. 1), (p,q) v (r.s) de {NU {O}]E. Se tiene
{m,m) {{p,q) + (r,9)} = (m,n) (p +7,q +5)
=(mp+r)+ulg+s),np+r+mig+s))
= (1} (p,q) + (M. 1) (7,5)

Como la RBE que hemos definido sobre [NU {0}] es compatible con la
suma y con el producto, la relacién de arriba se cumplira también con las
clases de equivalencia, es decir,

[0, 1)1 {[(p. )] + [(r.$)]} = [6m, )] [(p. @) + [, )] [(r, )]

de manera que {Z, +, .) es un anillo conmutativo y unitario (1 # 0).
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Definicion 4.2, Un elemento x € A, x # 0, es divisor de cero por la izquierda
{devecha) si existe y € A,y # 0, tal que xy = 0 (yvx = 0, respectivamente). Un
amillo cavente de divisores de cero se dice que es infegro. Un anillo conmutarivo,
uniiario e fniegro es un dominio de integridad.

{Z,+,.) es un dominio de integridad, ya que si se toman dos enieros no
nulos, cada une de ellos serd o positivo o negativo y su producto no podra ser -
nulo al cumplirse la regla de los signos.

EiBrCICIO 4.1.  Compruebe que la tripleta (G, 4, .} definida en el Ejemplo 3.3
es unl dominio de integridad (Ainito).

Ejemplo 4.2. Sea {4, +,.} cualquier anillo y consideremus el conjunto de las

=

Se puede verificar que S con la suma v el producto usuales de mairices
es también un anillo. 3¢ denomina anillo de matrices de 2 x 2 sobre A, 8i
{A,+,.) es unitario, también lo sera S, y considerando las matrices

(L O (00
”(00)3_ 1 0/’

se observa que ) = MN # NM, por lo que 8 no es anillo conmutativo y tiene
divisores de cero.

ab.c,d EA}.

Ejemplo 4.3. Sea (A, +,.) cualquier anillo y B # 0 un conjunto. Considere-
mos el conjunto R de todas las aplicacionesf: B — A. Paraf,ge Ryx e B
definamos (f +g) (x) = f (x) +g (x) y (f-g) (x) = f{x) .2 {x). Con estas operaciones
R es un anillo (conmulative y unitario si A lo es).

El siguienie resultado retne algunas propiedades elementales de los
anillos.

Proposicion 4.1.  Si (A, +,.) es un anillo, a,b € Ay n € N se cumple:

(i) Oa=al=0

(i) — (ab) = (-a)b = a(-b);
(i) (—a) (—=b) =ab; v

(iv) niab) = (na)b = a (nb)

Ademds, (A, +,.) es tniegro si, y sélo si, se cumplen las dos leyes de cancela-
cidn siguientes:

W) fax =bx)A (x £0)) = a=b;y
Wi) [(xa =xb) A{x # 0} = a = b.
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Demostracion. (1) Da = {0 + 0)a = 0a+0a. Sumando el opuesto de 0g a ambos
miembros, queda 0a = 0. Lo mismo ocurre por la derecha.

(fiyab + (—a)k = [a + (~a)]b = 0b = 0. Por lo tanto (—a) b es cl opuesto
de ab, es decir, - (ab) = (—a)b. La otra igualdad se prueba de la misma forma.

(i#f) Ambos miembros de la igualdad son opuestos de — (zb}, como conse-
cuencia de (i),

(1v) Se prueba por induccién.
(v) Siax = bx, entonces {a — b)x = 0y, alserx # 0,tendrdquesera—b = 0.

{(vi) La prueba es similar.

Reciprocamente, siab = 0y a # 0, aplicando (v) a la ignaldad ab = a0 se
obtiene b = 0. Andlogamente, si ab = 0y b # 0, aplicando (vi) a la igualdad
ab = 0b se obtienea = 0. O

Note que si (4, +,.) es un dominio de integridad, cualquier ecuacién de la
forma ax = b cona € A\ {0}, & € A liene a lo sumo una solucién (por la ley de
cancelacion).

En el capitulo anterior vimos que una forma estandar de obtener un nuevo
grupo a partir de oiroe ya conocido es hacer el cociente por una RBE compatible
con la operacién. El mismo procedimiento sirve para los anillos, debiendo ser
ahora la RBE compatible con las dos operaciones.

Proposicién 4.2. Si ~ es una RBE sobre el anillo (A, +, ) compatible con am-
bas operaciones, entonces (A ~,+,.) es un anillo (Hamado anille cociente).
Ademds, si (A, +,.) es conmulativo (unitario), (Af ~,+,.) es asimismo conmu-
tativo (unitario).

Demostracién. Sabemos, de la Seccion 3.1, que (A/ ~, +) es grupo conmutati-
vo ¥ que (A/ ~,.) es semigrupo. Por lo que respecta a la propiedad distributiva
{por ambos lados) es hereditaria, lo que se prucba exactamente igual que en el
Ejemplc 4.1 para (Z, +,.). La ultima afirmacién es consecuencia del cardcter
hereditario, a través de cocientes, de la conmutatividad v de la existencia de
elemento unidad. O

En el caso de los grupos conmutativos, cualgquier subgrupo proporcionaba
una RBE compatible. Como un anillo (4, +,.) es un grupo conmuiativo si
nos restringimos a la adicién, una RBE compatible con la suma surgira de
cualquier subgrupo, pero no necesariamente tal RBE serd compatible con el
producto.

Ejemplo 4.4. El conjunto de las funcionesf: Z — Z,con las operaciones de
adicién y multiplicacién de funciones punto a punto (véase Ejemplo 4.3) es un
anillo conmulative y unitario que denotaremos por (R, 4+, x}. Consideremos el
subconjunto S ¢ R de todas las funciones constantes. Es inmediato verificar
que {S, +) es un subgrupo de (R, +), por lo que cl cociente (R/S, +) es también
un grupo. :
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Supongamos que el producto de clases se definiera por medio de repre-
sentantes. Tormando, entonces, la funcion identidad [z, y denotando por f| la
funcién constantemente igual a 1, se tendria que

[iz] = [fz x f1] = [Iz] x [f}]. (4.1)

Como [f}] = 0 (va que f, € S), se debe cumplir que [Iz] x [f,] = ¢, por la -
Proposicion 4.1(:). Sin embargo, [Iz] # 0, debido a que Iz ¢ S, lo que prueba
que la ecuacién (4.1} es contradictoria. Por lo tanto, se concluye que no es po-
sible en este ejemplo definir el producto de clases por medio de representantes
para que resulte un anillo cociente.

Para asegurar que una RBE sea compatible con el producto hay que subir
el nivel de exigencia, no bastando gue el subgrupo sea subanillo (es decir, un
subconjunto que es anillo con las operaciones inducidas), segtin muestra el
Ejemplo 4.4.

Definicién 4.3. Dados dos anillos (4, +,.) y (B,&®,&), se dice que urna aplica-
cion f: A — B es un homomorfismo de anillos si

fr+y)=f@aft) v flxy) =fx)afy).
cualesguiera que sean x,v € A.

Resulta natural exigir que ambas operaciones sean preservadas por un
homomorfisme de anillos. Las definicioncs de monomorfismo, epimorfismo,
isomorfismo, endomoerfismo y automorfismo de anillos son las mismas que se
dieron en el capitulo de grupos. Asimismo, las propiedades son semejantes y
se enuncian, en forma de problemas, al final del capitulo.

La definicion anterior dice que un homemorfismo de anillos f es también
un homomorfismo de grupos (abelianos), considerando solamente la primera
operacién en ambos anillos. De esa forma, podemos concluir, por lo que cono-
cemos de teoria de grupos, que kerf = f' (€) es un subgrupo de (4, +) . Pero
hay algo mds. Sik € kerfya € A, entonces

flak)=fla)of(k)=fla) ©0 =0,

de manera gue kerf «<absorbe» elementos arbitrarios del anillo con el producto.
Esta propiedad adicional del nacleo es lo que se necesita para producir RBE
compatibles.

Definicién 4,4, Dado un anillo conmutativo (A, +,.), se dice que un subcon-
junto 1 # @ es un ideal ent dicho anillo si I es un subgrupo aditivo y, ademds, I es
absorbente para los elementos de A, es deciy, ax € I cualesquiera que seanx € I'y
aecA

Desde luego, si/ es un ideal en (4, +,.), lambién es un subanillo con las
operaciones inducidas.
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Proposicion 4.3. Si I es un ideal en el anillo conmutativo (A, +,.), entonces
la siguiente relacion binaria sobre A es una RBE compatible con la suma y el
producto:

Xt~y x—yEL

Demostracicn. Sabemos que es una RBE compatibie con la suma por ser / un
subgrupo de (A, +) . Hay que probar la compatibilidad con el producto. Sean,
pues, a; ~ az y by ~b; tomadosen A. Como a; € a; +1yb, € by +1, setendra

albl e (ag =+ D (bz + IJ = azbz +a f+ bzI-F I,
donde los productos de conjuntos se efectian elemernto a elemento:

XY= {xy| (x € X) Ay € V).

Por ser { absorbente se tiene que g C I, by € I y también IT € 7. Asf
pues, a1hy € axbr + 1, es decir, a1by ~ azby. O

La combinacién de las Proposiciones 4.2 y 4.3 permite afirmar que A /I es
anillo conmutativo, y también unitario si lo es A. Este resultado es la clave para
construir los ntimeros reales a partir de los nlimeros racionales, extension que
llevaremos a cabo en el Capitulo 5. Pero, antes, conviene conocer los anillos
de clases de congruencias {de Gauss).

EIErCiCIO 4.2. Dados tres nrimeros enteros, x, vy y #1 > 1 (llamado médulo),
se dice gue x es congruente con y médulo #2 (x =, y) cuando la diferencia x —y
es un maltiplo de m. Se pide:

(i} Pruebe que los muiltiplos de sz [orman un ideal en Z (que denotaremos
mZ).

(ii) Demuestre que la relacién =, sobre Z es la asociada con el ideal mZ.
Por Io tanto, la congruencia define una RBE compatible con ambas opera-
ciones y el anillo cociente Z/ =, estd bien definido. Este anillo de clases de
congruencia moédulo e se denota por Z,,.

(##i) Pruebe que %, tiene m elementos (pues los restos en la division
euclidea por m son 0, [,... ,m - 1}. Representaremos por X {en lhugar de [x])
las clases de equivalencia. Verifique quc 0 = mZyque T = 1 + mZ. .

{iv) Construya lastablasde Cayleyde (Z,,,+, .), para m = 2, 3, 4. ;Cudndo
es fnlegro el anillo (Z,., +,-)?

Definicién 4.5. Un anillo unitario (K, +,.) se dice que es un anillo con di-
vision si cada a € K, a # 0, tiene inverso a™! € K (es decir, (K\{0},.) es un
grupo). Si, ademds, el producto es conmutativo, decimos entonces que (K, +,.)
€S N CHEFPO O UH Campo.

El siguiente resultado aclara la relacién entre dominios de integridad v
CUerpos. Do e

A L'\!, i o
i f-:‘.l IR T ! SR T i.)':: Sy
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Corolario 4.1. (i) Todo cuerpo es dowtinio de integridad.
(i) Tudo dominio de integridad finito es cuerpo.

Demostraciér.  {{) Un cuerpo es un anillo conmutativo unitario. Ademais, si
a # 0y b # 0son elementos del cuerpo, entonces existe a~! v, si fuese ab = 0,
multiplicando pora~! y aplicando la propiedad asociativa se tendria que b = 0.

() Sea (A, +,.) dominio de integridad finito y sea ¢ # 0 un clemento de A.
La clave de la prueba es que la aplicacion

fr A—A
X X

es inyecliva, ya que, siax = ay entonces a{x —y) = 0, ycomoa # 0y A es
deminio de integridad, se tiene x = y. Siendo A finito, ftiene que ser biyectiva,
por lo que exisie un Unico elementox € A tal que f(x) = 1, es decit, ax = 1. Tal
elemento x es el inverso de a v concluimos que {A, +, .} €s cuerpo. o

Como consccuencia del Corolario 4.1, Z, es un cuerpo si p es un niimero
primo. En case contrario, Z, es un anillo conmutative y unitario, pero no
integro (ni, por lo tanto, cuerpo). Z es dominio de inntegridad pero no cuerpo,
de manera que la finitud es esencial para la validez de (i) en €l Corolario 4.1.

Una ecuacidn lineal en un cuerpo (X, +,.) es una expresion del tipo

@yxy +axxy + -+ anxn = b,

dondea; € K,i = 1, 2,... ,n, se llaman coeficientes y b ¢ K es el término
independiente de la ecuacién.- Cuando = 0, la ecuacion lineal se denomi-
na homogénea. Evidentemente, una ecuacién puede interpretarse como una
forma proposicional scbre el conjunto K7; las variables x1, x»,. .., x, son las
incégnitas de la ecuacién y su conjunto de soluciones es

{(x1, %2, .. . xa) € K" |a1x) +@axz + - + anX, = b},

es decin, el conjunto de #-plas de elementos de K que hacen verdadera la forma
proposicional. El conjunto de soluciones, S, de un sistema de m ecuaciones
lineales con coeficientes en K

anxt +apx; + +amks = b

@1 X] + @m2X2 + - + QX = B

es la interseccidn de los correspondientes a sus m ecuaciones, El sistema es
incompatible cuando S = @ y compaiible si S # 0. En este caso, el sistema
es determinado si S es un conjunto singular e indeterminado cuando tiene
mas de una solucion.

El conocido método de eliminacidn (o de Gauss) estd basado en sucesivas
transformaciones del sistema inicial utilizando las tres operaciones elementales
siguientes: S :

Ry
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(i} intercambiar dos ecuaciones;

(i) multiplicar todos los coeficientes de una ecuacidén por un elemento de
A0}y

(iif) sumarle a una ecuacion el producto de un elemento de 4 por otra
ecuacion.

El ultimo sistema obtenido es equivalente al primero (tiene el mismo
conjunto de soluciones) y debe ser de resolucién inmediata, por ejemplo, tener
una estructura escalonada con ceros por debajo, y un 1 en cada esquina. Sin
importar cudl sea el cuerpo K, siempre se puede obtener un sistema escalonado
equivalente por el método de eliminacion.

Un sistema homogéneo siempre es compatible (tiene al menos la denomi-
nada solucién trivial, (0,...,0)). Un sistema homogéneo con m4ds incdgnitas
que ecuaciones cs indeterminado vy, cuando el cuerpo K es infinita, tiene infi-
nitas soluciones (véasc Problema 4,13),

4.2. Anillos de polinomios

Definicion 4.6. Sea F un cuerpo. El anillo de polinomios en una indetermi-
nada x sobre F, gue se expresard como Flx], es el conjunto de fodas las expresiones
formales p(x) = ag +aix+ ... +aux", donde los a; , Hlamados lus coeficientes
del polinowmio p(x), estdnen F Si g (x) = bo +bix + ... + bpx™ es también un
polinumio en Flx], se definen la igualdad, la suma v el producto de p{x) v q (x)
Como sigue:

px)=glz) <= a; =k paratodoi >0,
) +gx)=(as+bo)+ (a1 +bi)x+ ... +(as + bs) x5,
dunde s = max {n,m}; y
P (xrg (x) = acho + (arhy + aoh ) x + (asbo + aiby +aph) x® + -+ + a,b,x" .

Ejemplo 4.5. Sean p(x) = 1+ 3x° y g(x) = 4 — 52 + 7« — x°. Entonces
plx} #q(x), puesas =0 # —1 = b3,

plx)+qg(x)=5—5x + 10x% — x3
y
pxyg{x) =4 —5x + 19x% — 1627 + 21x*% = 3x°.

A lo largo de esta seccidn los polinomios serdn considerados, exclusi-
vamente, como expresiones formales que contienen elementos del cuerpo F
(coeficientes) y una letra adicional x {indeterminada), con dos operaciones
binarias. Veremos que en muchos aspectos Z y Flx] son muy similares. Una di-
ferencia importante es el concepto de raiz de un polinomio, carente de sentido
en los ndmeros enteros. El estudio de la naturaleza de tales raices se abordara
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en los capitulos 6 y 7. La prueba del préximo resultado se deja como ejercicio
para el lector.

Lema 4.1. (Fx], +,.) es un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 4.7, Sip(x) = a0+ aix + ... +a.x" y a, # 0 enionces el grado de
p(x) es u (denotamos degp (x) = n).

Asf pues, el grado de un polinomio es la polencia més alta de x, con
coeficiente no nulo, presente en la expresién de p (x). Al polinomio p (x] = 0
no se le asigna grado. L.os polinomios de grado 0 son las constantes no nulas:
asf, puede interpretarse F como un subanillo de Flx].

Lemad.2. Sip{x)=apt+aix+ ... +aux"vgx)=bo+bix+ ... +bx'™ son
elementos no nulos en Flx|, entonces

deg (r (x) + ¢ (x)) < max {degp{x), degqg (x)};
deg (p (x)g (x}) = degp (x) +degg (x) .

Demostracion. Seann = degp (x) v = degyg (x), esdecir, a, # O0yb,, £0.La
primera férmula es inmediata. Para la segunds, la polencia mds alta de x que
aparece en p (x) g (x) es x"**+" (por la definicidn de producto} y su coeficiente es
anby # 0, por ser F un cucrpo. O

Proposicion 4.4, (Flx]. +, ) es un dominio de integridad.
Pemostracién.  Se sigue inmediatamente de los Lemas 4.1 y4.2. 0

Una de las cosas que aprendimos a hacer conn los polinomios ¢n la ensefian-
za media es la divisién de polinomios, con un procedimiento muy similar al
de Ia divisién enlera. Lo recordamos en ¢l siguiente ejempio, que ilustra lo gque
se hara en ¢l caso general.

Ejemplo 4.6, Se desea dividh xF =T+ 1 entre Zx + 1. Se divide x* entre
2x? para obtener 1x2. Luego {x? (222 + 1) =x* + $#? se sustrae de x* ~ Tx + 1

para obtener el pumer resto, —1x* — 7x + 1. Como ¢l grado del resto no es

menor que el del divisor, se repite el proceso; se divide ahora —ix* entre 2x?
para obtener —§. Luego, —} (2¢% + 1) = —x? — | se sustrae del primer resto
para obtener el segundo resto, —7x + 3. Como el grado de este resto es menor
que el del divisor, la division ha concluido y expresamos el resultado de todo

el proceso como

1 1 5
— = 2 —_ — — —
= Tx+1={(2x +1)(2x 4) 7x+4.

Este «repetir el proceso» sugiere induccion v es asi como se llevard a cabo
la demostracion. Lo que se hace es muy semejante al algoritmo de Euclides
para mimeros enteros, que para polinomios se denomina algoritmo de la divi-
Sion.
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Teorema 4.1, {Algoritmo de la divisién). Dados los polinomios p (x) (divi-
dendo) y q (x) (divisor) en Fx], con g {x) # 0, se cumple que

plx)=qx)elx) +rix),

donde ¢ (x),r{x) € Flx] y degr(x) < degg{(x) o bien r(x) = 0. Ademds, los
polinomios cociente ¢ (x) v vesto r (x) estdn univocamente determinados.

Demosiracion. Probaremos la exisiencia de ¢ (x) y r (x) por induccidén com-
pleta sobre degp (x} (véase el segundo principio de induccién en Problema
2.6). Sip{x) =0, o bien, si degp (x) < degg (x), entonces

pi{x)=q(x)0+pix},

lo cual satisface la conclusion del teorema.
Supongamos, entonces, que degp (x) > degg (x), de manera que

pixl=ap+aix+ .. . +ax" v gx)=bo+bix4 ... +Dyx™

donde a,, # 0, b # 0y # > m. Consideremos el polinomio

n i

g lx) = x M (b +bix+ ... 4 B™)

T ™

a bo "
- 7 =t o a”xn’

b!ﬂ

que tiene el mismo grado e igual coeficiente que la mayor potencia que p (x),
por lo que la diferencia

h(x)=p(x) - %X”‘”‘q (%) (4.2)

verifica que degh (x) < degp (x) o bien 4 (x) = 0 (en cuyo caso no hace falta
seguir). Por hipétesis de induccién, la conclusién del tcorema se cumple para
i {x) en virtud de que degh (x) < degp (x), es decir, podemos escribir

hix)=gx)er(x) +7(x), (4.3)

donde ¢ (x),r{x) € Flx] y degr(x) < degg(x) o bien r(x} = 0. Combinando
(4.2) y (4.3),

pl) - g (x) =g (¥ e (x) +r (x),

fres

por lo que

P =q ) {Fr e () () = g W ) +r()

"
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que es la representacién deseada de p (x).
Para probar la unicidad, considérense dos representaciones

plx)=gxjc) (x) +r(x) =g )2 (x) +r2(x),
lo cual implica
gxfeifx) —ca X)) =r2(x) =71 (x).

8iry (x) # ry (x), entonces ¢, (x) # ¢z (x} v, como consecuencia del Lema
4.2, tenemos

15

degq (x) < degg(x) + deg ey (x) —c2 (x)] = deg [r2 (x) — 1 (x)]

AN

max {deg# (x), degra (x)},

por lo que degq (x} < degr| (x} o bien degg (x} < degrz (x). En consecuencia,
uno de los dos restos no satisfaria la condicién de grado requerida,

Alternativamente, si r; (x) = 7 (x), enfonces ¢; (x) = ¢; {x) (al ser F[x]
dominio de integridad). Esto completa la prueba.

Definicion 4.8. Sip(x) y g(x) # 0 son polinomios en F[x], entonces se dice
yue g (x) divide a p (x) {y se denota como g (x) | p(x)) si

px) =gqx)e(x)

para algiin c (x) € Flx|. También se dice que p (x) es nuiltiplo de g (x).
Un polinomio p(zx) € Flz] de grado positivo se dice irveducible en Flx] si,
cadn vez que se descompone en factores

px)=alx)bix),

con a(x),b{x) € Flx], entonces dega (x) = 00 bien degh(x) = 0.

Se dice que dos polinomios no simultdneamente nulfos p(x),q (x) € Flx]
son primos entre st si los tinicos polinomios d(x) € Flx| que verifican que
d(x) | p{x) y también d (x) | g (x) son los polinomios de grado 0 {constantes no
mulas).

Es importante notar la analogia enire polinomios irreducibles y nimeros
primos. Esto no es mera casualidad sino el resultado de que tanto Z como Flx]
son dominios de integridad con algoritme de la divisién. El siguiente resultado
¢s de gran utilidad para divisibilidad.

Teorema 4.2 (débil de Bezout). Los polinomios no nulos p(x)y g (x) en Flx]
son primos entre si, si, y solo si, existen a (x} b {(x) € F[x] tales gue

L=ale)p () +b&E)g (). | (4.4)

Dermostracidn.  Para la prueba directa consideremos el siguiente subconjunto
de polinomios
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I={a(x)px)+bx)q(x})|alx),bx) e Flxl}.

Es facil verificar que I es un subgrupo {por ser cerrado bajo diferencias)
y absorbente (Flx)I C I}, es decir, I es un ideal. Ademas, 7 # {0}, ya que O #
g {x) € I. Elegimos un polinomio de grado minimo d (x) € 1. Si degd (x) = 0,
entonces d (x) = d es una constante no nula en el cuerpo F y, por lo tanto,
existe d~' € F C Flx]. Usando que ! es absorbente, d~'d =1 € I v obtenemos
(4.4).

Si degd (x) > 0, dado cualguier polinomio f(x) € { podemos aplicar el
algoritmo de la divisién para representar

fl) =dxje() +rix),
0, en forma equivalente,

rix) = f(x) —d(x)c(x),
con degr{x) < degd{x).Usando las propiedades del ideal se concluye que
r{x) € I, por lo que la Gnica posibilidad, no contradictoria con la eleccion de
d (x) con grado minimo, es r(x) = 0. Concluimos, entonces, que d (x) | f{x)
para todo f{x) € I. En particular, d (x) | p {x) y también d (x} | g {x) . Como p (x]
vy g (x) son primos entre si obtenemos la contradiccidn degd (x) = 0.

Para el reciproco, si | = a (x)p (x} + & (x) g (x), ¥ d {x} es cualquier polino-
mio tal que 4 (x) | p (x) y d(x) | g (x}, entonces se tiene que

d(x) la(x)p(x) +bx)gx),
porloqued(x}|1ydegd({x)=0. O
La misma propiedad del teorema anterior, pero aplicada a los numeros
enteros, nos dice, por ejemplo, gue 8 y 5 son primos entre si, debido a que
1 =2 x 8 — 3 x 5; 0 también, que dos nimeros naturales consecutivos siempre

son primos entre sf, puestoque 1 =1 x(n+ 1) — 1 xn.

Corolario 4.2.  Sip(x).f(x) € Flx] son primus enire si, y, adernds,

px)1flx)glx),

entonces p{x) | g (x). En particular, si p(x) es irreducible y si p(x} | fix}g(x),
entonces p (x) | f(x) o bien p (x) | g (x).

Demostracion. Como | = a (x)p (x) + b (x)f(x), multiplicando por g (x} obte-
nemos

glx)=a{x)px)gx) +b{x)fx)glx).

Como p (x) divide a los dos sumandos, divide también a la suma, p(x) |
g {x), que es la primera conclusion deseada.
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Si p (x]) es irreducible y p (x) no divide a f(x) . entonces p (x) y f(x) son
primos entre si y aplicamos lo anterior para obtener que p (x} | g (x}. O

De gran interés, por sus aplicaciones a la teoria de codificacién, son los
anillos de polinomios F [x] cuando el cuerpo F tiene dos elementos, Z[x), asf
como los casos en los que card (F)es 4, 8 v 16.

Para toda la teoria de la divisibilidad, que hemos iniciado en esta seccidn, .
es indispensable explicitar el anillo sobre el cual se trabaja. Por ejemplo, el
polinomio x* — 2 es irreducible en Qfx], pero se descompone en factores en

Rfx], en la forma x* — 2 = ( - \/5) (x + \/f) . De igual manera, x? + 1 es
irreducible en R[x], pero no en Clx], va que x® + 1 = (x ~ &) (x + i) .

También, en Z,[x] se ienequex*+1 = (x + 1) {x + 1} debidoaque 141 = 0
en Z;.

4.3, Cuerpos de fracciones: los racionales

Supongamos que (A, +, .) s un dominio de integridad {(como, por ejemplo,
Z o Flx]).
Definimos sobre A x (A {0}) la siguiente RBE:

(@,b) ~ (¢, d) &= ad = be. (4.5)

Es evidente que ~ es reflexiva y simétrica. Probaremaos que es transitiva,
Para ello, supongamos que (@, &) ~ (¢, d) v que (¢,d) ~ {e,f} . Usando (4.5),

ad = be (4.6)

of = de. (4.7)

Si multiplicamos (4.6) por fy (4.7) por b, e igualando, abtenemos adf = bde
y, dado gque d # 0 y A es dominio de integridad, af = &e, 0, lo que es lo mismo,
(a’=b) ~ (e's}() b

Ahora, definimos dos operaciones en 4 x (A\ {0}), una suma y un producto,
que esldan molivados por las operaciones con fracciones de la matematica

. . . P
elemental, sin mds que intexpretar la pareja (a,») como la fraccion 5

{a,.b) + (c,d) (ad + bc, bd) |
(a,b)y.(c,d) = [(ac,bd).
Es muy facil probar que estas operaciones son cerradas en 4 x (A% {0}).
Bastante més dificultad entrafia verificar que ambas operaciones scn compa-

tibles con la RBE. )
Para ello, supongamos que tenemos cuatro pares satisfaciendo

la,b) ~ (d.0) v (ed)~ ([ d),
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0, lo que es equivalente, por (4.5),

ab' = ba' (4.8)

ed' = dc'. (4.9)

Multiplicando miembro a miembro las igualdades (4.8) v (4.9), tenemos
que ab'ed = ba'dc’, es decir, (ac,bd) ~ (a'¢’,b'd’}, lo cual prueba la compati-
bilidad del producto respecto a la RBE.

Para probar la compatibilidad de la suma respecto a ~ utilizaremos la
propiedad transitiva de las relaciones de equivalencia. Mds concretamente,
debemos ver que si

(a,b) ~ {a", &)y (c,d)~(c'.d}, (4.10)
entonces
(a,b) + (¢.d) ~ (a',B") + (¢,d) ~ (&', b") + (¢, d) . (4.11)

Probaremos la primera relacion en {4.11) (la segunda se demuestra de
igual forma), es decir, debemos verificar gue

(ad + bc) b'd = bd (a'd + b'c)
0, lo que es5 lo mismo,
ad’b’ = bd’a’.

Pues bien, dado que d” # 0, esto equivale a ab’ = ba', igualdad que se
cumple por la hipétesis (4.10),

Estamos en condiciones de probar que las operaciones que acabamos de
definir sobre ¢l conjunto cociente de A x {4\ {0}) porla RBE ~ proporcionan un
cuerpo. Cada elemento del cuerpo es una clase de equivalencia [(a, b)), que se

.o ..o a
denotard simplemente como una fraccién +~ de alguno de sus representantes

b

(omitiendo el simbolo de clase). Por lo tanto, a_c significa que [(a,b)] =

b d

[(c,d}], lo cual es cquivalente a ad = he.

Teorema 4.3. ([A x A\ [0}]/ ~, +, .) es un cuerpo {Hamado cuerpo de frac-
ciones del dominio de integridad (A, +,.)).

Demostracion. Llamaremos K al cociente [4 x A\ {0}] / ~. Empezaremos por
demosirar que (K, +, .) es un anillo conmutativo unitario.

Las propiedades asociativa, conmutativa vy existencia de elemenio neu-
tro para la suma en A x A\ {0} son heredadas por el cociente. También son
heredadas las propiedades asociativa, conmutativa y existencia de elemen-
to neutro para el producto, asi como la distributividad del producto respec-
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to de la suma. Sin embargo, hay clementos en 4 x A\ {0} quec carecen de
cpuesto (por ejemplo, si A = Z, el elemento (0, 2} no tiene opuesto, pues
(0,2} + (x,¥) = (2x,2y) # (0, 1) cualquiera que sea ¢l par (x,y)}.

Para probar que (K, +, .) es anillo unitario bastard comprobar la existencia

N a e .
de opuestos. En efecto, dado — € K arbitrario, se ticne

b
a —a
¢+ 8 < @by + (o b = [{0.67) = [0, 1] = 0.
. a N ax
Para terminar, veremos que para 5 # 0, existe ; € K tal que 5y = i
¥
{nétese que si % # 0, entonces a # 0). La ecuacidn
ax
—~ =1
by
es equivalente a
ax _ 1
by " U’
que es, a su vez, equivalente a
ax = by. (4.12)

La condicitn {4.12) significa que ;C—) = i es el elemento inverso de &, o

b

En particular, ¢l cuerpo de fracciones de (Z,+,.) es, por definicién, el
cuerpo de los ndmeros racionales ({J, +, .}, cuyos elementos son clases de
equivalencia de fracciones (véase Figura 4.1).

2.4

{i,2

1,2)

Figura 4,1, Cada clase de equivalencia en Zx (Z\{0}) estd formadu por agquellos pares
que perteniecen a una misma recta por el origen. Cada uvia de dichas rectas
{que no pueden ser horizontales), intersectan a la recta v, paralela al eje OX
trazada por {0, 1), en un solo punto, gue representa al ntimero racional
correspondiente.
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. . . a (—a) .

La prueba anterior permite observar que el opueste de f € —f~ mien-
a
b

E: L — @ definido por £ {x) = ? En este sentido debe entenderse la afirma-
cién Z ¢ Q.

De forma andloga, el cuerpo de fracciones del anillo (3[x] de los polinomios
con coeficientes racionales es el cuerpo de las fracciones algebraicas (o
polinémicas), que denotaremos por Q(x). Sus representantes son fracciones
%’ conp (x)yg (x) enQ[x], g (x) no nulo. También son de interés los cuerpos
de fracciones polinémicas con coeficientes en un cuerpo finito, como por
ejemplo, Z, {x) parap € Ny p primo.

. b . .
tras que el inverso de + # 0 es —. Existe un monomorfismo de anillos natural

4.4. Cnerpos ordenados

Al ampliar sucesivamente los conjuntos numéricos, N C Z € €, nos he-
mos centrado en las operaciones suma y preducto, gue son cada vez mas ricas
en propiedades. Por ejemplo, tienen solucion en Z las ecuaciones de la forma
a +x = b mientras que también tienen solucién en @ las de la forma
ax +b = ¢. En otras palabras, en cada extensién del sistema numérico ga-
namoes propiedades algebraicas.

Pero tan importantes como las propiedades algebraicas son las propieda-
des del orden. E] orden total de {N, <) se extendi¢ al dominioc de integridad Z
de manera compatible con la suma y el producto. La compatibilidad (leyes de
monotonia) resulté como consecuencia de determinar el conjunte de mimeros
enteros positivos, cerrado bajo suma y produclo, y con tricotomia. En general,
si en un dominio de integridad se establece un conjunto que sea cerrado bajo
suma y producto y que cumpla con la tricotomia, entonces queda determinado
un orden total compatible con las operaciones.

Definicién 4.9.  Sea (A, +,.) un dominio de integridad. Un subconjunto de
A, A, se dice que es un conjunto de elementos positives si es cerrado bajo
ambas operaciones y, adewds, para cada a € A se cumiple una, y sélo una, de las
siguientes afirmaciones:a € AT, ~a € AT, o biena =0,

Teorema 4.4, Sea (A, +,.) un dowminio de integridad y AT C A un conjunto de
elementos positivos, Para a,b € A, la relacicn < definida por

a<heb-acA™ U{0},

es um orden total (5i b - a es positivo escribimos a < bY. Con el orden asi definido
se verifica que

AT ={q € Ala>0}.
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Este orden es compatible con las operaciones, es decir, se cumplen

g<b=a+c<b+c

{a <bArceAT) = ac < be,

cualesquiera sean a,b,c € A. Resumimos todo lo anterior diciendo que (A, +, ., <)
es un dominio ordenado.

Demaostracion. Debemos verificar las propiedades de la relacidn de orden v
las de compatibilidad.

La propiedad reflexiva se cumple trivialmente.

Para demostrar que < es transitiva, supongamos que a < by que b < ¢.

positivos. Entonces, ¢ —a = (¢ —b) + (b — a) es posilivo, por ser A™ cerrado
bajo suma, lo gue implica quea <c.

Supongamos ahora que a # b y que se verificaa < b y b < a. Razonando
como antes, sabemos que b —a € AT yquea —b € A, lo cual es imposible por
tricotomta. Se cumple, por lo tanto, la propiedad antisiméirica.

Finalmente, b — a es positivn, o cero, o bien a — & es positivo, por lo que
se cumple una, y sélo una de las siguicntes proposiciones: a < b, @ = b o bien
b < a (tricotomia del orden sobre A). Por lo tanto, (4, <} es un orden total.
Ademds, a =a—0¢ A% si, ysélosi,a > 0.

Por otra parte, (b +¢) — {a +¢) = b —a es positivo si, ysélosi, loes b —a.
Por lo lanto,

a<heasrat+c<hb4c,

verificdndose la compatibilidad con la suma. Con respecto al producto, sia < b
yceA¥, comob —a € AT y AT es cerrado bajo producto, se obtiene be - ac =
(b —a)c € AT, lo que equivale a afirmar que ac < be. O

Del teorema se deducen algunas propiedades familiares de la aritmética,
que son validas en cualquier dominio ordenado A:

(i) Sia<byc=<d entoncesa +c <hb+d
La demoestracion es inmediata.

(i) Sia <bvec<d entoncesa +¢ < b+d
En efecto, por compatibilidad con la suma se puede escribir

a+c<b+to<h+d

(iif) ab > Osi,ysélosi,a>0yb >00biena <0yb <0

En efecto, si suponemos ab > 0, es imposible que a = 0 0 b = 0 (dominio
de integridad). Tampoco pueden tener signos diferentes, ya qué si, por ejemplo,
a>0yb <0, setiene ab < a0 = 0, lo cual es inconsistenie con ab > 0. De
igual forma se prueba el reciproco.



120 ALGEBRA Y FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

{iv) a’ > 0 cualquiera scaa € A.
Inmediato, por ().

{(v) 1>0.
Consecuencia de que 12 = 1, usando (iv) y el hecho de que 1 # 0 en un
dominio de integridad.

(vi) Sia <byc >0, entonces ac < be.

(vii) Sia < b yc < 0, entonces ac > be.

Nos ocupamos a continuacion de la ordenacién del cuerpo (dominio de
integridad) de los nimeros racionales. Sabemos que todo nmimerc racional es

: a .
de 1a forma 5 conay b mimeros enteros, b #£ 0.
a

Definicién 4.10.  Un ntirnero racional 5

es positivo si ab > 0 fcomo niimeros
enleros).

Debemaos ver que esta definicién es independiente de representantes. En

electo, sea % = 5 es decir, ad = b, b # (0 # d, y supongamos gue ab > 0.

Entonces ambos nameros son positivos o negativos. Podemos asegurar que
¢ # 0 (de lo contrario a = 0). Ademds, si ¢ y d fuesen, positivo uno y negativo
el otro, igual ocurriria con ad y be, siendo esto imposible porgue ad = be. Por
lo tanto, ¢ y d son positivos o negativos simultdneamente y, en ambos casos,
cd > 0.

i ... "
De hecho, si 7 €5 positivo, puede suponerse que a y b son enteros positivos

(silos dos son negativos, se toman sus opuestos). Que la suma y el producto de
dos racionales positivos es también positivo se obtiene como consecuencia
de que ZT es cerrado bajo suma y producto. La tricotomia es consecuen-

. . . a .
cia de que para cualquier racional 5’ el entero eb cumple una, v s6lo una, de

las siguientes proposiciones: ab > 0, ab = 6, o bien ab < 0. El opuesio de un
racional positivo s negativo.

Por el Teorema 4.4, la relacién de orden en Q estd bien definida a partir
del conjunto de los racionales positivos, @ : x <y cuandoy — x € QF U {0}

Corolario 4.3. (0. +,., <) es un cuerpo ordenado, es decir, (), +,.) es un
cuerpo v < es un orvden total compatible con la suma y el producto. Ademds,

N . . , . a
la aplicacion que asocia a cada niimero enterc a el niimero racional 1 e un
monomorfismo de anillos unitarios de Z en @ que preserva el orden.

Una propiedad que caracteriza a ) es que es el minimo cuerpo ordenadeo,
en un sentido que precisaremos a continuacion.

Dado un cuerpo ordenado cualquiera, (K, +, ., <), denolando por Og v 1x
los neutros aditivo y multiplicativo de K (1x # 0x}, existe un monomorlismo
natural £ :  — K que se define por etapas (los delalles se dejan a cargo del
lector);
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E(0) =0g;
E{(Dy=1g;
En+1)=En)+ 1, sincN;
E{-n)=-E(n), sinel,

Ly E(m) o om
b(;)—m} 51;5-6@;

Este monemorfismo de @ en K preserva suma, productoe v orden, por lo
que E ({}} C K es una copia exacta del cuerpo ordenado Q. Se suele denotar

.. kA . .
también con — un elemento racional de X cuando, en realidad, es el ele-

Wi
menta E ( ) En este sentido, todo cuerpo ordenado contiene al cuerpo de

los racmnales y, por lo tanto, Q@ es el minimo cuerpo ordenado.

Por otro lado, en cada cuerpo ordenado (K, +, ., <) existe una aplicacién
de K en K que puede ser usada para definir una distancia entre los elemen-
tos de K.

Definicion 4.11.  Sia € K, el valor absoluto de a es

a, a>0
|af =

-a, a<0

Las propiedades dei valor absoluto de los niimeros racionales (que define,
obviamente, una aplicacién de @ en el conjunto de los racionales no negalivos
2. ) son conecidas de la materndtica elemental. El lector probara sin dificultad
que las mismas son validas en cualquier cuerpo ordenade £ (@ ¥ & representan
elementos arbitrarios del cuerpo):

(i} |a| > 0¥ |a| =0si, ysélosi,a =0.

(i) |—a| = |a|.

(i) a < laly —a < lal.

(iv) ja + b| < |a| + |b| (propiedad triangular).

(v} la| — |B] < |a — B|, que mide la distancia entre a y b (usar (iv)).

vi) lab] = Ial Ibl—

vii = sib £ 0,

(vit) lb ‘ |bE #

(viii) Sib es positivo, entonces [a] < b si, y sélo si, —=b < a <b.

Desde el punto de vista algebraico, la extensién de Z a () comporta una
ganancia: toda ecuacién de la forma ax = b, con a # 0,5 € @ tiene solucién

tnica en @ {por ser cuerpo). El orden extendido < sigue siendo un orden total.
Sin embargo, una diferencia importante respecto de Z surge de la combinacién
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de ambas cosas, ser cuerpo y ser ordenado: entre dos nameros racionales existe
otro racional (y por lo tanto infinitos). Porejemplo, sia,b € Qya < b, entonces
(a+b) /2 € Q (por propiedades de cuerpo) y se tienc quea < {(a +5) /2 < b
{usando propiedades del orden).

Otra importante propiedad del orden en @ (qtic no se cumple en cualquier
cuerpo ordenado) es que Z abarca la totalidad de @ en el sentido de quc todo
racional esta entre dos enteros consecutivos. Es decir, sia € {J, entonces cxiste
ap € Z tal que

ag <a<ag+1 (4.13)

{(no hay racionales fuera del alcance de los nimeros enteros). Esia es conocida
como la propiedad arguimediana y admite varias formulaciones equivalenics.
Tomaremos como definicion una forma con inversos que serd particularmente
(itil para convergencia de sucesiones.

Definicién 4.12. Un cuerpo ordenado K es arquimediano si, v soélo si, para

. 1
cada e € K' existe algiin n € N tal gue -~ <e

Obsérvese que puede sustituirse «<» por «<» en esta definicién. La pro-
piedad arquimediana también suele usarse en la forma de negacién: «no existe
- 1
un glemento posilivo menor que — para lodo 1 € Na.
n

Veremuos ahora que se cump]e'la equivalencia afirmada en (4.13). En efec-
to, suponiendo que K es un cuerpo ordenado arquimediano, y dado un ele-
mento a € K arbitrario, el elemento a4y € Z definido (gracias al buen orden de
MY como

min {neN|a<n}~1, siaecK’

iy = 0, sia =0

1

—min{rneN|—a<n}, siack”

satisface (4.13). Reciprocamente, dado e > 0, si existe ¢g € Z tal que a9 <

1 . 1
< ap+ 1, entonces 1 := ap + 1 € Wy satisface - < e

Proposicién 4.5, ({}, +, ., <} es arquimediano.

Demostracion. Sie € (F existe a € ( tal que 0 < a < e. Pero todo racional

"1 1 m
positivo admite una representaciona = — conm,n € ZT. Enlonces, — < — =
n 7

M
a<e 0

Definiciéon 4.13.  Supongamos gue {a,} es una sucesion contenida en un cuer-
po ovdenado K. Decimos que {a,} converge {en Kj a un elemento a € K cuando,
para todo € € K1, \a,, — a| < £ para todo n posterior a un cierto ng € N (diremos,
para abrevias, que |a, — a| < € finalmente). Se escribe entonces rrango ay = a.
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) 1 . .
En particular, {— es una sucesion contenida en 1 y, por la Proposicién
1 )

4.5, dado e ¢ Gt existe ng € N tal que " < ¢. Entlonces, si 1 > ng, se tiene
0

1
también % < ¢, por lo que lim o= 0 en Q. Tal proposicién se despacha en
1=k

. . . 1
los libros de matemdtica elemental afirmando que «es evidenle, al ser — ar- .
1

bitrariamente pequefio», cuando, en realidad, es equivalente a la propiedad
arquimediana de ({3, +, ., <) (siendo falsa, por ejemplo, para el cuerpo no arqui-
mediano del Problema 5.10). Una ver mds, lo que se presenta como evidente
en matemitica elemental oculta una complejidad que debe ser desvelada.

Terminamos esta seccion con algunas consideraciones sobre la represen-
tacion geoméirica de .

La clave de la construccién con regla y compas de {J a partir de Z?2 es el
trazado de una recta paralela a una dada v que pasa por un punte dado (véanse
las Figuras 4.2 v 4.3).

( [ L2
Ll
\ \ J
AN fo
/
e —

Figura 4.2. Consiruccion de una recta perpendiculara v, y que pasa por Py no pertene-
civnte a r1- Se trdza una circunferencia con centro en Py y radio suficien-
temenie grande, C), cuyas intersecciones con ry son Py y Pa, se trazan las
circunferencias Co v Cs cuyos centros son Py v Py y cuyo radio es la distan-
vig entre Py v Pai las intersecciones de Ca y Cy son Py y Py, gre determiinan
fa recta buscada, ri.

Figura 4.3, Construccion de una recta paralelu a vy y que pasa por Py no perfenecienie
« ri: se lraza la recta perpendicular a v\ y que pasa por Po, r2; la recta r,
perpendicular a ¥y en Py € 11 es la recta buscada.
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Para la construccidn del racional E, (p,q} € Zx{Z\ {0}}, que se ejemplifica
en la Figura 4.4, construimos la recta por (0,p) paralela a la que determinan
{1, 0) v {0,q). Suinterseccién con cl cjc dec abscisas es E, 0 | porsemejanzade

q

los tridngulos rectangulos que forman dichas rectas con los gjes coordenados.

04

LS

-1 | (Ll

. \\ :

Figura 4.4. Construccidn geoméirica de 3/4: ke recta por (0, 3) paralela a la determinuda
por (0, 4) y (£, 0) determina un punto, x, del eje OX. Por semejanza de

.. x 1 .3
tridngulos, ;=58 decir x = i

Luego se construye de nuevo () sobre el otro eje, trazandose finalmente
rectas perpendiculares a los ejes en los puntos construidos sobre los mismas
(recuérdese la Figura 3.6). Fl conjunto de puntos de las intersecciones es @F.

Representando todos los niimeros racionales sobre la recta graduada, ¢la
cubrimos enteramentc? Veremos que la respuesta a esta pregunta es negativa.

La diagonal de un cuadrado de lado 1 mide /2 v puede trasladarse dicha
longitud {usando ¢l compés} a un punto de la recta graduada, ubicado entre los
niimeros | y 2, Probaremos a continuacién que v2 no es un ndmero racional.

, a . : )
En efecio, si fuera /2 = 5 con a y b niimeros naturales primos entre sf,

elevando al cuadrado se tendria
2h* = a2, (4.14)

Esta ultima igualdad permite afirmar que 2 | @ y, teniendo en cuenta que
2 es un numere primo, 2 | a, es decir, @ = 2p para cierto p € N, Sustituyendo
en la igualdad (4.14) queda

b* =27,

por lo que también 2 | b. Pero esto es absurde, porgue hemos supueslo que a
v b son primos entre si. .

Los racionales dejan «agujeros» en la recta. En el proximo capitulo com-
pletaremas la recta introduciendo los nimeros reales.
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4.5. Problemas

Problema 4.1. Sobre el conjunto £ de los numeros enteros pares se considera

' . £
la suma ordinaria y se define un producio a b = = Analice la estructura
(E,+,%).

Problema 4.2. Estudie las propiedades de la estructura algebraica (N, @, A),
dondem@&n =3m+2ymbn=4mn

Problema 4.3. Si (G, +) es un grupe conmutative con elemento neutro 0, y
se define una segunda operacion x Ay = 0 cualesquiera que sean x ¢y en G,
¢qué estructura tiene (G, -, A)?

Problema 4.4. Sc pide lo mismoe cuando la segunda operacién sobre G es
Uy =y

Problema 4.5. Dados dos anillos A y B, cuyas operaciones suma y producto
denotamos de la [orma habitual, consideramos sobre su producto cartesiano
A x B la suma y ¢l produclo por componentes. Analice esla estructura alge-
braica.

Problema 4.6. Considérense las matrices 2 x 2 cuyos elementos son niimeros
entercs, dotadas de la suma y del producto de matrices ya conocidos de la ma-
temética elemental. Analice las propiedades algebraicas de esa tripleta, clasi-
ficandola.

Problema 4.7. En el conjunto de las paries de un conjunto no vacio se con-
sideran la interseccidn y la diferencia simétrica (véase Pr oblcma 1.8). Pruebe
que es un anillo conmutativo (lamado anillo de Boole). L e :

Problema 4.8. En Z sc definen las siguicntes operaciones:

Cr T Y amb=avb—6

i T&b=ab+ pla +b)+ 42 '

I
P '

donde ¢ es un nimero entero fijo. AR S

_a) Demuestre que (Z,®) es un grupo abeliano. N =
_ &) ¢Qué valores de ¢ hacen que (Z, @, @) sea un anillo? LT
c) cEs dicho anille un dominic de integridad? T

Prnblema 4.9. Resuclva el 51gu1ente 515tema en el c,uerpo de las clases de__

congruencia moédulo 7; Pe i

%+ 2y =

11

e
|

*} ] f’ .‘-_.l _
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Problema 4.10. Resuelvaen Z;3 y en Q el siguiente sisterma de ecuaciones:

Ix o+ + = 0
_ g

z
x-l-iy Z 0

Problema 4.11. Resuelvaen Zs y en Z7 el siguiente sistema de ecuaciones:

3 + y + 2z =1
o4 o+ 3 =1
4 + 3y + 2z = 1

Problema 4.12. ResuelvaenZ, Zy (s6loanillos), 7.1 v J (cuerpos) el siguiente
sistema de ecuaciones:

X + §12 - X3 + X3 = I
=2x1 4+ xz + 2x3 = z
X3 — X4 = 0

Problema 4.13. Demuestre que un sistema homogénec de ecuaciones linea-
ies con coeficientes en un cuerpo, que ticne mis incdgnitas que ecuaciones, es
indeterminado.

Problema 4.14." Considérese el anillo de polinomios con coeficientes ente-
ros Z [x] (sustituya F por Z en la Definicién 4.6). Se¢ pide:

a) Pruebe gque (Z [x], +,.) es un dominio de integridad.

b) Defina sobre Z [x] una RBE compatible con la suma y con el producto.

¢) Tras comprobar que los elementos de % [x] tales que la potencia de ma-
vor grado tiene coeficiente positivo forman un conjunto de elementos positivos
en Z [x], con orden asociado <, pruebe que (Z [x], +.., <) es un dominic de in-
tegridad ordenado. Ese orden total sobre Z [x] se llama lexicogrdfico porque
recuerda a la ordenacion de las palabras en el diccionario.

Problema 4.15." Sabiendo gue [x] es numerable (Problema 2.23 ¢), deter-
mine e} cardinal de su cuerpo de fracciones ((x) suponiendo que se cumple

el axioma de eleccion. (Sugerencia: Utilice la Proposicién 2.18 y el Problema
2.255.)

Problema 4.16. Demuestre que sélo pueden definirse cuatro aplicaciones de
7 en Za y que, dada una cualquiera de ellas, f, existe un polinomio p (x) € Z2[x]
tal que la imagen de un elemento o € Z;, f (), se obtiene sustituyendo x por «
en p (x). ¢Es tnico dicho polinomio?

Problema 4.17. Sea A un conjunto arbitrario de 53 narmneros naturales. De-
muestre que hay al menos dos elementos de A cuya diferencia es un mdltiplo
de 52. Ayuda: Utilice el principio del palomar (pag. 51).

Problema 4.18. Halle el menor subanillo de § (subconjunto que es anillo

con las operaciones inducidas) que conliene a A
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Problema 4.19. Pruebe que /72 no es un niimeroe racional cuando el niimero
natural # neo es un cuadrado perfecto.

Problema 4.20. Sobre @ se consideran la suma y el producto poOr COmMpo-
nentes, es decir, (x,¥) + (2,2} = (x + 2.y + ) y {x,y) x (z,) = (xz,y7).

a} Compruebe que se trata de un anillo conmutative v unitario, pero no
un dominio de integridad.

b) Pruebe quc I = {(x,y) € @ | x = 0} es un ideal en cl anillo anterior, y
demuestre que Q¥ /7 ¢s isomorfo a Q.

Problema 4.21.* Demuestre que no puede definirse un orden sobre el cuerpo
de las clases de congruencia médulo 3 de tal forma gue la estructura resultante
sea un cuerpo ordenado. Demuestre que, de hecho, ningiin cuerpo [inito puede
ser un cuerpo ordenado.

Problema 4.22. Pruebe que la composicién de homomorfismos dc cierta cla-
se pertenece a la misma clase y que dos estructuras algebraicas, ambas dotadas
con dos operaciones, isomorfas {es decir, entre las que existe un isemorfismo)
poseen las mismas propiedades algebraicas.

Problema 4.23. Demuestre que, si ~ es una RBE compatible con las opera-
ciones de un anillo (4, +, ), entonces la aplicacién que asocia a cada elemento
de A su clase de equivalencia es un epimorfismo.

Problema 4.24, Supongamos que {4, +,.) y (4, +,.) son anillos v que 4" ¥
4’ son subanillos de A y de 4, respectivamente. Pruebe que, si f es un homo-
morfismo de A en 4, entonces f{A') y ' (}:’f) son subanillos. Deduzea de aqui

que kerf ¢s un ideal en A, suponiendo que (4, +, .} es conmutativo. Demuestre
también que f es un monomorfsmo si, y sélo si, ker{ es singular.

Problema 4.25." Sea (K, +,.) uncuerpoyseaa € K tal que no exisie unx € K
satisfaciendo x? = a (en cuyo caso se dice que a carece de raiz cuadrada en K).
Consideramos sobre X* la suma componente a componente y un producto /A
tal que

(x,%) A (z,w) = (xz + ayw, ¥z + xw).

Demuestre que (K2, +, A} es un cuerpo, que existe un mononiorfismo que
asocia a ¢ € K el par ordenado (2.0} € K2, v que {a.0) tiene raiz cuadrada en
K* (esta misma construccién permite construir el cuerpo de los complejos a
partir del cucrpo de Ios reales, tomando a = —1).

Problema 4.26. Demuestre que la interseccion de una familia de subcuerpos
de un cuerpo es también nn subcuerpo.

Problema 4.27. Dernuestre que si una sucesion {a, } converge en un cuerpo

ordenado K, enlonices lim a, es anico.
o0
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Problema 4.28. Demuestre que un cuerpo ordenado K es arquimediano si,
vy s6lo si, para cada elemento b € KT existe n € Nial que b < n.

Problema 4.29. Demussire que en cualguier cuerpo no arguimediano K la
sucesion de los nlimeros naturales {#} estd acotada superiormente.



CAPITULO 5

EL CUERPO DE LOS NUMERQOS REALES

Es dificil precisar cuando, y dénde, aparecen los niimeros reales por vez
primera. La teoria de las magnitudes de Eudoxio, expuesta en el libro V de
los Elemnerntos de Euclides, puede considerarse un texto acerca de los reales no
negativos. Para la mayor parte de los matematicos griegos existian aquellas
magniiudes (en particular, longitudes) que podian representarse mediante la
regla y €l compds, como /7, con v € {7 (véase Figura 5.1). Para la escuela
pitagdrica, ni siquiera eso: sélo admitian aquellas magniludes que podfan ser
construidas mediante la regla y el cartabdn, es decir, los niimeros raciona-
les. Como puede verse, la aritmética (antecedente del &lgebra) y la geometria
aparecian indisolublemente unidas en aquella época.

£

L
A \
_ \s
_/

Figura 5.1. Construccion de /i El punto medio del segmento de extremos Oy B {r, O}
se toma cowmo centro de una cireunferencia, C, que pasa por Oy By el punto
A es uno de los puntos de interseccion de C con la recta perpendicular al eje

4
de abscisas que pasa por Q {1, 0); por ser semejantes los tridngulos AQO y

a .
BAO {dngrdos iguales) los lados correspondienies som pr?porcioma.fes, por
lo que, llamando x a la longitud dellado AO, se tiene - = =, €5 decir, x* =r.
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A mediados del siglo x1x los analistas alemanes experimentaron la nece-
sidad de fundamentar rigurosamente su disciplina, introduciendo el cuerpo
de los nfimeros reales a partir del cuerpo de los racionales, Hacla 1870 va se
conocian tres caminos que permiten efectuar dicha construccion:

(a) Identificar los nimeros reales con los desarrolins decimales infinitos,
eliminando los terminados en una sucesion de nueves (periodo 9) para evitar
la doble representacién de los racionales decimales (periodo 0). Pueden escri-

]

birse en la forma ay + ¥ 2,107 conap € Z,2; € {0,1,...,8,9} parai € N
n=1

(idea desarrollada por Weierstrass).

(b} Recurrir a las llamadas cortaduras en @, que son particiones de dicho
conjunto en dos subconjuntos tales que todos los elementos del primero de
ellos son menores que todos tos elementos del segundo {camino seguido por
Dedekind).

(¢) Considerar (como hicieron Cantor y Méray) el anillo cociente de cier-
to anillo de sucesiones de nimeros racionales, cuyos elementos se Hlamaran
sucesiones regulares, por un ideal adecuado del mismo, el formadoe por las
sucesiones convergentes a 0, llamadas nulas. Este es el enfoque que adopta-
Temos.

Primeramente se demuestra que R es un cuerpo ordenado v arquimedia-
no, que son propiedades que comparte con . A continuacién se demuestran
las propiedades de completitud que permiten afirmar que la representacion
de R sobre una recta graduada la llena por completo, 2 diferencia de la repre-
sentacién de @), que es «porosa». Tales propiedades de completitud permiten
demostrar un resultado bésico del analisis matemético (funciones reales de
variable real), el Teorema de Bolzano, que establece que toda curva del plano
(gréfica de una funcién continua) que tiene un extremo en el semiplano supe-
rior y el otro en el semiplano inferior corta al eje de abscisas (identificado con
k) en al menos un punto, por lo que dicho eje careceria de «agujeross»,

5.1. Sucesiones regulares en

Si se desea calcular el valor aproximado de +/2 sin otra herramienta que
los niimeros racionales decimales parece razonable proceder como sigue:

1. Se busca, por tanteo, un par consecutivo de nimeros naturales tales
que el cuadrado del primero sea menor que 2, y el cuadrado del segundo sea
mayor que 2. Tales nimeros son 1y 2.

2, De enire los elementos del conjunto de racionales decimales {1, 1.1,
1.2,..., 1.9, 2} (resultado de dividir el intervalo [1, 2] en 10 partes iguales) se
eligen los dos consecutivos cuyos cuadrados sean menor y mayor, respecti-
vamente, que 2. Tales niimeros son 1.4 (cuyo cuadrado vale 1.96) v 1.5 (cuyo
cuadrado es 2.25).

Prosiguiendo, se definen por recursion dos sucesiones de racionales (deci-
males}, una creciendo hacia v/2, la otra decreciendo hacia ese mismo nimero.
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Los primeros términos de tales sucesiones son 1 < 1.4 < 141 <« 1414 <«
14142 < ... y2> 15> 142 > 1415 > 1.4143 > ...

Nos propanemos definir un niimero real mediante ciertas sucesiones de
racionales que le «aproximan», de tal forma que las sucesiones anteriores
serdn dos representantes de la clase de un nimero real, que llamaremos /2.

Definicidon 5.1.  Una sucesion de niimeros racionales {a,} se dice que es aca-
tada en Q cuando existe k € Qt (cota de {a.}) tal que |a,| < k para todo n € N.
Se dice que {a,} es vegular en Q cuando, para cada e € %, existe n, € N
{dependiente de e) tal que |a,, — a..| < e cualesqguiera gue sean n,m > n,. También
expresaremos este hecho diciendo: |an —~ am| < e finalmente.
Se dice que {an) es nula cuando 31_}11; a, = 0, es decir, para cada e € Q"

|an| < e finalmente.

Las dos sucesiones anteriores que aproximan +/2 son acotadas (k = 2
es una cota para ambas). También son regulares porque, si n < 2, entonces
@y ~ tm| < 101", siendo 1017 arbitrariamente pequefio si se toma » suficien-
temente grande (porque @ es arquimediano). No son sucesiones nulas, puesto
que satislacen |a,| > 1 para todo natural #. Tampoco son convergentes en @,
como se vera en el Ejemplo 5.2 (note que v2 ¢ Q.

Cualquier sucesion constante {¢} (@, = a € Q para todo #n ¢ N) es
acotada, regular v convergente en {J, pero la tinica sucesién constante que es
nula es {0}.

Las sucesiones {1/n}, {—1/n}, {{(-1)" /n}, {27"}, {107} son ejemplos
de sucesiones acotadas. También son nulas debido a que @ es arquimedianc.
Veremos a continuacién que son regulares.

Proposicién 5.1. Dada una sucesion de racionales {a, }, se cumple lo siguiente:
{{) Si {a,] es convergente en () también es regular (en particular, si es nula
es regular).

({f) Si {a,} es vegular, rambién es acotada.

Demostracion. (i) Supongamos que {@,} es convergente a a £ (¢ Tomando
B, 2 Mg, SC tiene

|, — G| = |an —a+a —aw| <|ay—al+|a —am| <ef2+e/2=e,

por lo que {a,} es regular.
(ii) Supongamos ahora que {a,} es regulary sean; € Nal que

|an _am| < 1

para todo par de niimeros naturales #,# > ;. Entonces, para cualquier n >
Mj se tiene que

lan] = |an,| < |@n — @y, | < 1,
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de donde,
laxn] < 1+ |, |- (5.1}
Llamando
k* = max {|a1|.|az}, ... |@n,—1] s 1 + |@n, |}
v, usando (5.1}, |a.! < &* para todo n € M. Se concluye que {a,} es acotada. O

En lo que sigue de este capiiulo denotaremos A al conjunto de todas lag
sucesiones regulares de nimeros racionales y con / al subconjunio de todas
las sucesiones nulas.

Proposicion 5.2. Si se definen la suma y el producto de sucesiones en A,
términe a término, es decir, {a,} + {b.} = {a, + bn} ¥y {a.} x (b} = {aubn},
entonces {A, +, X} es un anillo conmutarivo y unitario. Ademids, I € A es un

ideal.

Demastracion. Empezaremos probando que la suma y el producto son opera-
ciones cerradas en A. Sean {a, } v {b,} sucesiones regulares y sea ¢ un racional
positivo.

En ¢l casc de la suma, sean ng, Y ni’ﬂ nimeros naturzales tales que

iy — | < ef2 sin,m > g, Y, analogamente, |b, — by} < e/2sinm > nfﬁ,

a b o 1]
Entonces, para #, % » ImMax {”e,'z:”e/z}r se liene

|(a-n + bf'l) """ (am “+ bm” < |ar‘! - aml + |bn - bm|
< ef24ef2=e.

En consecuencia, {e, + b, } es una sucesion regular.
Para el producto, empezaremos observando que

|ar1bn - ambm| = |anbrz - anbm +anbm - ﬂ-mbm|
< Janl |bm - bm] + [bml [y — @el -

Como {a,} v {by} son sucesiones acotadas (segiin Proposicién 5.1), existen
dos racionales positivos k% y kP (cotas para {a,} v {by}, respectivamente)
tales que ja,| < k% y |by| < kP para todo n € N. Si se toman e; = e/ (2k%) y
gy =¢/f [Zkb), existen nimeros naturales rn,, y #,, tales que |b, —b,,| < ¢, si
M, > M, , ¥V |Gn — @] < €2 sin,m > n,,. Tomando n,m > max {n,, ,n.,}, se
tiene

Ianbﬂ - ambml < |a-r1| |bi1 - bm| + |bm| |an - aml

< kley +lbey =ef2+ef2=e¢.

Por lo tanto, {a,b,} es también una sucesién regular.
Las propiedades algebraicas del anillo de sucesiones se deducen inme-
diatamente a partir del hecho de que @ es un cuerpo. Asi, por ejemplo, las
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sucesiones conslantes {0}y {1} son los elementos neutros para ambas opera-
ciones, y {—a,} = {1} {z.} € A es la sucesién opucsta de {a.}.

 Terminarcmos probando que 7 es un ideal en (4, +, x). Sean {a.} vy {bu}
dos elementos de 7. Como el opuesto de {b,.} es {~b,;} , tomando

a b
M > max {ne;'z’”efZ} s
se liene

law + (=Pa)l < fan| + =Bl = @] + |by]

< ef24ef2=e.

Esto prueba que {a,} ~ {b,} €I, por lo que / es un subgrupo de (4, +).

Falta probar que, si {a,} € Ay {b,} € I, entonces {a,} x {b,} € I. En
eleclo, como {a,} es acotada exisie un racional positivo &* tal que |a,| < k
para todo n € N. Por otro lado, puesto que {&,} es nula, existe nff,kﬂ € Ntal que

|| < e/k* cuando n > nfjka‘ Entonces, parasn > nfﬂ(ﬂ tenemos

€

|anbn| = |axl |bn| < kaka -

2.

Queda asi probado que f es un ideal en A. O

El siguiente ejernplo muestra que (A, +, x) no es un cuerpo, ya que posee
divisores de cero.

Ejemplo 5.1. Considérense las sucesiones regulares {a,} v {b,} tales que

v

0 sim es impar _ 1/, sirnesimpar
ay = by = .

/m, sim es par 0, 81 u s par

Se tiene entonces que a,b, = 0 para todon € N. Puesto que {a,} x {b,} =
10}, mientras gue {a,} # {0} # {b,}, concluimos que {a,} v {b,} son divisores
de cero.

Lema 5.1. Si {a,} es una sucesion regular no nula, entonces existe un racional
positivo o tal gue a,, > o finalmente o, por el contrario, a, < -« finalmente.

Demostracién. Coamo {a.} no es una sucesion nula, existe un racional positivo
e lal que, cualguieraqueseap € N

.| = € para algtin natural »# > p. (5.2)
Comoe/2 > 0y {4} es regular, existe n, € N tal que

|an — an:| < €/2 para todo mz,# > .. ' (3.3)
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Usando (5.2), conp = Mp,
lam| > e para algin natural m = 7.

Como a,, es positivo o negativo, analizamos cada caso. Sia., = e, entonces,
usando (5.3),

G = g — (A — ) > € — |t — Qx| > ¢/2 para todo n > 1.
En el otro caso, —a.. > e, y, nuevamente por (5.3),
—p = Gy — (@n — Gm) > € — |@n — m| > /2 para todo n > 7.
Se llega a la conclusién deseada tomando o =¢/2. O

Proposicién 5.3. Si {a,} es una sucesion regular, entonces vale exactamente
una de las siguientes afirmaciones:

(@) {a,} es una sucesion nula.
(b) Existe o > Otal que 2, > o finalmente.

(¢) Existe oo > 0 tal que ~a, > o finalmente.

Demaostracion. Al menos una de la afirmaciones (a), {b) y (¢) es cierta, ya que,
si (a) es falsa, entonces, por el lema anterior, vale (b) o {¢). Es inmediato ver
que dos de ellas no pueden ser simultdneamente verdaderas. O

5.2. El cuerpo ordenado de los nimeros reales

A partir del anillo de las sucesiones regulares de niimeros racionales de-
finimos el conjunto de los niimeros reales, R, como el conjunto cociente de
dicho anillo por la RBE asociada con el ideal de las sucesiones nulas.

Definicién 5.2. FE! conjunio de los nitmeros reales es R = A/I, es decir, que
dos sucesiones regulares {an} v {by} representan un mismo nimero real si, y
solamente si, la sucesion {ay — by} es nula.

Cualquier sucesién nula, como la sucesion constante {0} o las dos suce-
siones {a,} vy {b»} del Ejemploe 5.1, representa al mismo nimero real (llamado
«cero» y que se denota por 0). Por otro lado, las dos sucesiones regulares que
aproximan v2 inferior y superiormente, denotémoslas por {an} v {b.}, son
representaciones de un mismo namero real {precisamente V2) por cuanto,
dado un racional positivo e, |, —by| = 107 < 1/ (n = 1) < e, sin mds que
tomar » suficientemente grande.

Las operaciones suma y producto sobre R seran las inducidas por dicha
RBE y comprobaremos que los niimeros reales constituyen un cuerpo. Es mas,
es posible extender el orden de Q a R de tal manera que obtengamos un cuerpo
ordenado (recuérdese el Corolario 4.3).
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Lema 5.2, Si{an}y {b.} son equivalentes y existe un racional positivo o tal
que a, > o finalmente, entonces también existe un racional positivo 8 tal gue
by > 8 finalmente.

Demostracion. Porser {a.}y {b.} equivalentes, existep € N tal que |a, — byl <
@/2 para todo n > p. Por otro lado, como a, > « finalmente, existe g € N tal
que ¢, > @ para todon > 4. Por lo tanto, sin > max {p,q}, se tendra

by >a,~af2>a—af2 =af2.
Basta, pues, contomar 3 = /2. £

Definicién 5.3,  Si {a,} ¢s un represeniante de a € R decimos que a es positivo
si existe un racional positive o tal que a, > o finalmente,

La definicién de elemento positivo es independiente del representante ele-
gido. En efecto, sea a = [{a.}] = [{a},}] v supongamos que existe un racienal
positivo o tal que @, > « finalmente. En virtud del Lema 5.2 también exis-
te entonces un racional positiva # tal que 4}, > 3 finalmente. Por lo tanto,
a serd clasificado como positivo con ayuda de una cualquiera de sus repre-
sentaciones. Veremos que el conjunto de los reales positivos, R, satisface
las condiciones especificadas en la Definicién 4.9, escribiendo a < b cuando
b—acRYuU{0}

Proposicién 5.4. (IR, +, x, <} es un cuerpo ordenado. Ademds, la aplicacicn
de Q en R que asocia a cada niimero racional r la clase de equivalencia de la
sucesicn constante {r} (que denotaremos, abusando del lenguaje, por r) es un
monomotfismo de cuerpos que preserva el orden.

Demostractdn.  Por ser (R, +, x) el anillo cociente de un anillo conmuiativo
y unitario por un ideal es, a su vez, un anillo conmutativo y unitarie, donde
1 = [{1}] es el elemento unidad del anillo (véase el comentario que sigue a la
Proposicidn 4.3). Para ver que es un cuerpo sdlo falta probar la existencia de
inversos, es decir, que la ecuacionax = 1 con 0 #£ a € B, tiene solucion en R

Sea {a, } un representante de a. Comoa # 0, {a,} no es una sucesién nula
¥, en virtud de la Proposicién 5.3, podemos suponer que existe un racional
positivo o tal que a, > « para n > p (el argumento es similar si g, < —a
finalmente). Definimos entonces la sucesién de racionales

G, sim<p
b, = .
l/a,, sinzp

Veremos que {b,} es regular. En efecto, dado e € Qt, existe n?,, € N 1al
que |a, — a.| < a’e para todo n,m > n?, . Entonces, paran > max {p,n%,,},
se tiene :

o —d
|"|‘m“iT_|| < a2 (ay — am] < o (a%e) =¢.
n m

[&r = bin| =
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Por otro lado, es evidente que

—~1, sin<p
dnby, —1 = ,
0, sinzp

de manera que {a.b, - 1} es una sucesion nula. Por lo tanto, sid = [{bu}], se
tiene

ab—1="[{axb, -1} =0

v x = b vesulta ser la solucion buscada para la ecuacionax = 1.

Ya hemos demostrado que (R, +, x) es un cuerpo, por lo que debemos
ocuparnos ahora del orden. Usando el Teorema 4.4, (R, +, x, <} serd un cuerpo
ordenado si la suma y el producto son operaciones cerradas en BT, puesto que
R = R" U(—Rt)U {0} como consecuencia inmediata de la Proposicion 5.3.

Probaremos que la suma y el producto de dos reales positivos, a y b, es asi-
mismeo positivo. Sean {a.} y {5, } representantes de a 'y de b, respectivamente.
Considerando dos racionales positivos o y 3, y dos naturales p y g, tales que
ay > aparan > pybs, > fparan > g, tenemos, para n > max {p,q}, que

ay+b, > a+B>0,
a.b, > af >0

De aqui se sigue que a + b y ab son positivos.
Que la aplicacién de Q en R dada por r — [{r}] es un monomorfismo de
cuerpos que preserva el orden, se deja al cuidado del lector. O

5.3, La propiedad arquimediana

Proposicién 5.5 {Propiedad arquimediana). Dado un niimero real positivo
cualquiera &, existe un nimero natural v tal gue 1/n < &.

Demostracicn. Sea {e,} una sucesion regular de racionales tal que £ = [{en }] .
Por ser £ > 0 existe un racional positivo « lal que ¢, > o finalmente. Podemos

escribir a1 = % con p,g € N, de modo que ¢! < p. Entonces,

< o < e, finalmente. (5.4)

| -

1 1
Como {e,} vy {E} son sucesiones regulares, también 1o es {en - };} que

define el namero real £ — E_i' =

1
{e.i - %}] . Ahora bien, sie — s fuera negativo,

usando la Definicién 5.3 se tendria gue 5 — &, > 0 finalmente, contradiciendo
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1
{(5.4). Por lo tanto, = — ~ > 0 (debido al orden total de B), lo que implica que

)

. 1
existe p € N tal que }—) <¢. 0O

Informalmente hablando, la propiedad arquimediana dice que para medir
la distancia entre dos puntos con la precision que se quiera, alcanzan los
ntimeros racionales positivos. Una escala de nimeros reales no es mds fina.

En el analisis no estandar de Robinson, introducide durante los afios 60,
se amplia R de tal forma que existen elementos positivos que son menores
que cualquier racional de la forma 1/u, con#n € N. En dicho campo numeérico
falla, por lo tanto, la propiedad arquimediana. Esos escalares positivos, tan
pequefios, se pretende que son una interpretacion precisa de las «ménadas» a
las que se refirié Leibniz en sus escritos pioneros acerca del calculo diferencial.
Hay que advertir que este tipo de andlisis no goza de general aceptacién entre
los matematicos, aunque nadic puede descartar que puedan encontrarse, algiin
dia, aplicaciones importantes de esta teoria {tampoco fueron bien recibidas
las geometrias no euclideas a principios del sigio XIX v luege resultarian ser
apropiadas para la astrofisica). En el Problema 5.10 puede verse un cuerpo no
arquimediano muy simple.

Para el siguiente resultado conviene recordar que cualquier cuerpo orde-
nado K contiene una copia exacta del cuerpo @ (véase en la Seccién 4.4 los
comentarios posteriores al Corolario 4.3). Si algtn lector prefiere pensar que el
cuerpo K es R en vez de un cuerpo cualquiera, puede hacerlo sin pérdida, pues
la demostracién no varia. Sin embargo, al final del capitule usaremos esta ver-
sién general para lustificar que R es el iéinico cuerpo ordenado arquimediano
y completo que existe.

Teorema 3.1. En un cuerpo ordenado K son equivalentes las siguientes afir-
maciones.

(i) K es arquimediano.

(1) Todo elemento de K es el limite {en K) de una sucesion de elementos
racionales de K.

(iii) Entre dos elementos diferentes de K existe al menos un elemento racio-
nal de K.

Demostracidn.  ({)=(if) Por la propiedad arguimediana, dado g € K exisie un
entero ay que verifica (4.13), es decir,

go < a<<ag+ 1.

Como0<a—ag <1, también 0 < 10{a — ap) < 10. Por lo tanto, existe un
digitoa € {0, ..., 9} tal que

ay £ 10{a —ag) < a1 + 1,
v también

0<a—ag—ai107" <« 1071,
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Nuevamente, en virtud de la hipotesis, existe un digito a; tal que
ar < 10%{a—~x)) <az +1,
donde x1 = ay + a; 107, es decir,
0<a-—-ag—a107! —a;107% < 1072,

Prosiguiendo con este procedimiento podemos definir una sucesion recur-
siva de elementos racionales {x.} C K tomando

x1 = a0+ a1 107! Vit = Xn + app1 1070 n=12,0
Claramente
g —xp| =a —x, <1077 < 1/m,

por lo que, usando nuevamente que K es arquimediano, se tiene que lim x,, =
H=+0

a, lo que se expresa escribiendo
a=ae+ G aas...,
que es ¢l Hamado desarrollo decimal de «.

(iy=(iii) Dados dos elementos a,b € X tales que a < b, se tiecne que
{a+b)/2 € Kyque

a+b
a<—2—~<b.

Por hipétesis, existe una sucesion racicnal {x,} que converge a (¢ + b} /2.

Tomando
= min ato b a. b — a+h
E=Tm 3 , 3 ,

. at+b )
existe n, € N tal que |x, — T‘ < £ para todo 7 > n.. En particular, para
n = n, se obtiene
a+b a+b a+b
_ L —E< Ky, ——— <e<h—

2 <
porloquea < x,, <byx,, eselelemento racional buscado.

(#ii)=({} Si ¢ € K*, existe a € @ tal que 0 < ¢ < ¢. Pero todo racional

.. . . m 1 m
positivo admife una representacién a = -~ con m,n € N. Entonces, " L—=
¥ M
a<eg 0O
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Corolario 5.1. (Densidad de } en R) Todo intervalo propio de ntimeros reales
{es decir, que contiene mds de un punto) contiene al menos un ntimero racional.
Ademds, todo niimero real es el limite de una sucesion de ntimeros raciomales.

Dela prueba del Teorerna 5.1 se sigue también que todo ndmero real tiene
un desarrollo decimal.

Para concluir esta seccién formalizamos una conocida propiedad de los
nameros decimales. Un nimero decimal es un racional que puede represen-
tarse mediante una fraccién cuyo denominador es una potencia de 10. Por

ejemplo, g% = -1%% = 0,14 = 0,139 es un ndmero decimal, mientras que
527 =
350~ 0,532 no lo es.

Proposicién 5.6. Los unicos ntimeros reales que tienen dos desarvollos deci-
males son los niimeros decimales.

Demostracicn.  Supongamos que un nimero real x admite dos desarrollos
decimales distintos:

x=ap+ 0,a1a2a3... = bp + 0,51521‘)3

conag,by € Zya,,b, € {0,1,..,9} para todon € N, es decir

"
Xn o + Zaklo_k ¥ Ji_}nr}o Xy =X,

k==1

Yo = bo+ ) b107F y lim y, =x.
ka1

Consideremos el menor entero p > 0 tal que a, # b,. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que a, < b,. La sucesién {y, — x. } verifica en R que
lim (y, — x,) = 0, donde
n—od

0 Sip<p
¥n —Xp =

i (b;c —a,;;) 107% sin Zp.
k=p

Sin embargo, para n > p se tiene

vo—tn = (by—a) 1074+ 5 (b —ag) 107
k=p+] (55)

> (bp "-Clp) 107P — Z 153‘: —ak| 10°%
km=p 41
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r
> (bp—ap)107F — 3 9x107F
k=p+1

> (bpuap}lﬂ"i’—‘?xﬁﬁ_—l

= {by—ap—1)107".

Como y, — x, debe ser arbitrariamente pequefio, la tinica posibilidad es
que b, = a, + 1. Pero, entonces, debe ser a; — b, = 9 para todo k > p, pues, en
caso contrario, usando (5.5), obtenemos

Ll
107° — S |bg —ay| 107F

Yn =Xy 2
k=p+1
i
> 1077 - 3 9x107% +10~2
k=p+1
> 107

para alging > p.
Por lo tanto, aq; = 9y bk 0 para todo & > p, v el nimerc real x es
necesariamente un decimal:

x = ap+0,qaz...4,9

g + 0,&1&2...(&;; -+ 1) O

Resumiendo lo hecho hasta el momento, en lo que concierne a los con-
juntos numéricos, hemos empezado definiendo N como el conjunte de los
cardinales de los conjuntos finitos. Sobre este conjunto se han definido dos
operaciones, la suma y el producto, con pobres propiedades (al no existir
simétricos), asi como una RBO que es un buen orden. En la primera amplia-
cidn se construyo Z, dominic de integridad {ganando la existencia de opues-
tos}, al que se dotd de una RBO total compatible con la suma y con el producto
(perdiendo el buen orden), existiendo un monomorfismo de N en Z que pre-
serva el orden. Luego, a partir de Z, se construy6 el cuerpo de fracciones @
{ganando los inversos), que resulté ser un cuerpo ordenado (ganando la pro-
piedad arquimediana}, para un cierto orden total que extiende €l de Z (en el
sentido de que existe un monomorfismo de Z en @ que preserva el orden). En
la siguiente extension, de @ a B, no hubo ganancia aparente, pues seguimos
teniendo un cuerpo ordenado arquimediano. Sin embargo, el nuevo cuerpo
tiene propiedades muy ttiles desde el punto de vista del andlisis matematico,
segun se verd a continuacidn. Todo esto esta implicito en la relacién multiple

NCEZCQCR,

que tan alegremente escribimos.
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5.4. Completitud de los reales

Las propiedades que enunciaremos en esta seccidn como teoremas son
especificas de & (en el Ejemplo 5.2 se muestra que el cuerpo Q no las comparte).
Habiamos visto que en (¥ toda sucesion convergente es regular, mientras que
el reciproco no es necesariamente cierto. En el cuerpo R queda resuelta esta
carencia de limites.

Teorema 5.2. Toda sucesion regular {r,} de nitmeros racionales es convergente
en R Mds en concreto, si v = [{r,}] € Rentonces lim », =r.
—r o0

Demostracién. Queremos probar que, para cualquier ¢ € RBY, existe un na-
mero natural #p tal que | 7, — 7 |< € si n > ng. Por ser (¥ denso en R existe
un numero racional @ verificando 0 < o < . Como {r,} es regular, exisle un
natural 7, tal que |, — 7, |< @ sim,n = 7, Fijando n > n, se tiene, para
todo m > ng,

fp — @ <y < P + @,
de donde

0<rm—rata

O <=1y + o
o : L 20 ‘

Por lp tanto, {#u ~ 1 + @ty ¥ {7n = e + @}, 4 SON SUCESIOTIES regula_lres
no negativas finalmente, que representan a los nimeros reales no negativos
¥ — ¥y +a V¥, — ¥+ , respectivamente. De aqui se obliene —u <r -1, < &, lo
cual implica que fr — 7| < @ < e cuandon > n,. 0

Nétese que en la demostracion del siguiente teorema se usan tnicamente
las propiedades de R como cuerpo ordenado arquimediano y el teorema ante-

rior.

Teorema 5.3. {Principio de encaje de intervalos) Sea una sucesion [an, ba],
n = 1,2, .., de intervalos en R que satisfacen las condiciones siguientes:

(D) ap <apq < brz-f—l < by, para todon € Ny y
(if) lim (b ~an}) =0.

Entonces la interseccion de dicha familia de intervalos encajados, 2.y [an, b,],
es un conjunto singular.

Demostracidn. Bastard probar que hay al menos un punto en dicha intersec-
cién. En efecto, st hubiese dos, x # y, entonces

0 <|J€—}’ |S bn —dn
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para todo n € N y fallaria (i{). Demostraremos que diche punto no es otro
que el nimero real » = [{#,}], donde r,, € Q ha sido elegido de manera que
&, < ¥y < b, para cada n € N (tales r, existen porque R es arquimedianc).

En primer lugar, una sucesion {r,} asi construida es regular. BEn efecto,
usando (i7), dado e > 0, ¢ € ) existe np € N tal que

Dy — @n, < E.
Por otro lado, como consecuencia de (i), si k& > ng, entonces
1% € [ak, br} C [@ng, Drg -
Luego, para cualesquieran, m > ng se tiene que 7y, 7 € [Ga,, &, ), de donde
| o = Ve | < Dy — @y < £.

Por lo tanto, la sucesién de racionales {r,.} es regular y r = [{r»}] es un
nimero real,

Ya sélo falta probar que ¥ € N2 [a,, bn] ¥ lo haremos por reduccién al
absurdo, suponiendo que r ¢ [ap, by para alginp € N. Supongamos quer < a,
(el argumento para b, < r es andlogo). Como v, € |an, by] C [ap,b,] para todo
n > p, se tiene que r, —r > a, —r > 0. Tomando ¢ = a, — r obtenemos que
¥, —r| > £ para todo n > p, lo cual contradice la alirmacidn del Teorema 5.2:
limr, =v. O
H— D0

Si seguimos llamando {a,,.} y {b..} a las sucesiones que aproximan inferior
y superiormente v/2, {[a,, b,]} es una sucesién de intervalos cerrados encajados
cuyas longitudes tienden a cero (véase Figura 5.2).

1’41 142

Ll

1'414 1'415

14142 l1'4143

Figura 5.2. Cinco primeros términos de una sucesion de intervalos encajados cuya
interseccidn es {\/f }

Definicién 5.4. Si los conjuntos no vacios A v B forman una parlicion de un
conjunto totalmente ordenado X y se cumple a < b cualesquiera que sean a € A
v b € B, entonces se dice que el par (A, B) es una cortadura en X.
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Un ejemplo de cortadura en R es el par de conjuntos (4, B) donde
B=IxeRx*>2x>0)}

mientras que A = R\B. Es [4cil ver que, en este ejemplo, maxA = /2 (véase
Figura 5.3).

Figura 5.3, Representacion de la cortadura (A, B),

Nétese que en la demostracién del siguiente teorema se usan tinicamente
propiedades de R come cuerpo ordenado arquimediano y el principio de encaje
de intervalos,

Teorema 5.4. {Postulado de continuidad) Si (A,B) es una cortadura en R
entonces existe mdximo de A o bien existe mifnimo de B. El nibmero real ¢ que
cumple esta condicion se denomina elemento de separacion de la cortadura.

Demostracién. Como A vy B son no vacios, existen ntmeros reales ag € A y
by € B. Desde luego, ap < bp. Denotamos o = by — ag > 0 la longitud del
intervalo inicial [ag, bo).

Definimos recursivamente una sucesion de intervaios cerrados encajados
{fan, bul}ow | , donde el extremo izquierde de cada intervalo es un elemento de
A y el extremo derecho es elemento de B, asi:

a1, ba] = lag, a0 +a/2], siag+f2€B
T lap +af2,bg], siagtaf2€A,

la., an+ of2't, sia, + a/2*t € B
lan + 0f2'F by, sian+ aj2"t € A

[a-it+l ' bn+1] = {

Por la costruccion, para todo # € N se cumple

[arz:—labn-i-l] C [a-i'!:bfi] :
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cona, € Avybh, € B, siendo la longitud de cada intervalo 1a mitad del anterior

o4

bn — gy = *j-;; . (56)
Recordando que 27 > i para todo n € N (Problema 2.1) se tiene
83 &
@ _a 5.7
o < (5.7)

Para poder aplicar el principio de encaje de intervalos a la sucesién
{[an, bu]} bastard probar que li¥n {bn — an) = 0. En efecto, dado un real positi-
e ]

vo £ arbitrario, por la propiedad arquimediana, existe p € Ntal que 1/p < =/
Entonces, para todo > p, usando (5.6) v (5.7), se tiene que

b ] o 194
| n_anl“§<;£;<5-

Sea pues N2, la,.b,] = {c¢}, conc € R. Como (A, B) es una cortadura en
R, ¢ € A o bien ¢ € B. Terminaremos probando que ¢ = maxA en el primer
caso y gue ¢ = min B en el segundo.

Supongamos que ¢ € A. En este caso, sia € 4 es un elemento cualquiera
tal que ¢ < a, como (A, B) es una cortadura, g < by, pues b, € B. Entonces,
tqa < ¢ < a < b, para todo natural n, por lo que a = ¢. Como ¢ € A es cota
superior de 4, ¢ = max4.

Anélogamente se prueba que si ¢ € B, entonces ¢ = minB. O

Definicién 5.5. Sea A # Bun subconjunto de un conjunto totalmente ovdenado
X. Un elemento b € X se dice que es suprewmo de A cuando

(i) b es una cota superiorde A, y
{(if) si b’ es una cota superior de A entonces b < b'.

Cuando existe supremo de A, éste es (inico, se denotara por supA vy es la
minima de las cotas superiores de A (en inglés, least upper bound o, abrevia-
damente, l.u.b.). Si existe max A, entonces supA4 = max A, pero puede suceder
que exista sup A pero no maxA. Por ejemplo, para

A={xecRx <1}

no existe maxA, mientras que supA = 1.

De manera andloga se define el infimo de un conjunto 4, como la maxima
de las cotas inferiores de A v se denota por inf A {en inglés, greatest lower bound
o, abreviadamente, g.1l.b.).

Notese que en la demostracion del siguiente teorema se usan tinicamente
propiedades de R como cuerpo ordenado vy el postulado de continuidad (no la
propiedad arquimediana).

Teorema 5.5 (Propiedad del supremo). Todo conjunto no vacio de ymimeros
reales acotado superiorimente tiene supremo.
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Demostracidn.  Sea X un conjunto no vacio de nameros reales con cota supe-
rior ;. Tomando arbitrariamente un punto x € X, el niimeroreala; = x — 1 no
es-una cota superior de X. Consideramos el cenjunto no vacio B formado por
todas las cotas superiores de X y el complemento 4 = R\B # #. Obviamente,
by € Bya, € A (véase Figura 5.4).

Figura 5.4. Represeniacidn grifica de los conjuntos A y B de la prueba cuando X =

{—%} o X =]—00,0[.

Es facil ver que 2 < b para tedo a € A y b € B, por lo que (A, B) es una
cortadura en R. Aplicando el postulado de continuidad exisle el elemento de
separacion ¢ € R, tal que ¢ = maxA4 o bien ¢ = minB. En este gltimo caso,
¢ = sup X por scr la cota superior minima.

Veamos que el otro caso es imposible. Supongamos que fuerac = max A.
Entonces, ¢ € A y, por lo tanto, ¢ € B, es decir, ¢ no serfa cola superior de X,
por lo que existiria x € X tal que ¢ < x. De alli obtendriamos que el nimero
real a; = (¢ + x) /2 < x no serfa cola superior de X, por lo que a; € A, ademds
de a; > ¢, por lo que ¢ no podria ser el maximo de A, en coniradiccién con el
supuesto inicial. O

El resultado anterior es equivalente a afirmar que todo conjunto no vacio
acotado inferiormente tiene infimo. Basta cambiar el signo a todos los elemen-
tos del conjunto y aplicar la propoesicion anterior, ¥ viceversa.

En ciertos textos de andlisis matemadtico se dice que R es completo por
satisfacer la propiedad del supremo.

Utilizando los conceptos de supremo e infimo en el postulade de con-
tinuidad, el elemento de separacidn ¢ de una cortadura {A,B) cumple ¢ =
supA = inf8. En efecto, si, por ejemplo, ¢ = maxA obviamentie ¢ = supA,
pero, también, ¢ € A, por lo que ¢ es cota inferior de B. Ademas, es la maxima
cota inferior de B debido a que ningtin » € B puede ser cota inferior de B
(c<i{c+b)/2<b).

El conjunto B = {x € R |{x? > 2,x > 0} estd acotado inferiormente (por 0,
por ejemplo), mientras que 4 = R\B esta acotado superiormente por 2. Pues
bien, es ficil ver que maxA = V2 y, porlo tanto, infB = +/2 (véase Figura 5.3).

Notese que en la demostracion del siguiente teorema se usan tinicamente
propiedades de R como cuerpo ordenado y la propiedad del supremo.

Teorema 5.6 (Convergencia de sucesiones monotonas). Toda sucesion de
niimeros reales no decreciente y acotada superivrmente tiene limite en R

Demostracién. Sea {a,} una sucesién en R acotada superiormente, tal que
tn < @y41 para todo n natural. Como el conjuntono vacio A = {a, € R | n € N}
estd acotado superiormente, por la propiedad del supremo, existe supA =a €
R Usando ahora que a es la cota superior minima de A se tiene que, para
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cualquier = > 0, ¢ € I, existe algdn p € N tal que
A— &<y Sdpy] Ndppa < <a.
Luego, para todon = p,
¢ ~an| =a-a, <&,

lo que equivale a afirmar que lim a,, =a. 0
H—r

El resultado anterior es equivalente a afirmar que toda sucesién no cre-
ciente acotada inferiormente tiene limite.

Sabemos que cada niimero real tiene un desarrollo decimal. Ahora proba-
remos que cualquier expresién decimal {finita o infinita, periédica o no) repre-
senta un nimero real. Esta es la forma de presentacién de los niimeros reales
en la enseflanza media. Nétese que en la demostracion se usaran unicamente
propiedades de R como cuerpo ordenado y el Teorema 5.6.

Teorema 5.7 (Representacion en R de las expresiones decimales). Toda
expresion decimal de lu forma ag +0,a1aza3 ..., conap € Ly a, €40, ....9} para

todo n € N, es el desarrollo decimal de un niimero real. En otras palabras, la
sucesion de decimales

tiene limrite en B
Demostracion. La sucesion
Xp=d0 + Y g 1075 m =12,

es no decreciente, va que Xngl — Xn = Qutl 107"~ > {. Veamos que también es
acotada superiormente. En efecto,

Tn = ap+ Y A 10 <ag+ S5 9x 107+ =
=ag+ 9, 107 <ag+1.
La conclusion se sigue del Teorema 5.6, 0
Ejemplo 5.2.  Veremos que el cuerpo arquimediano Q incumple todos los
teoremas de esta seccidén. Comenzaremos con el tltimo.

Por el Corolario 5.1 sabemos que v2 € R es el limite de una sucesién
de mimeros racionales {x,}, por ejemplo, la que corresponde a su desarrollo

decimal, 2 = ag + 0,a,a; .. ., es decir,
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Lr
X =dy+ Zaklo_k,
=1

Se probd que la sucesioén {x,} es acotada, no decreciente y lim x, = V2.
e300

Supongamos que {x. } fuera convergente en {, es decir, supongamos que existe
x € @ tal que lim x, = x en (J. Llegaremos a una contradiccién.
H = 0

En efecto, para todo e € " existe n. € N tal que
[t —xa| <& paratodon >#n,. (5.8)

Por otro lado, para todo = € R" existe m. € N tal que

‘\/E_xﬂ

< e paratodown > #. .

Como es (@ es denso en Rexister € Qtal que 0 < » < /2. Tomando e =7
en la expresion (5.8) yn > max {n, , w2},

‘\/E““x‘ = ‘ﬁ_xn+xr1_xl

(PN

lv’f—xn

< gf24r<e.

+ |t — x|

Entonces x = /2, pero esto ho es posible, vaquex € Qy v2 ¢ Q. Porlo
tanto, § no cumple lo gue afirma el Tecrema 5.7 para R

Como en la demostracion del Teorema 5.7 sélo se usaron propiedades de
R como cuerpo ordenado ((Q también lo es) y el Teorema 5.6, se concluye que
@ tampoco cumple lo que afirma el Teorema 5.6 para . Por la misma razén,
) no tiene la propiedad de supremo ni verifica el postulade de continuidad.
Ademss, recordando que § es arquimediano, @ viola el principio de encaje
de intervalos. En consecuencia, tampoco cumple lo que afirma el Teorema 5.2
para K.

5.5. Epilogo

Acabaremos este capitulo con algunos comentarios ilustrativos, de leclura
opcional, de las conexiones existentes entre los resultados de la Seccién 5.4
y teoremas bésicos del andlisis matemdatice. Veremos, asimismo, que R es el
tnico cuerpe arquimediano que completa a los racionales.

Comenzaremos introduciendo algunos coniceplos para cuerpos ordenados
cualesquiera.

Definicién 5.6. Una sucesién {a,} en un cuerpo ordenado K es de Cauchy si
cualquiera que sea € € KT, |a, — am| < € finalmente.

K se dice que es completo (en el sentido de Cauchy) cuando toda sucesicn
de Cauchy converge en K.
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Una sucesién en §§ es regular si, y sélo si, es de Cauchy
Es faAcil probar que toda sucesién convergenle en K es de Cauchy. En R
vale también el reciproco, es deciy, B es completo (Cauchy), pere @ no lo es.

Definicién 5.7. Un cuerpo ordenado K se dice quie es relativamente compacto
cuando toda sucesion en K acotada contiene una substucesion convergente en K.

Se conoce gque en un cuerpo ordenado las siguientes siete proposiciones
son equivalentes entre si:

K es arquimediano y cumple el principio de encaje de intervalos.
En X se verifica el postulado de continuidad.

K tiene la propiedad del supremo.

K tiene la propiedad de convergencia de sucesiones mondétonas.
Las expresiones decimales se representan en K.

K es relativamente compacto.

K es arquimediano vy completo (Cauchy).

En algunos textos de Analisis Matematico se dice que €l cuerpo ordenado
R es completo por tener la propiedad del supremo. Este es un sentido de
completitud mas fuerte, que implica que el cuerpo es arquimedianoc vy completo
{(Cauchy).

De todo lo visto en este capitulo, algunas nociones son exportables a un
conjunto A que no esté totalmente ordenado {en cuyo case la propiedad arqui-
mediana ni siquiera puede ser formulada en A) pero donde esté delinida una
distancia (como modulo en € o la norma de vectores en B*). Por ejemplo, los
conceptos de convergencia de sucesiones, acotacidon, completitud (Cauchy) v
relativamente compacto son de este tipo. Al igual que para cuerpos ordenados,
completo (Cauchy) es mds débil que relativamente compacto.

Volviendo al cuerpo R y a las funciones de variable real con valores reales,
la siguiente proposicion, conocida como €l teorema de Bolzano, es, también,
equivalente a la afirmacién: <R es un cuerpo ordenado, arquimediano y com-
pletos:

Sia,b e Ra<byf: [a,b] — Resuna funcién continua tal que
fla)f (B} < 0, entonces existe « € [a,b] tal que f{a} =

Obsérvese que la grifica de una funcion continua sobre un intervalo cerra-
do v acotado puede cortar al eje de abscisas en infinitos puntos, como ocurre
cony = { {x) {véase Figura 5.5), donde

En el proximo capitulo veremos que si f{x) es una funcién polindmica de
grado #, el namero de sus intersecciones con el eje de abscisas es a }o mas n.
Algunos comentarins, para terminar, con respecto a la posible existencia
de otro cuerpo ordenado, arquimediano y completo: Cualquier cuerpo ordena-
do (K, +, x, <) contiene una copia de Q. $i, ademas, K es arquimediano (véase
el Teorema 5.1), @ es denso en K, o, de manera equivalente, todo elemenio
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de K es limiie de una sucesion (regular) de racionales. Ahora bien, el cuerpo
R fue construido agregandole a @ todos los limites de sucesiones regulares de
nimmeraos racionales, por lo que cada elemento de K estd en el cuerpo R En
resumen, todo cuerpo crdenado arquimediano K verifica que

QCcKcCR.

Figura 5.5, Unaecuacion f(x) = 0, conf continuaen (a,b}, a < b, puede tener infinitas
raices.

Ahora bien, si K # R, entonces no puede ser completo, ya que sia € BR\K,
por el Teorema 5.1, existe una sucesidn de racionales {a,} tal que lim @, =a
H—rol

(y por lo tanto {a,} es regular), pero esa misma sucesion (pensada dentro
de K) carece de limite en K (debido a que una sucesién no puede tener dos
limites diferentes en R). La conclusidn es que, de tedos los cuerpos ordenados y
arquimedianos, €l tinico completo es R. Dejaremos asentado como un teorema
la conclusién a la que hemos llegado. Obviamente, el razonamiento anterior
es tan solo un esquema de la demostracion, pero una prueba completa puede
seguir este esquema. Es usual que los matematicos profesionales antepongan
a la secuencia de demostraciones técnicas esquemas de ideas como el descrito
anteriovmente, que comunican lo esencial de la prueba.

Teorema 5.8. Todo cuerpo ordenado, arquimediano y compleio (Cauchy) es
isororfo al cuerpo R de los niimeros reales.

Constituye una parte importante en la formacién matematica seguir en
detalle una construccion de los niimeros reales, como la que hernos realizado
en este capitulo, pero de ahora en adelante no serd necesario referirse a esta
construceion particular. Es absolutamente irrelevante que un nimero real sea
una clase de equivalencia de sucesiones regulares de nimeros racionales, y
este hecho no se volvera a usar en la demostracion de ninglin teorema acerca
de los ndmeros reales, Las demostraciones sensatas utilizardn unicamente
las propiedades de R come cuerpo ordenado arquimediano y completo, o
alguna de sus equivalencias, ya que estas propiedades lo caracterizan salvo
isomorfismo.
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En relacion con esto, conviene recordar las «teorfas axiomaticas de tipo
material» alas que nos referiamos en la seccion 2.7 (véase también el Problerna
2.32). Los textos no elementales de andlisis real suelen adoplar un enfoque
axiomatico, declarando la existencia de un conjunto cuyos clementos verifican
una lista de axiomas, que no son otros que las exigencias de cuerpo (Definicidén
4.5) con un orden compatible (Definicion 4.9) y, por ejemplo, la propiedad del
supremo (Teorema 5.5). Este tipo de enfoques es consistente con lo afirmado
en el parrafo anterior.

Finalmente, para el lector que se sienta agohiado por la nolicia de que aca-
bamos de llegar al punio de partida del andlisis real, sepa que la matematica
que hemos venido haciendo tiene valor y utilidad en si misma, independiente-
mernte de! uso que le hemos dado en esta fundamentacién.

5.6. Problemas
Problema 5.1. Si denotamos A el conjunto de todas las sucesiones de
ntimeros racionales convergentes en { y por [ el conjunto de las sucesiones

nulas, pruebe que:

a) A es un aniilo conmutativo vy unitario e [ es un ideal,
b) el anillo cocienie A/f es un cuerpo isomorfo a .

(Sugerencia: a) adapte ia demostracion de la Proposicion 5.2; b} pruebe
que la aplicacién [ : A/I — @ estd bien definida por [{a,}] — nli’lrgloa,,I ¥ que €5

un isomorhsmo.)

Problema 5.2. Clasifique la estructura que determina, sohre
E= {a+b\/§{a EZ,beZ},

Ja suma y el producto de nidimeros reales.

Problema 5.3.  Para el conjunto E del Problema 5.2 se considera la corres-
pondencia que asocia al ndmero a +5+v/3 el a — b+/3. Clasifique esta correspon-
dencia.

Problema 5.4. Sea « la raiz cuadrada de un nimero natural gue no es un
cuadrado perfecto, y sean

E={a+balacZ,beZ}

F={a+ba|lacQbec(}.

Analice la estructura algebraica de (E,+, ) yde (F, +,.).
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Problema 5.5. Demucstre que los nimeros reales de la forma a + b2 +
cv/4, donde a, b y ¢ representan nuimeros racionales, forman un dominio de
integridad. ;Oué dificultad surge cuando se trata de probar que se trata, en
realidad, de un cuerpo?

Problema 5.6." Demuestre el Teorema de Bolzano usando el principio de
encaje de intervalosen R. (Ayuda: Sia < byf(a) <0 < {{b), el primer intervalo .

b] si0 < f(gg—b), elc.)

Problema 5.7. Desde ¢l punto de vista algebraico, la ventaja de R sobre
estriba en la existencia de solucién para las ecuaciones de la formax" —a =0
para a {real) positivo. Demuestre la existencia de la raiz n-ésima de ¢ > 0
recurriendo al Teorema de Bolzano.

es [a,b]; el segundo es |a, @t

Problema 5.8. Pruebe que si r # 0 es un namero racional y x # 0 es
irracional, entonces rx y ¥ + x son irtacionales.

Problema 5.9. Demuestre que entre dos ntimeros reales diferentes existen
infinitos nimeros racionales y también infinitos irracionales.

Problema 5.10.* Considere el dominio de integridad ordenado, (Z [x] , +, .,
<), de los polinomios con coeficientes enteros dotados del orden lexicografico
(véase Problema 4.14). Denotamos por (K, +,.) el cuerpo de fracciones de
(% x],+,.) ¥ decimos que una fraccién Z—g% es positiva cuando p (x} g (x) es

positivo en el orden lexicografico.

a) Pruebe que la definicidn de fraccion positiva es buena (independiente
del representante elegido).

5) Se define en K la siguiente RBO <: dadas dos fracciones vy 5, ¥ < s
cuando s = r o bien s — ¥ es una fraccién positiva. Pruebe que (K, +, ,<) esun

cuerpo ordenado.
¢} Pruebe que (X, +, ., <) no es arquimediano.

1
{Ayuda: compruebe que 0 < ch < E para todo n € N).

d) Halle una cota superior para el conjunto de los nimeros naturales,

Problema 5.11,* {(Dedekind) Pruebe que el siguiente par de conjuntos de
racionales es una cortadura en

B={xeQx*>2,x>0} yA=Q\B.
Si se asocia a cada x € @ el racional (bien definido}

_x(x2+6)
YT B2
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verifique que

_ 2x {2 —x?)

2__23
3x2 42 yyiimz—( :

J— x — -
7 (352 +2)?
Utilizando las relaciones anteriores, demuestre que no existe elemento de
separacion para la cortadura (4, B) de @.
l.a conclusién es que fallan, en @, el postulade de continuidad, la propie-
dad del supremo y el principio de encaje. Por esa razan falla el Teorema de
Bolzano para la recta {eje de abscisas) racional.

Problema 5.12. Analice con cuidado las pruebas de los Teoremas 5.3, 5.4,
5.5, 5.6 v 5.7, comprobando que sélo se utilizan las propiedades de los cuerpos
ordenados y el teorema que les precede.

Problema 5.13. En un cuerpo ordenado K se definen los conjuntos

1
A = {x€K|x<E,paratodonEN}?

1
B = {xEK|existenEN:E<x}‘

Demuestre que (4, B) es una cortadura en K y que no existe elemento de
separacion cuando K no es arquimediano. (Ayuda: pruebe quesis e Ays > 0
entonces 2s € A.)

Problema 5.14. Demuestre que si un cuerpo ordenado K tiene la propiedad
del supremo, entonces lambién se verifica el postulado de continuidad. (Ayuda:
para una cortadura (A, B) en K pruebe que sup A es el elemento de separacién.)

Problema 5.15. Pruebe que la sucesion {#} de los nimeros naturales no es
convergente en ningun cucrpo ordenado K, (Ayuda: Suponga que li{n n=x¢
M-+ 0

K v pruebe que entonces ﬂli’m n = x — 1, contradiciendo la unicidad del limite.)
o0

Problema 5.16. Pruebe que si la sucesién { ;1— } es convergente en un cuerpo

ordenado K, entonces lm = 0. (Ayada: suponga lo contrario y aplique el
problema anterior.)

Problema 5.17.* Una subsucesién de una sucesién {a, },-, es tna sucesién
de la forma {ay, },.., , donde 1, € Ny ny <y para todo k € N.

a} Pruebe que toda subsucesién de una sucesién convergente en K es
también convergente al mismo limite.
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b) Pruebe que si una sucesién {a,} es de Cauchy en K y contlene una
subsucesién convergente, entonces {a,} también es convergente (al mismo
limite).

c) Pruebe que si una sucesién {a,} en K es mondgtona y contiene una
subsucesién convergente, entonces {a,} también es convergente (al mismo
Hmite).

d) Pruebe que en un cuerpo ordenado X toda sucesion contiene una sub-
sucesién que es, o bien no decreciente, o hien no creciente. (Ayuda: véase '
Spivak, M. (1970), p. 560.)

1
Problema 5.18. En un cuecrpo ordenado K pruebe que E} €S convergente

si, y s6lo si, {107} 1o es. (Ayuda: use el Problema 5.17 a) y b).)

Problema 5.19. Suponga que en un cuerpo ordenado X vale lo afirmado
para R en el Teorema 5.7. Pruebe que, entonces, K es arquimediano. (Ayuda:

1
para %, = Z 9107, analice la convergenciade {10} = {1 —x,} y aplique el
=]

problema anterior.)

Problema 5.20.* Demuestre que si un cuerpo K tiene la propiedad de con-
vergencia de sucesiones mondtonas {véase Teorema 5.6), entonces K es arqui-

: 1
mediano y completo (Cauchy). (Ayuda: K serd arquimediano porque {E} es

mondtona no creciente; para la completitud use el Problema 5.17 4), luego,
que toda sucesién de Cauchy es acotada y, por ultimo, el Problema 5.17 b).)

Problema 5.21. Demuestre que el intervalo A4 = [0, 1] C R es no numerable
siguiendo el siguiente esquema de la prueba.

Suponga lo contrario y sea A = {x; | i € N} una enumeracién. Usando la
expresion decimal infinita (para los niumeros decimales se clige la representa-
cién con periodo 9) elabore la «lista» de los mimeros reales:

X, = 0,&1;&[}“{11,1...

It

X2 0,a21822..82x...

p = 0,4410n2. ag..

ta expresion decimal y = 0, b1by..by... consiruida asi: by = Ssiag # 50 de lo
contrario by = 6, para cada k € N, representa un nimero real y # x,, para todo
nen






CAPITULO 6

EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Entre las operaciones que pueden realizarse con nimeros complejos des-
taca la radicacién, que permite resolver algunas clases de ecuaciones alge-
braicas. Los babilonios supieron resolver ecuaciones de segundo grado por el
método de completar los cuadrados. Las creencias filoséficas y las dificulta-
des notacionales de los griegos les impulsaron a crear un dlgebra geométrica
que reducia la resolucién de ecuaciones a la interseccién de curvas planas
adecuadamente construidas. En 1202, el italiano Leonardo de Pisa tradujo el
«dlgebras del 4rabe Al-Khwarizmi (de cuyo nombre proviene el término «algo-
ritmo»), que contemplaba la radicacion como una operacion aritmética mas
{en los Elementos de Euclides tan sélo se consideraban las raices cuadradas
y sus propiedades), Ea mejora de la notacién algebraica por los algebristas
italianos del siglo Xv1 propicié nuevos avances, La resolucién de ecuaciones
cribicas fue obra de Del Ferro ¢, independientemente, de Tartaglia y Cardano.
En 1545, Ferrari, discipulo de Cardano, logré resolver por radicales las ecua-
ciones de cuarto grado, lo que hizo pensar en la posibilidad de resolver por
radicales cualquier ecuacion algebraica.

Los niimeros complejos fueron introducidos por los algebristas italianos
del siglo Xv1 como un artificic que permitiera el calculo de las rafces reales
de las ecuaciones ctibicas mediante radicales. De hecho, las reglas de célcule
con niimeros complejos en forma bindmica fueron enunciadas por Bombelli
aun sin creer en su existencia como numeros, llamandoles, por esa razén,
imaginarios.

En torno a 1800, Gauss, Argand y Wessel representaron graficamente los
niimeros complejos como vectores del plano. La nocidn de vector era nove-
dosa en matemadticas pero estaba siendo utilizada por los fisicos desde los
tiempos de Galileo. La identificacién del cuerpo de los complejos © con el
conjunto de pares ordenados de ntimeros reales, R?, proviste de operaciones
adecuadas, la obtuvo Hamilton hacia 1830, con lo que la fundamentacién de
los ntimeros complejos seria consecuencia directa de la correspondiente a los
ntimeros reales que, como sabemos, atin tuvo que esperar medio siglo. Aunque
a partir de ese momento ya no existen razones para atribuir a estos nimeros
denominaciones de resonancias esotéricas, como «imaginarios» o «comple-
jos», seguiremos ateniéndonos a la tradicién, como ya lo hicimos en capitulos
previos, donde se hablé de nfimeros «racionaless», «irracionales» o «reales»
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(quizds parz recordar que los matematicos siguen bajo el influjo de Pita-
goras).

Pero retomemos el hilo de las ecuaciones algebraicas. Fracasados los in-
tenlos de resolver la ecuacién de quinto grado por parte de matemdlicos tan
eminentes como Leibniz o Euler, se planted un sbjetivo mas modesto: demos-
trar que las ecuaciones algebraicas tienen siempre solucion en el cuerpo de los
numeros complejos. El primer intento serio de prueba de este resultado, que
se conoce como «Teorema Fundamental del Algebras», se debe a D’'Alembert,
en 1746, siendo Gauss el primero en lograr una prueba correcta, en 1799, Sin
embargo, la aparicién del nuevo método de integracién de funciones raciona-
les por descomposicién en fracciones simples, de Leibniz y Jean Bernouilli,
hizo resurgir el interés por la resolucion de ecuaciones algebraicas mediante
radicales. El noruego Abel creyé ser capaz de resolver, en 1824, por radica-
les, la ecuacion general de 5° grado. Sin embargo, tras comprobar su error,
pugné por probar su imposibilidad. En 1826 probé algo mas: la imposibilidad
de resolver por radicales las ecuaciones generales de grado superior a 4. Su
trabajo lo cornplets el francés Galois al caracterizar la vispera de su muerte en
duelo de honor, en 1831, cuando contaba 21 afios, aquellas ecuaciones que son
resolubles por radicales. Con ser importantes los resuliados de Abel y Galois,
atin lo era m4s el méiodo utilizado, pues recurrieron a las nociones de cuerpo
v de grupo, aunque no las nombrasen. A partir de entonces, los algebristas
desplazaron su objetivo desde las ecuaciones ulgebraicas hasta el estudio de
las operaciones sobre conjuntos. Habia nacido el 4lgebra moderna.

6.1. Los nameros complejos

Si (K, +,., <} es un cuerpo ordenado, dado un elemento x € K, conx # 0,
pueden pasar dos cosas, puesto que el orden es total:

1, x > 0. Entonces, por la compatibilidad del orden con el producto, se
tiene x? = xx > 0.
2. x < 0. Como —x > 0, de nuevo x? = (~x) (-x) > 0.

En consecuencia, cualquiera que sea x € K, se tiene x2 > 0 {asf como
x¥ > 0 para todo n € N). De aqui se sigue que x? + | = 0 no tiene solucidén en
ningrin cuerpo ordenado.

La extensién del campo de los niimeros reales al campo de los complejos
se realiza con la pretension de que la ecuacién x? + 1 = 0 tenga solucién. Por lo
tanto, podemos aspirar a que los complejos formen un cuerpo, pero —a cambio
de ello— habré que renunciar a que sea, ademas, cuerpo ordenado. Se rompe
asi la cadena de las sucesivas extensiones de los conjuntos numéricos con
ganancia de propiedades algebraicas (N ¢ Z ¢ ) o de orden (¢ C R). Como
compensacién, lo que se consigue en la extensién R C C es que cualguier
ecuacion algebraica (y no solamente x? + 1 = 0) lenga solucion, resultado
(Teorema Fundamental del Algebra) de suma importancia que, curiosamente,
no puede ser demostrado con herramientas puramente algebraicas.

Supongamos que existe un cuerpo (&, +,.) que contiene a R como sub-
cuerpo v tal que x* + 1 = 0 tiene solucién en K. Sea i € Ktal que 2 +1 =0,

es decir, i2 = —1. Desde luego, si a y b son dos nameros reales, también son
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elementos de K v a + bi € K, Es muy ficil operar con los elementos de K de
esta forma. En efecto,

la+bi)+(ct+diy=(a+c)+(b+d)i (6.1}

(a + bi) (¢ +di) = {ac — bd) + (ad + be)i. (6.2)
Es mads, sia + bi # 0, su elemento inverso deberia ser

o — bi i b

go—1 = _ .
@b = b a2+ B E AR

Veremos a continuacion que existe tal cuerpo XK.

Definicién 6.1. Ligmamos nitimeros complejos a los vectores del plano carte-
siano B2 = ©C, y sobre este conjunto se definen dos operaciones binavias, llamadas
suma y producto, que estian inspivadas en (6.1) y (6.2):

(a.B)+ (e,d) =(a +c,b+d)

{a,b) (c.d) = {ac — bd,ad + b¢).
Proposicién 6.1. (C,+,.) es un cuerpo en el que la ecuacion x* + 1 = 0 tiene
solucion. Ademds, la aplicacién de R en C que asocia a cada ntimero real x el
mimerc complejo (x,0) es un monomorfisino de cuerpos.

Demosiracién. La prueba es un mero ejercicio. Los neulros son (0, 0}y (1, 0),
mientras que el opuesto de {a, )} es {—a,—b) ¥ su inverso es

a -5
a? + b2 gt + b2 )’

siempre que {a,b) # (0, 0) . Se comprucba, por tltimo, que {0, 1) es solucidn
de x? + 1 = 0 v que la aplicacién f{(x) = {x,0) preserva la suma y el producto.
0

Como de costumbre, IR se idenlifica con su imagen por ¢l monomorfis-
mo £, es decir, con el conjunto {(x,0), x ¢ R}, llamado eje real. Por analogia,
el conjunto {(0,y),y € R} recibe el nombre de eje imaginario. Es costum-
bre escribir (x,0) o x indistintamente. También es costumbre representar el
par (0, 1) € C por { (unidad imaginaria), por lo que i* = —1. De esa forma
enconiramos la forma binémica de un nimerc complejo,

(@a,by = (a,0) + (b,0) (0, 1) =a -+ bi,
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denominandose a a = Re {z) la parte real y a b = Im (z) la parte imaginaria
de ese mimero complejo z. El punto (a,b) del plano cartesiano se llama afijo
del ntimero complejo a + &, Los complejos cuyo afijo se encuentra sobre el eje
imaginario se llaman itnaginarios puros. En otras palabras, los imaginarios
puros son los complejos cuya parte real es nula.

La interpretacién de la suma de complejos es obvia: se trata de la suma
de vectores en el plano (véase Figura 6.1). Si los vectores estan alineados,
entonces el paralelogramo degenera (y la suma también estd alineada).

fa+c)+{b+d)i

Figura 6.1. Los afijos de los sumandos forman un paralelogramo con el origen y el afijo
de la suma.

La interpretacién geomsétrica del producio de niimeros complejos no es
tan evidente {no tiene nada que ver con el producto escalar de vectores del
plano}. De hecho, debemos introducir algunos conceptos previamente.

Definiciém 6.2. El mddulo del niimero complejo a + bi es la distancia entre
el origen de coordenadas v el afijo del mimero o, si se prefiere, la longitud del
vector (a,b). En otras palabras, como consecuencia del Teorema de Pitdgoras, el
maodulo de a + bi es el nilmero real

|a+b£| =va? + 5%,
El conjugado del niimero complejo z =a + bies 7 =a — bi.
Es facil observarquez+Z =2Re (z) yquez ~ 7 = 2Im (z).

Ellector comprobara facilmente las siguientes propiedades de un niimero
complejo z:

[y

- 0< e[ £[Re (2)] + [Im (2)].

2. |z]=0si,yvsslosi,z =0.
3. |z = [z|.
4. |zf= |-

b

2Z = [¢|* (real no negativo).
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Ademds, dados dos ntimeros complejos z; y 22, se cumplen las siguientes
propiedades:

8. |z1 +z2| < |zi| + |z2| (propiedad triangular).

En cfecto, para la propiedad triangular, siz; = a+bi yzo = ¢ +di, entonces
|z1] ¥ |z2| son las longitudes de dos lados no paralelos del paralelogramo de la
Figura 6.1, mientras que [z + 22| es lalongitud de su diagonal. Puede aplicarse
entonces la propiedad de los tridngulos que afirma que la longitud de un lado
es slempre menor que la suma de las correspondientes a los otros dos lados.

El médulo que hemos definide en € desempefia un papel semejante al del
valor absoluto en los cuerpos ordenados, definiéndose la distancia entre z; y
z; como |7; — zz| (véase Figura 6.2).

A

Lm(z;zz){

Zy

el L L T Sty

h 3

\.__v,—-‘
Re{z,—z,)

Figura 6.2, Distancia entre (los afijos de) los complejos 71 v za.

Esto nos posibilita trabajar con sucesiones de la misma forma que en Q
o en R, a pesar de que € no eés un cuerpo ordenado. Asf, diremos que una
sucesion de ntimeros complejos {z,,} es de Canchy cuando para cada ¢ € RT,
|zn — z2m| < € finalmente. Andlogamente, diremos que {z,} es convergente en
C si existe algin z € C tal que para todo £ € RB7, |z, — z| < e finalmente,

Es ficil probar que toda sucesién convergente en C es de Cauchy (la
demostracidén es idéntica a la de la Proposicién 5.1). En el cuerpo C, al igual
que en R, vale también el recipraco:

Teorema 6.1. Toda sucesion de Cauchy de ndmeros complejos es convergente
en C

Demostracion.  Sea {z,,} una sucesién de niimeros complejos y consideremas
las dos sucesiones de niimeros reales {Re (z,)} vy {Im (z.)} . Como {z.} es de
Cauchy, para = € R existe 1, ¢ Ntal que |z, — 2m| < £ cualesquiera que sean
n,m > n.. Teniendo en cuenta que
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\/(Re (Zn - Zm))z -+ (Il‘l‘l (Zn — Zm))z

V(Re () = Re () + (Im (2) — Tm (@)’

H

lZn - Zml

se tiene que

{Re (Zn} - Re (Zm” = \/(Ee (20} ~ Re (z?ﬂ))i < |Zf! —Iml < g,

|II’1’1 (Zn) — Im (Zm)! = \/(TITI (Zn) — Im (Zm))z < lzﬂ - Zm| <&,

cualesquiera que sean #,m > n.. Asi pues, ambas sucesiones de niimeros
rezles son sucesiones de Cauchy en R y, por lo tanto, convergentes ¢n B. Si
lim Re {(z,) =ac Ry lim [m (z,) =& € R, probaremos que

FI—h 0 Lk de.+]

]im Z;1=a+1bec

En efecto
lZn - ((l + Ib:}| = |(Re (zn) —ﬂ) i (Im (?.n) " b)|
< |Re (z4} — a] +{Im (z,) — b|

y cada sumando es tan pequeflo como uno quiera con tal de que » sea sufi-
cientemente grande. O

Si bien el cuerpo € no es ordenado, es completo en ef sentido de Cauchy.

6.2. Formas polar y exponencial

La Figura 6.3 muesira que los afijos de z y de su opuesto, —z, son siméiricos
respecto del origen, mieniras que el afijo de z y el de su conjugado, Z, son
simétricos respecto del eje real.

Figura 6.3. Los afijos de un complejo, de su conjugado v de sus respectivos opuestos
forman siempre un rectdngulo.
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. lz . z
Siz e z# 0, enlonces ‘H = 1, por lo que el afijo de el pertenece
a la circunferencia unidad. Por lo tanto, = se puede escribir en la forma

2|
(cosy, sen ), siendo p el dngulo enlre el sernieje positivo horizontal y el vector
z (véase Figura 6.4).

C

Figura 6.4. Determinacién grdfica del argumento de 2.

Se dice entonces que  es un argumento de z, y se cscribe ¢ = arg (z).
A decir verdad, esta notacion (que cuenta con una tradicidén de siglos) es
abusiva, por cuanto podemos reemplazar  por cualquier nimero real de la
forma iz + 2kw, con k € Z. Por lo tanto, arg no es una aplicacion de C\ {0} en
R, sino en el grupo cociente (R/27Z, +) (véase Ejercicio 3.7 de la Seccién 3.2).
Por eso, seria mas coherente escribir ¢ € arg (z) que » = arg (z).

Pues bien, si p = arg (z), entonces

z = |z] (cosyp +iseny)

¢s la forma polar o trigonoméirica de z.
La forma polar permite interpretar geométricamente el producto y €l co-
ciente de los nameros complejos.

Proposicién 6.2. (i) El mddulo del producio de dos nitmeros complejos es
el producto de sus médulos, y el argumento del producto es la suma de sus
argumentos.

(i8) El modulo del cociente de un nitmero complejo por otro no nulo es el
cociente de sus modulos, v el argumento del cociente es la diferencia de sus
argLmentos.

Demostracicn. Consideremos los niimeros complejos

71 = |z1f (cosyy +iseng) ¥y 22 = |zz] (cosygr +isenyn).
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(i) Efectuando el producto, tenemos
7122 = |21 |z2] (cOS @1 +isenigy) (COs 2 + isen2)
= |z¢| 22| [(cos w1 cOs @y — senw sen ;) + (S€N 1 COS 2 + COS Y] Senywz) i
= 1zil|z2][cos {¢1 + @2) +1sen {p1 + w2}].

(i} De forma semejente, sizz # 0, tenemos

2 _ leil(cosy +isenyp)
22 22} (cos p2 + i senypy)
|21

= - {cosy; +iseny)) (cosyz —iseny;)

|22
_ |21| .
= [COS {1 —2) +isen (p) —pa)] -

La conclusidn es inmediata. O

Junto con las formas vectorial, binémica y polar de un nimero complejo
conviene considerar una cuarta forma que resulta titil para calcular potencias
y rafces de ntimeros complejos. La motivacién hay que buscarla en los desa-
mrollos en serie de ciertas funciones bien conocidas. En anélisis matematico
se demuesltra (a partir de la férmula de Taylor en el origen, también llamada
férmula de McLaurin) que

7 .3
2 x
TR
-1 %
COsXx — —E-Fm'— b
. _ x> x°
senx = X,

cualquiera que sea x € R Si sustituimos formalmente x por el imaginario
puro i se obtiene, mediante manipulaciones no menos formales, la llamada
Formula de Euler:

() o) G (o)’

ev = l+ip+ TR TR Tan e
2 it e ;)
_ R A A - A
= e Fo gyt gt e

= cosyp +iseny.

Este argumento no es, desde luegn, una prueba. Sin embarge, con esa
motivacion definimos
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g% .= cos + i senp,

para ¢ € R, de 1al fortna que podemos escribir, para todo complejo z =
[z} (cosg +iseny],

z = |zje",
que es la forma exponencial de un niimero complejo. De la {6rmula de Euler
se sigue que

e +1=0,

curiosa identidad que relaciona los cinco mimeros méas importantes en ma-
tematicas: 0, 1,{, mye.

Como en €l caso de los nimeros reales, s € C es una raiz n-ésimade z € C
st §" = z, Veremos que todo nimero complejo ne nulo tiene exactamente n
raices distintas, por lo que evitaremos escribir /z (salvo que z sea un nimero
real no negativo). El siguiente resultado proporciona, ademas, la deseada in-
terpretacion geométrica de potencias y raices de niimeros complejos.

Proposicion 6.3.  Sea z = |z| ¥ un complejo dado y n € N, Se cumple:

(i) 2" = |z|" ¥,
i) Siz , ERTORCES 7 tiene exactarmerie n rafces ¥i-é5imas, que Som
(i) S 0, ent t t 1 f é q

A etdiw

\”/|z_|el( z ) k=0,1,... n—1.
Demostracidn. (i) Por la Propaosicién 6.2 (i),
22 = |zf? (cos 2 + isen 2p) = |z]” &i2¢.
La prueba se completa por induccidn sobre #.

(ify Empezaremos viendo que tales nimeros complejos son raices n-ésimas
de z. En efecto, de acuerdo con (i) se tiene

!(wﬁ) § n m(&) _ ,
N |Z|6’ n — [;.— |Z|] P " — |z|e:[<;’-}~2krr) — |z|enp =7

Para ver que esas n raices de z son distintas dos a dos efeciuaremos su
cociente de acuerdo con la Proposicién 6.2 (i), Dados 0 <k <k, <n—1,

{.(51_:+2k|7r)

1zl " 2y —ka)w . 2(ky —ka}w
ey = cos (——m——n )+zsen — #1
/e (55)

puesto que (k) — k) fn¢ Z.
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Terminaremos probando que cualquier otra raiz n-ésima de z pertenece
al conjunto considerado en (i). En efeclo, si s = |s|e** es raiz n-ésima de z, se
debersd cumplir s" = gz, es decir, |s|" = |z} y e™® = ¢'*. Entonces,

COSTG = CO$Y ¥ SCNAe = Seng,
lo gue implica (ne — ) /27 € Z. Supengamos que (na — ) /27 es congruente
con k (médulo n) para cierto k € {0, 1,... ,n — 1} (recuérdesc ¢l Ejercicio 4.2
de la Seccidén 4.1). En ese caso, podemos escribir
(na—)/2r =k +pn,
con p € Z, es decir,

2ks
g2

Entonces,

i w-i-chﬂ)
5=is|em= " lZ]eI( ¥

K
que es uno de los # nimeros complejos enumerados en (). U

Los afijos de las potencias sucesivas de z = |z| €' estdn sitnados sobre la
curva del plano formada porlos afijos de los niimeros complejos { lz| e | £ > 1 }

(espiral de Arquimedes). Si |z| > 1 dicha cuorva se aleja del origen (véase Figura
6.5) y si |z] < 1 lacurva se aproxima al origen sin alcanzarlo (véase Figura 6.6).

A

L

]

ZS

Figura 6.5. Las espiras de la concha del amimonites awmentan su anchura de acuerdo
comn wr factor constante, segin observé Leonardo da Vinci. Este factor vale

12]*™ > 1 cuands z| > 1.
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¥

N

Figura 6.6. Cuando [z| < 1, la espiral de Arquimedes se contrae con factor iz|2F < 1.

Como censceuencia de la Proposicion 6.3, aunque el cuerpo € ha sido
definido como una exiensién de R en la cual -1 tiene rafces cuadradas, ahora
sabemos que cualquier otre elemento de € tiene rafces n-ésimas en el propio
C (¢cudles son las raices n-ésimas de 0?).

Ejemplo 6.1. La unidad tiene » raices n-ésimas, cuyos afijos son los vértices
del poligono regular de » lados inscrite en la circunferencia unidad. La po-
sicion de dicho poligono gueda determinada por el hecho de que el propio 1
es una de esas raices. Las Figuras 6.7 y 6.8 muestran las raices ciibicas y las
raices cuartas dec la unidad, respectivamente,

A

2

e’ <
dmi

.

d

T—

Figura 6.7. Raices citbicas de 1.
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A

Figura 6.8. Raices cuarias de 1,

6.3. Ecuaciones algebraicas con coeficientes complejos

Supongamos que p(x) es un polinomio con coeficientes complejos, es
decir, p (x) € C[x]. Decimos que z € C es una raiz (o un cero) de p (x} cuando
7 es una solucién de la ecuacidn algebraica p (x) = 0, es decir, al evaluar
el polinomio p (x) en x = z se obtiene el ndmero complejo p (z) = 0. Esto
es equivalente a afirmar que p (x) es un miilliplo de x — z, seglin muestra el
siguiente resultado.

Teorema 6.2. (del resto) Sean p{x) un polinowio y z € C. Entonces, z es raiz
de p () si, y s6lo st, (x — g) divide a p (x) .

Demostracion. Empezaremos suponiendo que z es una raiz de p (x) . Usando

el algoritmo de la division (Teorema 4.1) existen polinomios {inicos) cociente
y resto, ¢ (x) y r{x}, tales que

plx)={x—2)q(x} +rix),
donde degr{x) < deg (x — z) = 1 o bien ¥ (x) es el polinomio 0, lo que implica

que el polinomio r{x) es una constante, ¥ (x) = » € . En la ecnacion anterior,
evaluando para x = z, obtenemnos

pzy={z—-2)g(z)+r,

es decir, # = 0. Por lo tanio p (x) = (x — z} ¢ {x), como se queria.
El reciproco es inmediato, Sip (x) = (x — 2) g (x), entonces

pa)=(2z-2)q9(x)=0

yzesunaraizdep(x). O



EL CUERPC DE LOS NUMEROS COMPLEIOS 167

Observemos que se ha probado, incidentalmente, que
degg (x) = degp (x) - 1.
Sip(x) =anx™ + - - +aix + ao, los coeficientes del polinomio
g{x) =buix™ 1+ - +bix+ bo

pueden calcularse mediante la identificacién de coeficientes o, lo que es lo
mismo, utilizando el esquema conocido como Regla de Ruffini:

Qn -1 y—_2 v ay iy
A zbr?—-] zbn—-Z cee Zbl Zb@
| bn—l = dn bn—Z bﬂ—3 e bl) 0

Nétese que si los coeficientes de p (x} son reales y z también lo es, el
cociente de p {x) por x — z es un polinomio con coeficientes asimismo reales.

Enunciaremos ahora el Teorema Fundamental del Algebra. Se cono-
cen muchas demosiraciones de este célebre teorema. En todas ellas se usan
conceptos no algebraicos cuyo conocimiento estd mas alld del alcance de este
texto.

Teorema 6.3. (de D’Alembert) Todo polinomio de grado positiva con coeficien-
tes complejos tiene al menos una raiz compleja.

Como consecuencia del tearema anterior, ¥ usando el Teorema del resio,
obtendremos la descomposicién de cualquier polinomio de grado positivo
p(x} € C[x] en factores lineales (de grado 1). En efecto, si z; € C es una
raiz de p {x} podremos escribir p(x) = (x—z1)g1 (x). Si degp(x) = n > 1,
¢1 (x} tendrd grado positive y por ende una raiz compleja z2. Procediendo ast
encontraremos # factores lineales de p (x),

p)=(x—-z1)(x—z2) ... (x —2a)q (6.3)

con g € Cy {0}. Esto nos dice, entre otras cosas, que los Unicos polinomios
irreducibles en C[x] son los lincales. Obviamente, cada z; ({ = 1,2, ..,n) es
raiz de p (x)} pero pueden no ser diferentes entre si.

Si un cuerpo K cumple lo afirmado para C en el Teorema de D’Alembert,
es decir, si cualquier polinomic con coeficientes en K tiene al mernos una raiz
en K, se dice entonces que K es un cuerpo algebraicamente cerrado. Por lo
que hemos visto, C es algebraicamente cerrado mientras que R no lo es.

Definicién 6.3. Elniimero 7 € Ces una raiz de p (x} de orden de multiplicidad
r € N si, v solo si, existe un polinomio g (x) ral gque p{x) = (x — z) g (x), con

g{z) #0.

Se dice que z es raiz simple de p (x) sisu orden de multiplicidad es 1, es
raiz doble si su orden de multiplicidad es 2, etc.
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Corolario 6.1. Todo polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos tiene
exactamente n raices complejas, contando cada una de ellas tantas veces como
indigue su muliiplicidad. Con mds precision, si lus raices de un polinomio p (x)
SOR 29, .. 2k, con mudtiplicidades v\, . . . ¥, respectivamente, entonces

px) = anfx—z)" - (x— 2"

siendo ri 4+ -+ ¥, = n v a, el coeficiente de x* en pix). En particular, si
p(x) € C[x]\ {0}, entonces p (x) tiene finitas raices complejas.

Demostracion.  Si en la descomposicion en factores lineales (6.3) agrupamos
los [actores repetidos, y reordenando los indices, si fuera necesario, podremos

escribir

p(X) = ()C ...ZI)H (x__zz)r;_ . (x_Zk)rkq,
dondeg e C\ {0}, 1 +r+ ... +rp=n=degp (x) ytodoslosz; (i = 1, 2, .. . k)

son diferentes entre si. No es dificil ver que ; es la multiplicidad de z;. En
eleclo, para i = 1 por gjemplo,

(-z) [ ~22)™ ... (x — )" q)

H

p(x)
= {x—z21)"gx),

ycevaluando g (k) enx = 21,

q(z1) = [(z1 —22)" ... (1 — )" q] #0,

ya que € cs integro.
Para terminar, comparando el coeficiente de x” en ambos miembros de
(6.3} se concluye que la constanie g £s precisamente a,,. Se obtiene entonces

pla)y=an(x—21)" - (x —2d)",
que es la conclusicn deseada. O

El Teorema Fundamental del Algebra afirma la existencia de solucién
compleja para toda ecuacion algebraica. Saber calcularla es otra cosa. Si la
ecuacion es lineal la solucidn es inmediata (por ser C un cuerpn). Sila ecuacidn
es euadratica (o de segundo grado), basta recurrir al conocido método de la
completacién de cuadrados. En efecto, sea p (x) = ax? + bx +¢,cona #0,b
y ¢ complejos. Se tiene

b ¢
axt+br4c¢ = a[x2+—x+a}
£
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donde el numero complejo A = b? — 4gc es ol diseriminante de la ecuacion.
Entonces x es solucién de la ecuacion si, y s6lo si, x+b /24 es una raiz cuadrada
del nimero complejo A/4a?. Como todo niimero complejo no nulo tiene exac-
tamente dos raices cuadradas, lo mismo ocurre con las ecuaciones de 2° grado
con coeficientes complejos sicmpre que A # 0. Si A = 0, entonces x = —b/2a
es raiz doble de la ecuacién.

Dada una ecuacion cubica, podemos suponer sin merma de generalidad
que ¢l coeficiente de x* es 1. Sea pues

C4bttrex+d=0

la ecuacién dada. Haciendo un primer cambio de variables, x = y — 5/3, la
nueva ecuacion (en la variable y) carece de término de 2° grado (la (érmula del
binomio de Newton es vdlida para cualquier anillo conmutative). Supongamos
por lo tanto que la nueva ecuacion tiene la forma

v+ By +v=0.
Un segundo cambio de variables, y = z — 3%, proporciona la ecuacién,
3
s B _
z 3770 +5=10.

Finalmentie, un tercer cambio de variables, # = z° conduce a la ecuacién
de segundo grado

2 A
“-+ yu 75 = 0.

Cada valor de u proporciona tres valores para z; cada valor de z propor
ciona un valor para y; por iiltimo, a cada valor de y le corresponde un tinico
valor de x. Asi, €]l método proporcionard 6 posibles raices de la ecuacién, la
mitad de las cuales deberdn ser descartadas.

Las ecuacicnes de cuarto grado se resuclven de forma semejante. Primero
se hace desaparecer el término de tercer grado mediante un cambio de varia-
bles lineal. La ccuacién resultante se escribe como diferencia de cuadrados,
expresidn en la que aparece un parametro que se calcula de tal forma que el
sustraendo, que es un polinomio de segundo grado, tenga discriminante nulo.
Para hallar tal parametro hay que resolver una ecuacién cubica auxiliar que
se llama resofvente. Cada una de las tres rafces de la resolvente proporciona,
finalmente, una ecuacién de 2° grado. El proceso no es especialmente dificil,
pero si tedioso.

6.4. Ecuaciones algebraicas con coeficientes reales

Toda ecuacion algebraica con coeficientes en R puede considerarse tam-
bién como una ecuacién algebraica con coeficientes complejos. Lo que ocu-



170 ALGEBRA Y FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

re es que, para tales ecuaciones, suelen interesar tan sélo las soluciones
reales. Las ecuaciones lineales tienen, desde luego, solucidn real tinica. Las
cuadréticas, ax? +bx + ¢ = 0, tienen solucion real si, v s6lo si, el discriminanie
es no negativo, en cuyo caso las raices cuadradas de :3/4512 son £vA/2a. Se
obtiene asi la expresion, tan conocida, para las raices de una ecuacion de 2°
grado con coeficienies reales:

_~bxVA
=

X

Si A < 0, entonces es fcil ver que las soluciones complejas vienen dadas
por la expresién

b VA,

A=t

por lo que ambas raices resultan ser complejos conjugados. En realidad esta
regla es completamente general.

Proposicion 6.4. Si un niimero complejo es rafz de un polinomio con coefi-
cientes reales, entonces su conjugado también lo es.

Demostracién. La clave de la prueba estd en las buenas propiedades de la
conjugacién respecto de la suma y el producto (f{z) = Z es un autornorfismo
del cuerpo ) ven que f (@) = a cuandoa € R. Sea

plx) = @px” + @y 12"+ +a1x +ap

un polinomio con coeficientes reales, y supongamos que p(z) = O paraz € C.
Enlonces

pE) = a"+ - taii+ao

= af(Z")+---+arf(2) +ao

= fla") + - +f(a12) +f(ao)
flp@)=f(0)=0=0

Asipues, p(7) =0, porlo que 7 es también raizde p (x). O

Corolario 6.2, Todo polinomio con coeficientes reales se puede escribir como
producto de factores lineales y de factores cuadrdticos, todos ellos con coeficientes
veales, En consecuencia, cada raiz de tales polinomios tiene el mismo orden de
multiplicidad que la de su conjugado.

Demostracion. Sean z;,... 7, las raices complejas (posiblemente repetidas)
del polinomio

pix) = @ux + ap ™+ +aix +ag € Rlxl.
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Podemos reordenarlas dejando las raices reales al final, de tal forma que

{z1,- .. ,2m} no sean reales mientras que las raices reales son {z,,,,,... ,Zn}.
Como consecuencia de la Proposicién 6.4 podemos igualmente suponer (reor-
denando nuevamente si es menester) que 7; = 23 . 73 = 24,...7m 7 = Zm. De

acuerdo con el Corolario 6.1, podemos escribir

pEy=an(x -2} (x—22) (X = Zm- 1) (X — 2m) (X — Zong1) .- (K = 25).

Tomando cualquier par de factores consecutivos (x ~ z;_;) (x — z;) con &
par, k < m se tiene que

r —ze—1) (x —24) (x — ) (x — Zg)

2 (G + T+ un

= x*—2Re (@) + |l

que es un polinomio de 2% grado con coeficientes reales, Obtenemos asf la
descomposicién del enunciado para p (x):

Oy (x2 ~2Re (z2)x + |Zz]2) ...(xz —2Re {zm)x + |Zm|2) (X — Zoati)--- (X — 20,

Ademds, cada factor cuadratico tiene dos raices que son complejos conju-
gados entre si, por lo que el orden de multiplicidad es el mismo para cualquier
raiz de p (x} y su correspondiente conjugado. O

Los resultados que anteceden ayudan poco a calcular las rajces reales de
una ecuacion algebraica con coeficientes reales. Como en muchas aplicaciones
las ecuaciones tienen coeficientes racionates (o enteros, al multiplicar por un
mtltiplo comiin de los denominadores de los coeficientes) conviene dar reglas
que permitan hallar algebraicamente soluciones enteras y racionales. De no ser
asi, las raices deberdn ser aproximadas mediante métodos numéricas (como
el método iterative de Newion).

Proposicién 6.5. Sea apx” +a,_1x" 1 +- - -+ ayx +ag € Z[x un polinomio con
coeficientes enteros y sea o und raiz. Entonces,

(i) si aes entero, a divide a ag; ¥
(if) siq = E, conp € Lyq € N, mittmeros primos entre si, entonces p divide

aapy qdivide a a,.
Demostracion. (i) Como apa™ + a,. 161 + -+ a1 + ap = 0, se tiene
o (@m0 +ap_ 16" + -+ @) = ~aq.

La conclusion es inmediata.
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(ii) Ahora tenemos

i n—1
Ay (E) + a1 (E) —|—~--+a1’t—j+ao:0,
q o g

y, multiplicando por ¢”,
P 4 @ 1p" g+ +apg” ! +ang” = 0.
De aqui se sigue que

h—2

plap” 1+ an-1p" g + -+ a1g™!) = —aeg”, (6.4)

asi como
g (Qn—lp”_l 4o _|_a]pqn—2 o aoqn- l) — _a}zpﬂ' (65)
De (6.4) se deduce que p divide a ag (pues ninguno de sus factores primos
puede estar en g" al haber supuesto p y g primos entre si). De forma semejante,
(6.5) prueba que g divide aa,. O
6.5, Problemas

(141"
1—iy"?

Problema 6.1, Calcule , expresando el resultado de todas las for-

mas posibles.

14 itanoz)"I _ l+itanna

Problema 6.2. Demuestre que ( .
1 -itana

T 1 —itanna’
Problema 6.3. Calcule:

a) Las raices ctibicas de i.

b) Las raices cibicas de 2 + 2.
¢) Las raices cuartas de —4.

d) Las raices sextas de —27.

Problema 6.4.  Analice la estructura algebraica del conjunto de las raices
n-ésimas de la unidad para la suma y el producto de niimeros complejos.

Problema 6.5. Para#n = 3,4y 6 se pide:
a) Halle las raices n-ésimas de la unidad en forma polar.
b} Descompongax” — | en producto de factores de primer y segundo grado

con coeficientes reales.

Problema 6.6. Resuelva la ecuacion (2 +)x* — (5 —ijx+ {2 - 2i) = 0.
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Problema 6.7. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales

{(2-+- x o+ 2Oy = 6}
(3+20)x + (3-20)y 8 [

Problema 6.8. Resuelva la ecuacion
2x5 — 20x% + 70x% — 140x2 4 248x — 240 = 0.

Problema 6.9. Resuelva las siguientes ecuaciones ciibicas mediante cam-
bios de variables:

a) 3 —6x+9=0.
b) x* - 9x? + 36xr— 80 =10.

Problema 6.10. Considérese la ecuacion cudrtica x* +2x% — 322 +2x+1 = 0.
Se pide:
a) Pruebe que dicha ecuacién carece de soluciones racionales.
. , . 1 .
b)* Resuélvala utilizando el cambio de variables y = x + < {Avuda: Divida
la ecuacion inicial por x2.)

Problema 6.11. Analice la forma de resolver las siguientes ecuaciones simé-
tricas:

a) axd +bx +bhx+a=0.
by ax* +bx? rex? 4+ bx+a=0.
e) ax® +bhxt +exd +ex? +bhx +a=1.

Problema 6.12. Halle las raices racionales de 15x* + x> +13x2 +x -2 =10.

. . _ 5
Problema 6.13, Resuelva la ecuacién trigonométrica cos® x + tan’x = 3
Problema 6.14.* Seanz,,...,z. los ceros, posiblemente repetidos, del poli-
nomio p {x) = a@,x" +a,1x"~ "+ -+ax +as. Pruebe las siguientes identidades
(de Cardano-Vigte):

a) Z i = —

1<i<n ar

B) > = an—_z;

1<iaj<n dy

Uy )

= do

€) 2. Zn = (1) "

Problema 6.15. En ¢l anillo de los polinomios con coeficientes reales, R [x]
se considera el conjunto I de los multiplos de % + 1, es decir,



174 ALGEBRA Y FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

I={(x*+1)p(x) | p@x) € Rlx]}.
Se pide:

a) Pruebe que fes un ideal en R[x].

b) Halle un representante del polinomia x? + 3x — 1 cuyo grado sea menor
que 2 para la RBE que [ define sobre R[x].

¢) Identifique los elementos del conjunto cociente R[x] /{ v defina la suma
y el producto en dicho conjunto con ayuda de los representantes de grado
menor que 2.

d) Pruebe que existe un isomorfismo de cuerpo entre Cy R[x] /7 (para las
operaciones habituales).

Problema 6.16.* Dado un cuerpo Ky p{x) € K[x], se define la aplicacion
®(p) : K — K tal que [® {p)] (o) es p (a) € K, es decir, el resultado de sustituir
x por a en p (x). Pruebe que @ es inyectiva cuando se toma K = Q, R, C, pero
no lo es para K = Z;. (Ayuda: Recuérdese el Problema 4.16.)

Problema 6.17. Proponga ejemplos que muestren que la proposicion: «Si
P € K[x]\ {0}, existe entonces un ¢ € K tal que p (a) # 0» es vdlida o no segiin
cual sea el cuerpo K considerado.



CAPITULO 7

EXTENSIONES DE CUERPOS Y SUS APLICACIONES

Los matemiticos griegos fueron grandes expertos en la resolucién de pro-
blemas geométricos con la ayuda de la regla y €l compas, segiin se refleja en
los Elemmentos de Euclides. Hubo, sin embargo, tres problemas muy antiguos,
de los que va se tenia noticia en el siglo v a. de €., que se han resistido a ser
resuelios —negativamente~ hasta hace relativamente poco tiempo.

Cuenta la leyenda que los atenienses, deseosos de obtener la ayuda de los
dioses para frenar una terrible plaga, enviaron una delegacién a Delfos, donde
se entrevistaron con el oraculo de Apolo. Como contrapartida, la delegacién
fue invitada a duplicar el volumen del altar cibico de Apolo. Temando como
unidad de longitud la arisia del altar, hubieran debido construir los atenienses
un cubo de arista ¥2 pero, en lugar de ello, cometieron el terrible error de
duplicar [a longitud de las aristas, desatando asi la ira divina. Construir con
regla y compas un segmento de longitud /2 es el problema de la duplicacion
del cubo, también Hamado de Delfos.

Es muy fdcil bisecar un dngulo dado (véase Figura 7.1). También sabemos
trisecar un angulo de 180° o de 90°, pues sabemos c6mo construir un dngulo
que mide la tercera parte {60° o 30°), pero ;podemos hacer lo mismo con un
dngulo cualquiera? Esie segundo problema es el de la triseccion del dngulo.

En 1837 probd Wantzel la imposibilidad de resolver ambos problemas con
la sola ayuda de la regla v ¢l compas.

El tercer problema, la cuadratura del circulo, es tan famoso que se ha
incorporado al lenguaje cologuial para referirse a algo imposible de conseguir.
Se trata de construir un cuadrado de drea igual al de un circulo dado. Tomando
como unidad de longitud el radic del circulo deberia construirse —con regla y
compés— un segmento de longitud /7. Fue Lindemann quien cerré —también
negativamente— este problema en 1877, inspirdndose en el método utilizado
por Hermite para probar, en 1873, la trascendencia del niimero e (que no es
raiz de ningiin polinomio con coeficientes enteros, al contrario de lo que ocurre
con 0,1, i 0 ¥/2). La existencia de tales elementos habia sido demostrada por
Liouville en 1844, pero la clasificacién de ¢ ¥ de = como trascendentes tuvo
que esperar tres décadas mads.
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P
a P,

Figura 7.1. Biseccion del dngulo: Con centro en el origen comiin de las semirrectas,
Py, se traza una circunferencia de radio arbitrario que intersecta a las
semirvectas en Py y Po; con centro en Py y P; se trazan dos circunferencias
de radio arbitrario que se cortan en Py # Po; la vecta determinada por Po v
Ps es la bisectriz buscada.

Soluciones aproximadas de estos ires problemas, utilizando herramien-
tas auxiliares, se han dado muchas a lo largo de la historia. Hoy, aunque se
sabe con toda certeza que son irresolubles, siguen recibiéndose «solucioness
provenientes de matematicos aficionados que se niegan a aceptar que las cons-
trucciones que Proponen son necesariamente erréneas.

Los elementos matematicos que se necesitan para demostrar la irresolu-
bilidad de los dos primeros problemas son puramente algebraicos. El tercero,
en cambio, requiere, ademds, el concurso del analisis matematico. La primera
seccién establece los mencionados preliminares algebraicos. Algunos de ellos
corresponden a conceptos basicos acerca de espacios vectoriales (de los que el
lector conoce al menos los espacios R, con la suma definida por componentes
y el producto de niimeros reales por vectores que se obtiene al multiplicar por
diche mimerc cada una de sus componentes}. Serd suficiente, sin embargo,
considerar una clase especial de espacios vectoriales: las extensiones de cuer
pos intercalados entre @ ¥ C. El hilo conductor del capitulo son las bases en
dichos espacios vectoriales.

7.1. Extensiones de cuerpos

Hemos visto en capfitulos anleriores que @ es un cuerpo para las opera-
ciones suma y producto inducidas por la suma y el producto sobre el cuerpo
C. Decimos entonces que € es un subcuerpo de € o que € es una extension

de Q. Analogamenie, el conjunto £ = {a +bv3 | ab e @} es una extension de

Q) (silempre para las operaciones inducidas por €), mientras que C , o bien B,
es asimismo una extensién de F (véase el Problema 5.2).

Definicion 7.1. Supongamos gue Q C E C F C C, siendo F extension de E {con
lo que se sobreentiende que E y F son cuerpos pava las operaciones inducidas por
C). Los elementos de E se llamardn escalares y los elemerntos de F vectores. Se
definen los siguientes concepios:
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Dado un conjunto finito de vectores {vy,... v, } v otro de igual niimero de
escalares {oq,. .. 0y}, la expresion avy + - - + agv, define un dnico vector qiie
es la combinacion lineal de vy, ... v, con coeficientes cv, ... o,

Un confunto finito de vectores {vy,. .. v} es linealmente dependiente si
existen escafares o, ..y, no todos nulos, tales que ayvy 4 -+ + oy, = 0.
Cuando no ocurre tal cosa se dice que {v,,... ,v,} es linealmente independien-
te. Un conjunta infinito de vectores es linealmente independiente cuando lo son
todos sus subconjunios finitos.

Un conjunto de vectores es un sistema generador cuando todo elemento de
£ es combinacion lineal de uno de sus subconjuntos finitos.

Un conjunto de vectores es base (de Hamel) de F si es un sistema generador
Imealmente independiente.

Cuando se considera @ (\/§) = {u +b5V3 ab e Q} como extension de

@, ¢l conjunio de vectores {1‘ \/5} es base. Podria pensarse que cualquier

extensién tiene al menos una base finita, pero no siempre ocurre tal cosa. En
efectlo, si {vy,... ,v,} fuese una base para B como extension de @, entonces

RZ{O&]V] + -+ oty | (0'1’-” ;Ofn} 6@1}-

Como card ('] = Ny, R serfa entonces a lo sumo numerable {cosa que no
ocurre).

Supengamos ahora que el conjunto X = {v;,i € I}, donde el conjunto de
indices [ es posiblemente infinito, es una base de F, como extensién de E.
Sea v € F un vector arbitrario no nulo. Veremos que hay una tnica forma de
cxpresar v como combinacion lineal de elementos de X.

Puesto que X es un sistema generador, v puede expresarse como com-
binacidn lineal de vectores de X. Supongamos que v puede cxpresarse como
combinacidn lineal de dos subconjuntos finitos de X, que podemos escribir en
la forma {v;,i € J} y {v:,i € K}, donde J y K son subconjuntos [initos no vacios
de I.Sea v = 3 ov;, con todos los ¢; = 0 salvo cuando i € J, en cuyo caso

ie1
a; # 0. Sea tambiénv = ¥ 8iv;, con §; # 0si, y s6lo si, f € K. Se tiene entonces
ief
(véase el diagrama de a Figura 7.2)

ey

Figura 7.2. Particion de JUK en los subconjuntos DK, K\ y JN K.



178 ALGEBRA ¥ FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

O=v-v= 3 awvi+ Y (=G)vi+ Y (ai—Bi)ve. (7.1)

(ENK (EK\ iEFTR

Como hemos supuesto que X es linealmente independiente, deberan ser
cero todos los escalares que aparecen en (7.1). Esto solamente es posible si las
dos primeras sumas carecen de sumandos, es decir, NK =0y K\J = 3, v son
cero todos los escalares que aparecen en la tercera suma. En oiras palabras,
debera ocurrirque S = Ky que ¢; = & paratodoi € J =K.

Se ha prebado, por lo tanto, que cualquier vector no nulo se expresa
de forma tnica como combinacién lineal de los elementos de una base, Y
esta afirmacién es también cierta para el vector 0 como consecuencia de la
independencia lineal de X. Estamos en condiciones de definir las componentes
de un vector respecto de una base,

Definicion 7.2, Si {v;,i € I} es una base de F, como extension de E, yv € F,

los escalares vnicos {ay,i € I} tales que v =Y oyvi (suma en realidad finita, por
iel

ser o; # 0 a lo sumo en un subconjunto finito de I) se denominan componentes

de v respecto de dicha base.

Lema7.1. SiF como extensién de E, posee una base conn elementos, cualquier
otro conjunto de F con mds de n vectores es linealmente dependiente.

Demostracion.  Sea {vi,...,vs} una base y sea {w1,... ,wp} C F,conp > n.
Parai = 1,...,p, denotamos por aj, ... , @ las componentes de w; respecto
de {vi,... ,vn} . Debemos probar gue la ecuacion

XiwW +...+xpwp:() {7.2)
tiene una solucién (xy,... ,x,) € E? quenoes (0,... ,0).

Para empezar, (7.2) es equivalente a

0 = xjlanvi+ -+ Q)+ +Xp (p V1 + -+ QppVn)
= (cmx;+---+ozp1xp)v|+~-+(a1nx1+---+apﬂxp)v,?. (7.3)
Ademds, teniendo en cuenta que {vi,... ,v,} es linealmente independien-

te, (7.3) equivale al sistema

pxy + ..+ QpXp = Q
(7.4)
@1eX1  + ..+ iy = 0
Como (7.4) es un sistema homogénec con mas incégnitas que ecuacio-
nes, es seguro que (7.4) posee soluciones no nulas (véase Problema 4.13). En

consecuencia, lo mismo ocurrira con (7.2). Concluimos que {w1,... ,wp} €s
linealmente dependiente. O

Proposicion 7.1. Si F como extension de E, posee una base finita, entonces
todas las bases de F tienen exactamente el mismo cardinal.
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Demostracion.  Sea {vi,...,v,} C F una base. Cualquier base infinita de F
contendria un subconjunto de # + 1 elementos. Como consecuencia del Lema
7.1, dicho subconjunto serfa linealmente dependiente, siendo asi que todos
los subconjuntos finitos de una base son linealmente independientes. Por lo
lanto, si una base es finita, también lo son todas las demas bases.

Sea {wi,... ,w,} otra base finita. Por aplicacién directa del Lema 7.1 de-
ber4 ser p < #. Intercambiando los papeles de {w,... ,w,} (tomado ahora
como base) y {vi,...,v,}, también deberi ser # < p. La conclusion es inme-
diata. O

Por ejemplo, todas las bases de (0 (v@) = {a +bv3|a, be @} , COMOo

extension ), tienen 2 elementos.

Si F es una extensién de E que tiene una base finita, entonces el cardinal
de cualquiera de sus bases se llama dimensién de la extensién y se denota
por [F: E].

Proposicion7.2. SiGes una extension de F con base fivita y F es una extension
de E con base finita, entonces G es también una extension de E con base finira v
se enrmple

|G- E]|=[G:F|[F:E].

Demostracion. Consideremos sendas bases de Hamel para F sobre £ ypara G
sobre F. Denotémoslas por {q;, i € It v {b;,j € J}, respectivamente. El lector
comprobara que {a;b;, (i,7) € [ x J} es una base de Hamel de G sobre £. O

Definicién 7.3. Se dice que o € C es algebraico sobre E, subcuerpo de C,
cuando existe un polinomio de E [x] {anilio de los polinomios con coeficientes
en E} del cual o es una raiz. En ese caso la extension algebraica de £ por a,
gue denotarernos por E (@), es la interseccion de todos los subcuerpos de C que
contienen al confunto EU {a} .

Se define el grado de o (algebraico sobre E) como el minimo de los grados
de los polinomios no nulos de E [x] para los que « es una raiz.

Los elermentos de C que no son algebraicos sobre E se dice que son trascen-
dentes sobre E (cuando no se especifica el cuerpo se sobreentiende que E = ().

Es fdcil comprobar que E (@) es, efectivamente, una extensién de E. En
particular, si v € E es evidente que E (o) = E. Por otro lado, si

pix) =anX™ +a,_ 11+ - +aix +ap € E[x]

es un polinomio de grade minimo entre agquellos que tienen a @ como raiz,
entonces p (x) es irreducible y no tiene ninguna otra raiz en E (recuérdese el
argumento del Teorema del resto). El polinomio ménice {con coeficiente 1
para la potencia de mayor grado)

X F7 a il
p():xn_l_ ]xr‘l—l+4_‘+_1x+_n

dn an Ly (23]
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se dencmina polinomio minimal de «. Si hubiese dos polinomios minimales
distintos para o la diferencia de ambos tendria grado inferior a # y « serfa una
raiz del mismo, lo cual es imposible. En consecuencia, el polinomio minimal
de un elemento algebraico es unico.

Volvamos al ejernplo que venimos arrastrando desde el comienzo de este
capitulo: v/3 es algebraico sobre @ y su polinomio minimal es x*> — 3, por lo
que el grado de \/% es 2.

Supongamos que «y € C es algebraico sobre E y que a2 € C es alge-
braico sobre E{w)). Entonces la extension algebraica de E por a; ¥ az es
E (1) (a2}, que se denota, para simplificar, E (o, a;) . Por induccion se de-
fine, andlogamente, E{ai,...,a,), siempre que oy, sea algebraico sobre
Efoy,...,op), k=1,...,p~ 1.

Proposicion 7.3. Si o € Ces algebraico sobre E y el grado de o es m, entonces
{1,0,... ,a" '} es base para E (). Por lo tanto, [E (o) : E] =

Demostracion. Desde luego, {1,a,... ,a™ '} C E(a) es un conjunto lineal-
mente independiente. El conjunto de las combinaciones lineales de dichas
potencias de a con coeficientes en F constitzyen un grupo conmutativo para
la suma. Demostraremos que s un cuerpo.

Para ver que el producto de dos de dichas combinaciones lineales es un
elemento del conjunto basta probar que 10da polencia de « se puede escribir
comao combinacién lineal de 1,«, ... ,a&? 1.

8i % (x) es el polinomio minimal de ¢, con

hixy=ap+arx+ - +am_1x™ "+,

entonces

m—l

= —ap i L1 O (7.5)

Por lo tanio,

Q.m+ | R m—1 )

a{—ag—aja~ ~@n_jo
= —gpry —aral g et (7.6)

Sustituyendo (7.5) en (7.6) se concluye que o' es también una combi-
nacidn lineal de { La,... o"! } Por induccién, lo mismo ocurre en general.

Asi pues, el conjunto de todas las combinaciones lineales de {l,r,t,, .. ,o:m“}
es un anillo unitario conmutativo,
Para terminar, bastard probar que, si

cotciat - +omare™ ! F#0,

entonces

1
cotera+t o1t

I (7.7)
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es también un elemento del conjunto, es decir, una combinacion lineal de
{1:(1,.,. ,am—l}_

" Consideremos el polinomiog (x) = cg+c1x4- - -+ ¢ 1 21 Dado que g (x)
v (x) son primos entre s (dado que & (x) esirreducible y degg (x) < degh(x)),
se puede aplicar el Teorema 4.2 (débil de Bezout) que asegura la existencia de
polinomiocs p {x) ¥ ¢ (x), con coeficientes en E, tales que

pxgl) +gx)hlx) =1
Tomando x = «, queda p{e)g{(a) = 1, va que s (e} = 0. Por lo tanto, el
complejo de (7.7} es p (o), que también es combinacion lineat con coeficienies
en Ede {l,a,...,0" '} 0

Corolario 7.1. 8i Fes una extension de E con base finita y « € F es algebraico
sobre E, entonces el grado de o divide a [F : E].

Demosiracién. Como el grado de la extension ¥ de E es finito y E C E (a),
también es finito e grado de la extension F de £ («) . Aplicando la Proposicion
7.2 tenemos

[F: E] = [F: E{a)] (£ () < B},
siendo [E (a) : E] el grado de o en virtud de la Proposicién 7.3. O

Proposicion 7.4. Si F es una extension de E con base finita y a € F, entonces
a es algebraico sobre E.

Demostracion. Sim = [F: E] es el grado de la extension F de F, entonces el

conjunto S = {1,«,...,a™} C F eslincalmente dependiente, ya que card (S) =

#t+ 1. Porlo tanto, existena; € E, i =0, 1,.. . ,m, no todos nulos, lales que
> aid =0, (7.8)
i=(}

Definimos un polinomio en £ [x] con los cocficientes de (7.8) asi:

i
plx) = Zaix‘,
=0

Obviamente, p (a} = 0, por lo que o es algebraico sobre E. O

Es interesante discutir la existencia de una base (evidentemente infinita)
para B como extensién de Q. La existencia de una de tales bases esta relaciona-
da con la ecuacién funcional de Cauchy, que se analiza en la stguiente seccién.
Suponiendo el Lema de Zom (véase Seccion 2.6) se demostrara la existencia
de base de un cuerpo F ¢ € extensitn de un cuerpo K.



182 ALGEBRA Y FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION

Teorema 7.1. Supongamos que vale el lema de Zorn. Sea K un cuerpo y F una
extension de K () C K C F C C). Entonces existe una base de F como espacio
veciorial sobre K.

Demostracion. La [amilia £ formada por todos los conjuntos de veclores li-
nealmente independientes, ordenados por la inclusién de conjuntos, (£, C),
es una RBO. Veremos que (€, C) cumple las hipétesis del Lema de Zorn. Para
ello, sea £ ¢ £ un subconjunto tal que (£, C) es un orden total y definimos

B:=|JB.

BeL

Veremos que B € £, es decir, que B es linealmente independiente, y que B
es una cotia superior de £ en £. En efecto, dado un conjunio finito de vectores
{vi,...,v;} C B, existen elementos B,,... ,B, en £ tales que v, € B; para
k=1,...,n Como (£, C) estd totalmente ordenado, y siendo finita la familia
C = {B1,...,B.} C L, existe dltimo elemento de €. Luego todos los B; son
subconjuntos de uno de ellos, por lo que {v1,...,v,} estd contenido en algtin
B, € C, que es un conjunto linealmente independiente. Entonces {vq,... ,v,} C
B, es también un conjunto linealmente independiente.

Concluimos que B es linealmente independiente y, obviamente, B ¢ B
para todo B € L. En resumen, B € £ es una cota superior de £, Porel Lema de
Zorn existe un elemento maximal A de (£, C).

Veremos, ahora, que M es un sistema generador de F. 8i asi no fuera,
existiria v € F tal que v no serfa combinacidn lineal de ninguno de los subcon-
juntos finitos de M. Entonces M U {v} tendria todos sus subconjuntos finitos
linealmente independientes, contradiciendo el cardcter maximal de M.

Siendeo M un sistema generador linealmente independiente e una base de
F.noO

7.2. La ecuacién funcienal de Cauchy

Analizaremos un problema sobre funciones reales de variable real que
intrigé grandemente a lns matematicos del siglo X1x.

Defbnicion 7.4, Una funcion f: R — R es aditiva cuando
flx+y)=fx)+f) (7.9)
para cualquier par de elementos x,y € R.

(7.9) se denomina ecuacién funcional de Cauchy {f es la incégnita de
dicha ecuacion).

Behnicién 7.5. Una funcion [ : R — R es homogénea cuando

flax} = of (x)

cualesquiera gue seam o, x € R.
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Obsérvese que, sifes homogénea, se tiene f (x) = f(x.1) = xf (1), de manera
que la grifica de f es la recta que pasa por el origen cuya pendiente es f(1)
{véase Figura 7.3).

ye=f(lx

F)]----

=

Figura 7.3. Grdfica de una funcidn homogénea f.

De hecho, es facil ver que f es homogénea si, v solo si, f (x) = ax para cierto
& € B En tal caso,

fe+yy=ax+y)=ax+ay =f(x +f0),
de forma que cualguier funcién homogénea es aditiva. A raiz de demostrar
Cauchy, en 1821, que las [unciones aditivas «casi» son homogéneas (en el
sentido que especifican las dos préximas proposiciones), los matematicos se

preguntaron acerca de la validez del reciproco: las funciones aditivas, ¢son
siempre homogéneas?

Proposicién 7.5. Sif: R — R es aditiva, entonces f(rx) = #f (x) para todo
r € Qyparatodox e R

Demostracion. Por ser f aditiva, {{0) = f{0+0) = f{0) + f(0), de donde se
deduce que

f(0)=0 (7.10)
Aplicando (7.10) podemos escribir
0=F(c+ (—x})=f(x) +f(-x),
obieniéndose
flx) = (). (7.11)
Probaremos por induccién que

f(nx) = nf (x), paratodon € Ny para lodox € R (7.12}
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En efecto,
fQ2x) = fix + x) = (%) +f(x) = 2f(x)
y, suponiendo cierto [ (nx} = nif (x) , obtenemos
flln+ 1)x) =flnx +2) = f(nx) +f (x) = nf (x) +1(x) = (1 + )f (%}
Cualesquiera que sean € Nyx € R, de (7.11) v (7.12) se deduce que
fl=nx) =f{n(-x)) =nf(-x) = (-n)f (x). (7.13)
Combinando (7.10), (7.12) y (7.13} se concluye que
flzx) =zf (x), paratodo z € Zy paratodox € R. (7.14)

Por otro lado, sig € Nyx € R, por (7.12), tenemos

ro=r(a(5)) =4 (3)

f@ = 2f60. (7.15)

es decir,

Por ultimo, six € Ryr € (}, escribiendor = g, conpeZyqg <N de(7.14)
y (7.15) se sigue que

=Ly =1 Py — i) L
f(rx)mf(q(p)) ) =2 =)

Proposicion 7.6. Sif : R - R es aditiva v es, ademds, continua en algtin
purnto, entonces f es homogénea.

Demostracion. Bmpezaremos probando que, bajo la hipétesis, { es continua
en R
Supongamos f continua en X € R y sea b # X arbitrario. Se tiene

}(i_l;l;f(l) = lim[fx+X-b)+f{h-X}]

x—h
= lim ) +f(b - %)
= f®) +f{b) +f(-X) =f(b},

iras efectuar el cambio de variable y = x + ¥ — b y utilizar, asimismo, (7.11).
Probaremos ahora que f es homogénea.
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Como () es denso en K, dado x € R se puede escribir x = Hm r,, para
HM—F

clerta sucesion {r.} C (. Sc tiene entonces, por la continuidad de fen x y por
la Proposicion 7.5,

f(x)= Hm f(r,) = lim r,f (1) = f({D)x.
H—px2 F1—» 20
Esto prueba que f es homogénea. O

Bajo las hipétesis de la Proposicién 7.6 hemos visto que f es continua
sobre R. En ese caso, si a < § (numeros reales arbitrarios), f es una funcion
acotada sobre el intervalo [a, 8] (Teorema de Weierstrass), siendo evidente
gue la acotacién de una funcién no garantiza su continuidad (considérese
la funcién de Dirichlet, que vale 1 sobre los ntimeros racionales y 0 sobre
los irracionales). Por esa razén, el siguiente resultado, probado por Darboux
en 1880 {aunque la prueba que damos es obra de Young, 1958), supone una
mejora de la condicion suficiente de Cauchy (Proposicion 7.6).

Proposiciéon 7.7. Sif: R — R es aditiva y estd acotada sobre un intervalo
prapio {intervalo gue contiene mds de un punto), entonces f es homogénea.

Demostracion.  Supongamos que f estd acotada, por & > 0, en un intervalo
[, 8], cona < f (todo intervale propio en R contiene un intervalo de este tipo).
Veremos que f estd acotada en [0,¢], parac = 3 —a > 0.
En efecto, siy € [0,c], entoncesy + a € [, 4] y se tiene

FO = 1] < If iy} + ()l = [y + ),

porlo que

PO <&+ {e].
fle)

Consideramos entonces la funcién ¢ (x) = f{x) — ax, cona = I Pro-
baremos un par de propiedades de esta funcién.

(a) @ es aditiva: dados x ey en R,
plrty)=flx+y)~alxty)=flx) —ax +f{y)—ay=p{x) +¢{y).

{b) p estad acotada en R: como ¢ (¢) = 0y es aditiva, ¢ (x +¢) = » (x),
para lodo x € R Esto significa que ¢ ¢s periddica, con periodo ¢, por lo que
i estd acolada en R si lo estd en [0,¢], cosa que se cumple al ser suma de dos
funciones, f (x) y —ax, que son acotadas en [0,c].

Aplicando (7.12) a @, dadox € Ryn € N, se tiene ¢ (nx) = nyp (x) .

8i fuese @ (x) # 0, entonces nllng}w{nx) valdria 400 0 —og, por lo que

no podria ser acotada en R. Por lo tanto, ¢ (x) = 0, para todo x € K. En otras
palabras, f(x) = ax para todo x € B, que es lo que se gueria demostrar. &
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Asi pues, a principios del siglo XX se sabia que toda funcién homogénea
es aditiva y que el reciproco es también cierto si se cumple una condiciéon muy
poco restrictiva: que la funcién es acotada en un intervalo propic. En 1905
probé Hamel el siguiente resultado, cuya hipétesis es la existencia de una base
infinita (base de Hamel).

Proposicion 7.8.  Siexiste una base de R como extension de (), existen entonces
funciones aditivas que no son homogéneas.

Demostracion, Sea {x;, i € I} una base de R sobre (. Desde luego, x; # 0 para
todoic L
Sean j y k dos indices cualesquiera de 7, conj # k. Obviamente, x; # xz.
Dado x € R existen escalares tinicos {o;, i € /}, todos nulos salvo un

nimero finito, tales que x = z ax;. Se define entonces

ic!
x, 1 ¢k}
fix) = af (), conflx) =4 %, =]
el x, i=k

La definicién de f{x) es buena, por la unicidad de las componentes {o;,
i € I'l, y es inmediato comprobar que f es aditiva.
i f fuese homogénea se podria escribir f (x) = ax, paraciertoa € R. Como

flxg) = xp # x5 = f(xn)

necesariamente ¢ # @ # 1. Pesde luego,

xp =f{x) = ax; (7.16)

hi
x; = flag) = axe. (7.17)
De (7.16) v (7.17) se sigue que x, = ax;, lo que implicaa = —1. Entonces,

(7.16) proporciona x; + x; = 0, lo que contradice que {x;, i € {} sea una base.
En consecuencia, f no puede ser homogénea. O

Desgraciadamente, nadie ha sido capaz de encontrar una base de B como
extension de (), aunque su existencia esta demostrada si se acepia, como hacen
casi todos los matemdiicos, el axioma de eleccién. La existencia de funciones
aditivas no homogéneas sigue siendo, por lo tanto, un problema abierlo para
los méAs escépticos.
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7.3. Numeros construibles con regla y compas

En la construccién geomélrica de Z (Figura 3.4) se trazaba (con la regla)
una recta de forma totalmente arbitraria y se elegia un punto de ella como
origen; a partir del origen se trasladaba €l segmento tomado como unidad
en ambos sentidos (con ayuda del compas). La construccién de la malla que
representa a Z? requiere el trazado de una recta perpendicular a la primera
recta porel origen (Figura 3.5); en esa construccién se traza una circunferencia -
con centro en el origen y cuyo radio arbitrario lo elegiremos como la distancia
entre dos puntos previamente construidos; la eleccién de este nimero natural
no afecta al resultado de la construccion. Una vez representado Z sobre ambos
ejes se trazan perpendiculares a los mismos por los puntos que representan a
los enteros {(Figura 3.6}, lo que puede hacerse trazando circunferencias de radio
natural arbitrario. La construccion de Q a partir de Z2 (Figura 4.4) requiere
el trazado de rectas que pasan por dos puntos de Z? (ya construidos) y de
circunferencias cuyos centros y radios ya han sido construides (véanse las
Figuras 4.2 y 4.3). (% se construye como Z’, trazando rectas perpendiculares
a los ejes, pero ahora por los puntos que representan a @ sobre los mismos.

A partir de Z? hubjésemos podido construir elementos que no estan en
perc que también se pueden consiruir a partir de (. Dejaremos la construc-
cioén de tales niimeros irracionales para la siguiente fase. Asi, por ejemplo, los
puntos de interseccidn de la circunferencia con centro (0, 0) y radio la distan-

cia entre (0, 0) y (1, 1), es decin, V2, con los ¢jes son (:I:\/E, 0), (0, :I:\/i)

A partir de la malla que represenia a Q7 iniciaremos la primera fase en
la construccion de nimeros irracionales con la regla v el compds ideales.
Utilizando la regla se pueden construir rectas que pasan por pares de puntos
de coordenadas racionales. Dichas rectas admiten una ecuacién de la forma

ax+by+c=0,

con a,b y ¢ racionales (véase Problema 7.4}, Por otro lado, con el compés se
podran dibujar circunferencias con centro en un punto de ¢ y cuyo radio se
obtenga trasladando un segmento con extremos en (. En consecuencia, las
circunferencias que pueden construirse tienen ecuacién de la forma

2 2
(x —a)" + (v -b)" =71,
donder? = s?+1¢%, a,b.5,1t € Q Porlo tanto, admiten una ecuacion de 1a forma
P24y +adx+ v+ =0,

con los coeficientes a’, &', ¢’ racionales.

Los nuevos puntos gque se pueden obtener a partir de ¢¢ seran: (a) las in-
tersecciones de dos rectas; (b) las intersecciones de una circunferencia con una
recta y (c) las intersecciones de dos circunferencias. Pretendemos identificar

esos tres conjuntos de puntos,

{(a) Si las rectas de ecuacionesax + by +¢ = Oya'x +b'y +¢’ = 0, con
coeficientes racionales, se cortan en un punto, entonces el sistema
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ax+by+c=0
ax+by+c =0
tiene una solucién tnica (x,v) € (F {véase Problema 7.6).
{b) Para resclver el sistema con coeficientes racionales

W24y drax+by+e=0
dx+by+c =0 1

puede eliminarse una de las incégnitas. Por ejemplo, suponiendod’ # 0, puede
despejarse y en 1z segunda ecuacién y sustituir en la primera, con lo que resulta
una ecuacion de segundo grado en la variable x con coeficientes racionales. La
solucién de dicha ecuacion serd de la forma x = § £, /7, siendo § y v racionales
y v > 0, puesto que estarmos suponiendo que el sistema es compatible.

Obviamente, la forma de y serd la misma que la de x, por lo que se obtienen
purntos (x,y} tales que

$€ QA 1y € QLA 7€ G 720,

{¢) Es facil ver que el sistema

{ W24yl dax+by+e=0 }
X4y tax+by4c =0

es equivalente a otro del tipo (b), por lo que podemos ahorrarnos la discusion.

En resumen, sélo pueden construirse, en esta fase, puntos del plano cuyas
coordenadas pertenecen al cuerpo @ (\/’?) ,para algin vy € (), v > 0. Desde el
punte de vista geométrico, si en la Seccion 4.4 se representé (F mediante los
nudos de una malla que refinaba la de la Figura 3.6, que proporcionaba Z2,
ahora un punto constrizido ¢n esta fase se ubica en algan nudoe de la malla,

todavia mds fina, que representa ¢l conjunto @ [\ﬁ]z

Repitiendo la operacién, sélo pueden obtenerse en la segunda fase puntos
que tienen sus coordenadas en un cuerpo de la forma Q{,/7,v~'), siendo
un mimero racional y 7/ € ©{,/5), 7 ¥ 7' no negativos. Como esla operacién
puede repetirse un nimero fAinito de veces, concluimos que, mediante la regla
y el compés ideales, s6lo pueden construirse puntos cuyas coordenadas son
elementos de alguna extension algebraica de la forma

Q{van, vaz, ..., /o),
donde a; € @, apy s € Q{ /a1, /az, ... . Jay), paral <k <#.

Teniendo en cuenia que la afirmacion de la Proposiciéon 7.2 relerida al
grado de una doble extension se puede generalizar por induccion se tiene que

[@(var vaz,... . ym) Q) =
[@(\/a_'\/a—?;\/a_n) @(\/(E_,v/():_z,,m)][@(\/a—])(g]
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Comao el grado de /o, (algebraico sobre @) es 1 0 2, al igual que el de , /a5
{algebraico sobre Q{./37)), etc., se tendra necesariamente, por la Proposicidn
7.3, que

[Q (V/aT, s, - i) 4] =2

para cierto entero p, 0 < p < n.

En otras palabras, todos los puntos del plano construibles con regla y
compds partiendo de @7 tienen una marca genética hereditaria, a saber, sus
coordenadas pertenecen a una extension de @ cuyo grado es una potencia de
Z. Un punto que no posea dicha caracteristica no puede construirse con regla
¥ compds.

7.4. Imposibilidad de los ires problemas cldsicos
Duplicacion del cubo

Probaremos que el cubo de arista unidad no puede ser duplicado mediante
lareglay el compas, es decir, suponiendo que (\Vf 0) ¢s construible llegaremos

a una contradiccion.

El polinomio minimal ascciade a ¥2 es x* - 2 (irreducible en ¢, ya que
+1, £2 no son raices ¥, por la Proposicién 6.5, son las rinicas posibles raices
racionales). Asi pues, el grado de v2 sobre  es 3.

Por lo visto en la Seccion 7.3, si (ﬁ 0) fuera construible, entonces /2 €

Qf /o, /a2, ..., /&) yel grado de v/2 sobre @ seriz un divisor de 2? (por el
Corolario 7.1), esto es, 3 dividiria a 27 para algiin entero no negativo p, que es
una contradiccion.

Triseccion del dnguio

Probaremos la imposibilidad de la triseccion del dangulo de 60°. Dicho
dngulo es construible con regla y compas (basta construir un tridngulo equi-
latero).

Demostraremos por reduccién al absurdo la imposibilidad de construir
el angulo de 20° (/9 radianes). Tornemos una de las semirrectas que forman
el dngulo como eje positivo de abscisas y, como eje de ordenadas, una recta
perpendicular por el vértice del dngulo.

La interseccion de la otra semirrecta (supuestamente construible)} con la
circunferencia de centro en el origen v de radio unidad permite construir,
con regla y compds, el punto A (cos (n/9),sen (x/9)). Como podemos trazar
la recta perpendicular al eje de abscisas desde A, concluimos que es posible
construir un segmento de longitud a = cos (7/9) (véase la Figura 7.4).

Puesto que cos {3y} = 4cos’ (p) — 3cos(ip), ¥ cos (7/3) = 1/2, resulta que
a es una raiz de la ecuacion 4x® — 3x = /2, cuyos coeficientes son mimeros
racionales.

Es facil probar que la ecuacién 8* — 6x — 1 = 0 no tiene raices racionales

(Proposicion 6.5), por lo que x* — 2x — 1 es el polinomio minimal de o, cuyo
P P q T 5 p
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grado resulta ser 3. Tenemos, por lo tanto, la misma contradiccidén que antes:
un numero consiruible que no porta la marca genética (pues su grado no es
una potencia de 2).

k4

Figura 7.4. Construccicn con regla y compds de ¢ = cos (g)

Cuadratura del cirenlo

Tornando como unidad el radio del circule, se trata de construir un cua-
drado de drea w, es decir, un segmento (el lado del cuadrado) de longitud /7.
Si /7 puede construirse con regla y compés, entonces /7 pertenece a alguna
extensidn de (§ de grado finito. Por la Proposicién 7.4, /7 deberia ser alge-
braico sobre @. De este hecho daremos tan sélo un esbozo de la prueba, que
se hace por reduccion al absurdo.

Hay que empezar conun razonamiento algebraico. Consideremos @ como
subcuerpo de C.

Proposicién 7.9. (i) si /7 es algebraico, entonces # es algebraico.
(ii) 8i 7 es algebraico, entonces in es algebraico.

Demasrracion. (i) Si /7 es algebraico, entonces su polinomio minimal 4 (x)
se puede escribir de 1a forma

h(x} :p(x)+Q(x):

siendo p (x) el polinomio formade por los monomios de grado par, y g {x) el de
los monomios de grado impar. Sacando factor comun x, en g (x), se tiene

h(x)=px) +xr (x},

siendo todos los monomios de r(x) de grado par,

Facilmente se comprueba qile r es raiz del polinomio que resulta al hacer
el cambio de variable 2?2 = y en [p (x)]° — x?[r (%)}, por lo que 7 es algebraico
sobre ().
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(if) Repitiendo el razonamiento anterior se concluye que 7% es algebraico
y, de igual forma, #* = (ir)® también serd algebraico. Ahora bien, si (ix)*
es raiz de g (x), entonces i 7 serd raiz de g (x“), por lo que i 7 serd, a su vez,
algebraico. O

Lindemann probd, en 1877, la trascendencia dei n, basdndose en la misma
integral que utilizara Hermite para probar la irascendencia de e, siendo tal la
dificultad de la prueba que le dejé, segiin confesién propia, sin deseos de
abordar la trascendencia de «.

7.5. Problemas

Problema 7.1. Describa los siguientes cuerpos:
ay Q(i).
by R(:).
&) @(v2,V3).

Problema 7.2.  Delermine las dimensiones de las siguientes extensiones
algebraicas:

a) (7} sobre Q.
b) R(i)sobre R,
c) g (\/f, \/3) sobie Q.

Problema 7.3.  Pruebe que /2 es algebraico sobre ( y determine una base
de Q@ ( \/f) como extension de §).

Problema 7.4. Pruebe que si una recta pasa por un par de puntos de
coordenadas racionales entonces admite una ecuaciénde la forma ax +by+¢ =
0, cona, b, y c racionales. Reciprocamente, cualquier rectaax+by+c = 0, con
a, b y c racionales estd determinada por dos puntos de coordenadas racionales.

Problema 7.5. Demuesire que cualquier circunferencia de ecuacion
W +y A+ By +C=0,

con A, By C racionales tiene como centro un punto del plano de coordenadas
racionales y como radio la raiz cuadrada de cierto niimero racional.

Problema 7.6.  Pruebe que un sistema compatible determinado de dos
ecuaciones lineales con coeficientes racionales ¥y dos incdgnitas tiene como
solucion un par de nimeros racionales.
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Problema 7.7.  Pruebe que cualquier elemento de Q( /), donde + repre-
senta un niimero racional no negalivo puede construirse con regla y compas
(el procedimiento de la Figura 5.1 sélo construye /).

Problema 7.8.* EIl Problema 7.7 constituye el primer paso de la demosira-
cién por induccion de que fodo punto con coordenadas en alguna extension
algebraica de la forma

@(\/a_l!\/a_z: 3\/51;)

donde a; € Q,  apyr € Q{\/ar,vaz, ..., /&), para 1 < k < n, puede cons-
truirse con regla y compias.

Problema 7.9.  Pruebe que si @, 4 € C son algebraicos sobre @ v del mis-
mo grado, entonces (o) es isomorfo a ¢(#). {(Ayuda: Defina el isomorfismo
ulilizando sendas bases de (3{a) vy Q(3).)

Problema 7.10.* Prucbe que, si o es trascendente sobre ), entonces Q{a) es
isomorfo al cuerpo de las fracciones algebraicas §@ (x). (Ayuda: Establezca pri-
mero el isomorfismo entre los anillos Q [x] y Q[a] que asocia a cada polinomio
el resultado de sustituir x por a.)

Problema 7.11.  Prucbe que {J (\/5) no es completo (Cauchy). (Ayuda: Prue-
be que V3 ¢qQ (\/E))

Problema 7.12.  Pruebe que ningin segmento con exiremos en @ tiene
longitud /3. (Ayuda: Si existe tal segmento, existen tres naturales a, b y ¢ tales
que a® +b° = 3¢?. A partir de la terna con menor ¢ sc llega a una contradiccidn
al efectuar la divisién euclidea de las tres nimeros por 3).

Problema 7.13.  El problema anterior muestra que el punto (D, v@) no se

puede construir en ja primera fase partiendo de Q7. ¢No es esto contradictorio
con lo afirmado en el Problema 7.7?
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Capitulo 1

1.9,

AUB=[-2,5] AnB=[-1,4
AxB={(xy)eR |(-2<2< 4 A{-1<y<5)}
AuC=[-2,4] ANC={-2,-1,0}
AxC={xMeR |(2<x< A =-2)Viy=-DVy=0)}
BuC=[-1,5lu{-2} BnC={-1,0}

BxC={{x,y) e R |[(-1<x<8)r({y=-2)V(p=~1)v(y=0)))

1.1,
a) G ={(1,14),(2,12),(3,10),(4,8),(56), (6,4}, (7.2)} .
b) Conjunto original: {1,2,3,4,5,6,7}.

Conjunto imagen: {2,4,6,8,10,12,14}.

1.11.
F no es aplicacidn, G y G o F son aplicaciones suprayectivas y no inyectivas.

112,
a} Es aplicacion biyectiva.
b} No es ninguna de las tres cosas.

1.13.
Es suprayectiva pero no inyectiva, ya que, por ejemplo, f{1,1} = (1, —1}.

1.14.

Se demuestra que no se cumplen las proposiciones a), &) y ¢) para aplicaciones
en general, considerando, por ejemplo, los conjuntos A = {a,b,c}, B = {a, 3,7}
y X = {a,b} y la aplicacién de A en B cuyo grafo es
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}ﬂ: {(a,(};),(b,,ﬁ) 1 (C:ﬁ)} .

1.15.

a) Sean los conjuntos A = {u,b,c}, B = {a,8}, A\ = {a} y 42 = {a,b}. Si
consideramos la aplicacion f = {{a, o), (b,a) , (¢, 3)}, se tiene la igualdad entre
las imdgenes de A, y A;. Por otra parte, si la aplicacién considerada es g =
{{a,a},(b,8),(c,5)} se tiene el contenido esiricto.

b) Sean los conjuntos A = {a,b}, B = {87} Br = {8} vy B, = {B8,v} v
la aplicacién g = {(a,«),(h,5)}. En este ejemplo se da la ignaldad entre las
imagenes inversas de By y Bs. Por otra parte, si la aplicacién considerada es la
f del apartado a) se tiene el contenido estricto entre las imagenes inversas de
BI = {O:}' yBg = {{J_fﬁﬁ}_

d) Sean los conjuntos A = {a,b,c}, B = {a, 8}, A; = {a,b} y 4; = {b,c}. Si
consideramos la aplicacién cuyo grafo es f = {(a,a).(b,6),(c,/)}, se tiene
la igualdad entre la imagen de A, N 4; y la interseccién de Jas imagenes de
Ay y A,. Por otra parte, si la aplicacion considerada tiene como grafo g =
{la,a),(b,8),(c,a)} se tiene el contenido estricto.

1.18.

Un ejemplo que demuestra que la suprayectividad no siempre es heredada por
la restriccién es el siguiente:

Consideramos los conjuntos A = {a,b,c}, B = {,8} vy A" = {a,b} y la apli-
cacion de A en B cuyo grafo cs f = {(a,a), (b,a),(c,5)}. La aplicacién f es
suprayectiva mientras que su restriccién a A’ no lo es.

1.19.

Dado 7 € N, el conjunto cociente es Z/G = {[0],[1],...,[n — 1]} donde [x] =
reZly=pn+x,pecZ}

1.21.

No es una relacion de buen orden, ya que, por ejemplo, el subconjunto {1} x
[2.1[ de R? no tiene primer elemento.

Cualguier (x,y) € R* con x < 0 es una cota inferior de By cualquier (x,v) € R
con x > 1 es una cota superior.

Dado cualquier subconjunto A de N2, min4 = (M, N) donde M = min {menN|
(m,n) €A}y M =min {n € N|(M,n) € A}.
1.23,

No es correcta la prueba. Dado un x € E, es cierlo que (x,v) € G = (x.x) € G,
Sin embargo, puede haber elementos x € E para los que no existe ningliny € £
tal que (x,y) € G y en ese caso no podriamos deducir que (x,x} € G.

1.24,

Relaciones de equivalencia:
Gr=1{(1,1),(2,2),(3,3)}

Gz = {(1,1),(2,2),(3,3).(1.2),(2,1)}
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{ ).{2,2),(3,3),(1,3),(3,1)}
= 1.12,2),(3,3),12,3),(3,2)}
Gs -—{ r1J¢(2a2): (3,3).(1,2),(2,1),(1,3).(3,1),(2,3),(3.2)}
Relaciones de orden total:

Ge = {(1,1),(2.2},(3.3), (1,2}, (1,3}, (2.3)}
Gr={(1,1).(2.2},(3,3),(1,2),(1.3),(3.2)}
Gy = {{1.1),(2.2},(3,3),{1,2), (3,1}, (3, 2J}
Go = {{1,1),{2.2},(3.3), (21  (1,3), (2,3

Gro = {(1,1),{2,2 );(3’3) 1),3.0,2, 3}}
G = {(1,1).{(2,2) (3,3}, (2, ) ,(3,1),(3,2)}
Todas las relaciones de orden anteriores son de buen orden.
(] es una relacion de orden que no es total.

1.25.
a) Es una relacidn de buen orden vy, por tanto, de orden total.

b) Tienen méximo todos los subconjuntos finttos v los infinitos cuya inlersec-
cion con los nimeros pares es finita y no vacia.

1.26,
a) No es una relacion de orden tetal v, por lo tanto, tampoco de buen orden.

b) No tiene médximo ni minimo. Los minimales de A son (2,8).(8,5) vy (7,2) v
los maximales son (4,1),(8,5) v {(7,2).

1.27,

Es una relacién de equivalencia y el conjunto cociente estd formado por todas
las rectas del plano con pendiente 1.

1.28.
a) 5i, es una relacion de equivalencia.

b) La clase de equivalencia de un punto A de B? es la circunferencia de centro
O y radio d (0, A). El conjunto cociente esta formado por todas las circunfe-
rencias concéntricas de centro O,

1.29,

Ay v By son maximales, B; es minimal v minirmoe v no tiene méaximo.
1.30.

B:{(x,y)ER2 |y = l},

1.31,

Si A es finito la afirmacion es verdadera, va que para cualguier a; € A, si
az # ay, entonces @; no es maximal vy existe a; € A tal que a; < a3 va; # asz. Si
a3 = a) no hace falta seguir. En caso contrario se repile el argumento para a3,
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Como sélo hay un ndmero finito de elementos en A el proceso termina.
Para el caso infinite considere el siguiente contraejemplo: (N, <} con el orden
dado por

[T
TA 1A
_ L
1A
.
1A

Capitulo 2

2.2,
arn>3 Byn>5 c)n> 4,

2.7,
a} La desigualdad se cumple para todon € N, pero Ry ¢ N,

&) En el tiltimo paso de la demostracién se utiliza la ipualdad (@ + 6 = a + 5,
que se supone cierta por la hipdtesis de induccion completa. Sin embargo, si

i = 1, tan s6lo podemos suponer cierto {a + b)'r‘ = ¢ + b para todo ndmero
natural & < 1.

2.8.
Para n = 40 se tiene 40% + 40 + 41 = 1681 = 412, que no es un niimero primo.

2.11.

En el primer caso no se pueden cubrir todas las casillas del tablero porque
sobran dos casillas de] mismo color (no contiguas). En el segundo caso, podran
cubrirse todas las casillas sélo si # es par (el mismo numero de casillas blancas
que de casillas negras).

2.13.

Se aplica el principio del palomar: las once posibles puntuaciones suma, {2,3,
..., 12}, son los nidos y las doce tiradas, las palomas.

2.15,

f sobre: ParaN = 1,f(1,1) = N. Sif(m,n) = N,entoncesN+1 =f{m + 1,n— 1)
sin>lyN+ 1 =f(l,m+1)sin=1.

f inyectiva: Supongamos f(m,n) = f(p,q). Sim+n =p+gq, sellegaa (m,n) =
{p,q). En caso contrario, sip + g =m +n+h con h > 1, se llega a la siguiente
contradiccidn:

fip,q) zf(m,n)+%(k(k-ﬁ—Zn—S)—l—Zm(k— 1)+ 2p) £ f(m,n).

2.16.
Cardinal Xg.
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2.19.
card (R*) = ¢ para todo n € N. Se demucstra por induccién.

2.20.

a) Sidenotamos por S el conjunto que nos dan, resulta que S C B* y contiene
un subconjunto T = {(0,0,x,0) | x € B\ {0}} que es equipotente a [\ {0}, por
lo que card {(8) =c.

b) Cardinal Ry,
¢} Cardinal c.
d) Cardinal ¢.

2.21.

a) Cardinal c.
b) Cardinal c.
¢) Cardinal c.
d) Cardinal c.

2.22.

Cardinal ¢. Como K = QUI, se tiene card (I} < ¢. Se establece que 1 es infini-
to probando, por ejemple, que N ~+/2N < 1. Luego se aplica la hipétesis del
continuo.

2,23,

D) Se prueba que ¢l conjunto en cuestion es equipotente al conjunio 7\ {0} x
Zx & xZ.

¢) Es una unién numerable de conjuntos numerables.

d) El conjunto de los niimeros algebraicos es union de los conjuntos formados
por las soluciones reales de cada una de las ecuaciones algebraicas, por lo que
es union numerable de conjuntos finitos.

¢) Si fuera numerable, R también lo seria. Se puede afirmar que su cardinal
es ¢ s se acepta la hipotesis del continuo.

2.26.

@) La composicién de aplicaciones inyectivas es inyectiva.,

b) Considérese, por ejemplo, f = g : N — N como la funcién sucesor.

¢} gof es inyectiva por a). Sigof : X—X no fuera suprayeciiva, X serfa infinito.

2.27.
Si card X = @, entonces card 2¥ = 2%,

2.30.

Se (rabaja en ¢l conjunto ordenado (C, ), pero la union creciente de conjun-
tos finitos no siempre es finito. Por lo tanto, no se puede asegurar que cada
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subfamilia totalmente ordenada ' € € tenga una cota superior en € y el lema
de Zorn no es aplicable.

Capitulo 3

3.1.
Nu satisface la propiedad asociativa,

3.2,

@) Monoide abeliano.
k) Semigrupo.

¢) Semigrupo abeliano.

3.5,
a) No son isomorfos.

b) Subgrupos de G: G, = {a}, G2 = {a,c} v G. Subgrupoes de H: H; = {s},
Hy = {s,t}, Hy = {s,u}, Hy = {5,v} y H.

3.6.

a) Ni siquiera ¢s semigrupo.
b) Monoide abeliano.

¢) Monoide abeliano.

3.7,
Es una operacion cerrada conmutativa.

3.9,
Es un isomorfismeo.

3.10.
@) Gy = {{x,x) [x € E} y G2 = {(x,y} | x,y € E}.
E{G, = Ey E/Gz = {[x]}, x cualquier elemento de F. E/G; es grupo abeliano.

k) Si E es una pareja las tinicas RBE que se pueden definir sobre E son las del
apartado anterior.

¢) Consideramos el semigrupo (M, +) yla RBE cuyo grafoes G = {(n,n).n € IY;
(]-:2) 1 {:21 E)} '

3.13.

La condicién de que Ia sucesidn de subgrupos sea expansiva no es superflua,
puesto que, si consideramos el grupo (]R2 ; +) y los subgrupos no vacios Gy =
1x,0) | x €eR} vyG; = {(0,x) | x € R}, la unidn de G y G2 no es un subgrupo.
(Véase también el Problerna 3.19.)
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3.14,
G/ker (f) = Q, .

3.16.
La tabla de Cayley del producio en 4; es

(
(1)](
SRIEDIE

El grupo de las permutaciones sélo es conmutativo para n = 2 yvu =3

(1)
)A
)

T
P
b

— b [ I N ] b b
S

3.17.
b) No es grupo abeliano,

e} Dadof € Etal quef(x} = ax + b, la clase de equivalencia de f es el conjunto
de iodas las funciones de E que tienen el coeficiente de x igual a 4.

3.19,
¢c) 2F.

d) El minimo subgrupo de (%, +) que contiene a nZUmZ es ¢Z donde g =
mcd (m, #1).

¢) BZNIOZ =307
f) nfLrwmZ = gZ, donde ¢ = mem (m, n) .

3.20.

Hay 20 alumnos que practican a la vez Rilbol v tenis.

3.21.

a) No, no es correcta la informacion.
b) 140 alumnos.

¢} 20 alumnos.

4} 130 alumnos.

¢) 180 alumnos.

f} 170 alumnos.

3.22,
Hay 457 ndmeros.



202 ALGEBRA Y FUNDAMENTOS: UNA INTRODUCCION
Capitulo 4

4.1,
Es un dominio de integridad.

4.2,

(N, ®) no es ni Lan siquiera un semigrupo. (N, A) es un semigrupo abeliano.

4.3,
Es un anillo conmutativo.

4.4.
(G, ) es un semigrupo, pero no se verifica la propiedad distributiva.

4.5.
Es un anillo.

4.6.
Es un anillo unitario.

4.8.

b) p=—6.

¢) Si, es un dominio de integridad. Puesto guc el neutro de la operacién € es
6, para demostrar que no tiene divisores de cero hay que probarquca ® b =
6=>(a=86V{b=26)

4.9,

Lasoluciénesx =3ey=1.

4.10.

E! conjunto de solucionesen Z 3 es {{42,92,2) |z € Zis} yen@es {{-y,7,3y) |
y € Q.

4.11.

En Zs el sistema es incompatible. En Z7 tiene solucidn anica y es x = 2,y=6
yz=3.

4.12,

Solucidn en Z: S = {{x1, 1,x1 +3,1) | xy € Z}.

Solucién en Zg: S = {{1 + x3 + 5x4,%a,%3,%4) | X3,%2 € {0,1,...,8}}.

Solucisn en Zyp: S = {(8 +x3, 1,x3, 1} [x3 € {0,1, ..., 10}}.

Solucion en @ S = {{x3 — 3,1,x3, 1) | x3 € Q}.

4.14.
b) Consideramos la RBE definida por el ideal 2Z k.
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4.15.
car_d. {Q[x] x Q@[x]\ {0}} = ¥ v la aplicacién
Q] x @\ {0} — Q(x)

(p (x),q (x)) — [%]

es suprayectiva, por lo que card @ {x) < ¥p.

4.16.

fx)=0=x"+x=... N =l=x*4+x+1=._.
)=x=x=... fAx=x+l=xl+1=...
4.17.

Se distribuyen los niimeros naturales en 32 «nidos», segiin el resto madulo 52
que tengarn:

Ai={neNn=s{i-1)},
i=1,...,52. Los 53 elemenlos de A serin las palomas.

4.18.

El menor subanillo de @ que contiene a % va ; es

E= {% eQ| med(p,g)=1,¢=5"-7" n,me P@U{O}}.

4.21.

En cualquier cuerpo ordenado se tiene que @ < 1; porlotanto, 0 + 1 < 1 + 1
ytambién 0 +1+1 < 1+ 1 + 1. La interpretacion en %3 de las desigualdades
anteriores es [0] < |1] < [2] < [0].

Si (K, +,, <) fuese un cuerpo finilo ordenado, el conjunto {#l|rne N} C K
también es finito, por lo que #1 = m1 para ciertos n,m € N, n < m. Aplicando
la ley de cancelacion obtenemos 0 = m - #, lo cual es imposible.

Capitulo 5

5.1,

a} En la demostracién de la Proposicién 5.2 reemplace en todos los sitios la
palabra «regular» por «convergentes, a,, por ¢ = Hm a,, y también, b,, por
1— 0

b= lim b,.

=¥

b} La aplicacion f : Ay — @ definida por [{a,,}] — n]i_,“(lj“" esta bien defini-
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da debido a que {a.} es convergente en {}; ademas, si {a.} - {b,}, entonces
lim (@, — by) = 0, por lo que lim a,, = lim by,. Debe probarse que f es homo-
D M= 21

¥ H—roo

morfismo de anillos y que es biyectivo.

5.2,
Dominio de integridad.

5.3.
Automorfismo de anillo.

5.4.
Dominio de integridad y cuerpo, respeciivamente.

5.5.
De

1 ) ;
B S S
a+bv2 +cdd
se sigue que (x,y,2) es solucién de un sistema de tres ecuaciones lineales con
tres incognitas, que no es [4cil de probar que tiene solucién Unica (en Q)
siempre que no se tengaa =b =c = 0.
5.6.

Sea f : la,b] — R una funcién continua con fi{a) < 0 < f{b). Supongamos

que f{x) # 0 para todo x € Ja,b[. Entonces existe una sucesién de intervalos

encajados {[ax, bn]} tal que [a1,b)] = [,b] ¥ f(an) < 0 < f(b,) paratodon € N.
o5

Si{e} = ﬂ [@. 2], por la continuidad de f se tiene f{c} = le fla,) <0y

n=1
también f{c} = lim f(b,) > 0. Esto contradice la suposicién.
H—00

5.7.

La funcién f (%) := x® — a cambia de signo en un intervalo [0,¢], ¢ > 0, donde f
es continua.

5.14.

Si sup4d € B y no es el minimo de B, entonces existe b € B para el cual
b < supA. Siendo sup A la cota superior minima existird ¢ € A tal que b < a <
sup A, lo que contradice que (A, B) sea cortadura.

5.17.
Consulte algun texio de analisis matematico, por ejemplo, Rudin, W.(1980).
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Capitulo 6
6.1.

{1+ )" \ . :
Seazy = ——=—,n € N, y sea (Z4, +,°) el anillo de las clases de congruencia

médulo 4 (recuérdese Ejercicio 4.2).

Si# =0, entonces z, = —2i = (0,2} = 2isen 23’-2-75 = 2¢'F
Si# =1, entoncesz, =2 = (2,0) = 2cos 0 = 2.

Sif = 2, entonces z,, = 2i = (0,2) = 2i 1-1&-1132rw =27,

Si7 =3, entonces 7, = —2 = (~2,0) = 2cos7 = 2&'",
6.2,

Obsérvese que

1 +itana cosa +isenn ele si

1 —itana cosq —isenoe e~i®
6.3.

o) i Viti —v3+i
o2 2 )

b) —1+i; 2+2‘/§+( 2_2‘/5)5;—\/2"2‘/5— (\/2+2ﬁ)1‘.

ey l+itl -8 —-1+14; -1 ~1.
d) iv/3; ~iV3; 3+2N§; 3_2“/5; —3+2h/3; _3?\@-

6.4.
Es grupo conmutative para el producto (la suma no es operacién binaria).

6.5.

a) Sustituirn = 3,4, 6eneS k=01,... ,n— 1.
-1+i/3 —1-i/3

=31 3 ; 5 .

n=41; -1;i ~i.

n==61-1; 1+f\/§_. —1+i/3 —1-iV3 Im.i\/?
e L LU

byx'—1=x-1)+x+1),

x4_1:(x—1)(x+1)(x2+1)_

-l = -+ D -x+ 1) (P +x+1).
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6.6.
4 =2
1—14; T

6.7.
x=24+iy=2—1.

6.8.
2,3,5, 21, -2
6.9.
4
a} —3, i%ﬁ

By 5,2 +2v30

6.10.

a) Las iinicas posibles raices racionales son 1 y 1.

B v’%-li\/3-2\/6y—\/6m1i\/3+2v’6
2 2 '

é6.11.
a) =1 ylas raices deax? + (b —a)x +a.

1
b) Divida por x? v haga la sustituciény = x + e

c) —lylasraicesdeax® + (b —a)x* + (c —b+a)x* + (b —a)x +a = 0, que es
simétrica de grado 4 (como la de 5)).

6.12,
1 2
377F
6.13.
7
3 +2kx, kelZ
Xx= s
—335 +2kn, keZ
6.14.
Por el Teorema Fundamental del Algebra, p (x) = 0 tiene » rafces complejas
{posiblemente repetidas) z,,... ,z,. Entonces

p(x) = apx" +vvv+a0:au(x”21)(x_3n) -
= a, [x” — (Zl + ... +Zra)xﬂ_l - (ZIZ; +... +2.n—a1zn)x”"2+

+,,.+(—l)n21..-2n],
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Se termina idenlificando coeficienies.

6.15.

a) El mismo argumento utilizado para probar que los miltiplos de p € &
forman un ideal en Z.

b) 2x— 1.

¢} Rlx] /I puede identificarse con el conjunto de las rectas en la division
euclidea por x* + 1, es decir, los polinomios de grado menor o igual a 1.
Por lo tanto,

lax + b +[ex+d =[(a+c)x + (b +d)
fax -+ b] - [ox + d} = [(ad + Be) x + (bd — ac)].
d) ®{a,b) = [bx + a] define un isomorfismo entre Cy R[x] //.

6.16.

La inyectividad es consecuencia del Corclaric 6.1: 8i p (o) = g (@) para todo
o € ) entonces p — g € (J[x] tiene infinitas raices racionales y sdlo puede ser
p--qg=0.

En el caso de Z,, Z, [x] tiene infinitos elementos, mientras que sélo hay cuatro
aplicaciones de Z; en Z,. Por lo tanto, & no puede ser inyectiva.

6.17.

Es verdadera para K = C (o B, 0o Q) debido al Corolaric 6.1, y falsapara K = Z,
(p(x) =x* + x se anula en 0 y en 1, a pesar de no ser el polinomio nulo).

Capitulo 7

7.1.
a) Qi) ={a+bilacQPrbe(}.
by R(iy={a+bhilacRrnbeR}.

) @(x/i v3) = {a 4 hV2 + oV +dVE | a.b,c,d e @}

7.2.
a) 2.
by 2.
c) 4.

7.3,
x* — 2 es el polinomio minimal de /2 y la base pedida es { 1,v2,..., ¥ 2“*1}.
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7.4.
Pueden distinguirse tres casos:

2)a=0yb#£0: (o,mg) ¥ (1,-%).
b) a £0yb =0 (go) ¥ (_571).

a
¢ ct+a
) a#0#b: (0,—5)3» (11w - )
7.5.
A B A+ B’ —4C
El cent e 0 e,
cenroes( 5 z)yelradlo 2
7.6.
ax+by=c
La solucién de , gue suponemos gue liene solucidn Unica, es
a'x+by=¢
b —c'b acd —dc
(ab’ —a'h’ab’ — a’b) €@
1.7,

Puede suponerse que v no es el cuadrado de un nidimero racional. Las in-
tersecciones de la circunferencia (x —a)” + 2 = xb* con la recta y = 0
son {a +b,/4,0), por lo que pueden construirse los elementos de (/) =
{a+b/|lacQrbeqQ}.
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B Este libro pretende en primer Iugar entrenar a Ios alumnos de los dos pnmeros cur-
- so0s' universitarios en eI uso del lenguaje matematico y del método deductivo, de tal

forma que puedan leer provechosamente otros textos matematicos y sean capaces V

~ de expresar con precusnon y rigor sus propios argumentos. De ahi que comience con
una introduccion a la Iogloa y a la teoria intuitiva de conjuntos. A continuacion, se pre-
- sentan las estructuras algebraicas y de orden imprescindibles para fundamentar el

analisis matematico, siendo la resolucion de ecuaciones algebrancas el hilo conductor-

~ de los capitulos centrales, donde se empieza introduciendo los nimeros naturales
como los cardinales de los COﬂJUﬂtOS finitos y se termina construyendo los nimeros
complejos a partir de los reales. El capitulo acerca de los cardinales transfinitos per-
mite reflexionar sobre los limites del método deductivo, en relacion con las paradOJas
que surgen en la teoria intuitiva de conjuntos y Ia 1mp031bmdad de decsdxr la verdad
o Ia falsedad de la hlpoteS|s del continuo. :

El libro esta escrito en un Ienguaje mtellglble subraya las raices mtumvas de
muchas ideas matematlcas —ilustradas con ﬂguras apropiadas cuando es posible—
y utiliza las apllcamones de las mateméaticas y su historia como elementos motiva-
dores. Este es el proposito del tltimo capitulo, dedicado a las extensiones de cuer-
pos y a sus aplicaciones a la ecuacion funcional de Cauchy, a las bases de Hamel
y a la imposibilidad de ciertas Construcmones geométricas con regla'y compas. Todos
los capitulos contienen una amplia coleccién de problemas resueltos.
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