Unidad 1

Nociones de Conjuntos. Conjuntos numéricos

En este apunte los estudiantes encontraran contenidos bésicos de:

Teoria de Conjuntos

Conjuntos Numéricos, haciendo énfasis en el Conjunto de los Nimeros Reales.
Propiedades de los Ntimeros Reales.

Operaciones en R

Propiedades de las Operaciones.

Una breve referencia a las operaciones con fracciones.

Exponenciales.

Radicales.
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1 Teoria de conjuntos

Las bases de la Teoria de Conjuntos como la conocemos surge con Georg Cantor
(1845-1918), un mateméatico Aleméan que propone un estudio ordenado y sistematico
de la idea de "conjuntos" para evitar ambigiiedades.

A inicios del siglo XX (1910-1913) la teorfa de Cantor obtuvo el auxilio inestimable
del matematico, filésofo y sociélogo inglés Beltrand Russell, que ayudé a eliminar
algunas de las paradojas de la teoria de los conjuntos de Cantor. Su trabajo hizo ver
que hay una jerarquia de infinitos, cada uno "mayor" que su precedente. Su teoria
es una de las piedras angulares de la matemaética.

Presentamos los aspectos centrales de su teoria

e El concepto de conjunto es uno de los mas fundamentales en matematicas,
incluso mas que la operaciéon de contar, pues se puede encontrar implicita o
explicitamente, en todas las ramas de las matemaéaticas puras y aplicadas.

e En su forma explicita, los principios y terminologia de la Teoria de Conjuntos
se utilizan para construir proposiciones matematicas mas claras y precisas y
para explicar conceptos abstractos como el infinito.

e No puede darse una definiciéon satisfactoria de un conjunto en términos de
conceptos simples, por lo tanto, la palabra "CONJUNTO" debe aceptarse
logicamente como un término no definido.

Definiciones y notacién

1. Podemos decir que un conjunto es cualquier coleccion de objetos, individuos
0 entes.

2. Todo objeto que integra un conjunto recibe el nombre de elemento del con-
junto.

3. Por convencién, los conjuntos los designamos con letra mayuscula A, B, C,
X, Y,.... Mientras que a sus elementos los escribimos con letras mintsculas,
numeros, simbolos, signos especificos, nombres, etc.

[Describir elementos de un conjuntoj

==

[ Comprension j [ Extension

4. Los elementos se encierran entre llaves y se separan por una coma o punto y
coma. Por ejemplo:
Por extension, tenemos A = {1,3,5,7,9}
Por comprensién, tenemos A = {x/x es un nimero natural impar y x < 9}

5. Como el nimero 3 es un elemento del conjunto A, lo escribimos como 3 € A.
En cambio, como el niimero 2 no pertenece a A, lo representamos como 2 ¢ A.
Para finalizar presentamos dos conjuntos especiales:
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6. El conjunto vacio, que escribimos con el simbolo (). Es el conjunto que no
tiene ningtn elemento. Otra forma alternativa de representarlo es () = {}

7. El conjunto referencial o universal. Es el conjunto que contiene a todos los
elementos que estamos considerando. En nuestro caso generalmente serd R;
salvo que se indique otra cosa.

Representacion grafica Los conjuntos se pueden representar graficamente medi-
ante un esquema conocido como Diagrama de Euler-Venn. Asi, el conjunto A =
{1,2,3} se puede representar:

{4

El Diagrama de Euler-Venn tiene algunas normas que deben seguirse rigurosamente.
A saber:

e Siempre el conjunto debe enmarcarse en un recinto rectangular que representa
al conjunto Universal o de referencia.

e Los elementos, por convencion, deben figurar indicados con un punto y junto
a éste, nombrarlo.

e El nombre del conjunto se escribe fuera de él, para que no sea confundido con
un elemento.

Subconjuntos

Consideremos los conjuntos A = {1, 3, 5} y B = {1, 2, 3, 4, 5}. Los elementos de
A: 1, 3 y 5, también pertenecen a B, o sea, también son elementos de B. Decimos
entonces que A es un subconjunto de B, o que A esta incluido en B.

Podemos generalizar esta idea y definir subconjunto como sigue: un conjunto A
es un subconjunto del conjunto B si todo elemento de A pertenece a B, o sea, es
también un elemento de B.

Usamos la siguiente notacion A C B . Es importante notar el orden en que lo
leemos, y la orientacion del simbolo.

Igualdad entre conjuntos

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. El orden de los elementos
o la repeticién de uno o méas de ellos no influye. Podemos decir entonces que dos
conjuntos son iguales si se incluyen mutuamente, es decir:

A=B < ACB y BCA
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Por todo lo expuesto en la seccién anterior, esta proposicion puede leerse: “A es
igual a B, s y solo si, A esta incluido en B y B esta incluido en A” El simbolo C
se lee también como: “incluido”, es semejante al simbolo C, s6lo que en este caso se
admite, de base, la posibilidad de la igualdad entre ambos conjuntos.

Operaciones entre conjuntos

Unién

Si tenemos dos conjuntos A y B. La unién de A con B es el conjunto cuyos elemen-
tos pertenecen a A o pertenecen a B. Lo simbolizamos como: AU B. Por lo tanto,
para que un elemento pertenezca a la uniéon de dos o méas conjuntos, es suficiente que

pertenezca a uno de los conjuntos en cuestion. Podemos representar graficamente
las diferentes situaciones que pueden darse.

Por ejemplo, para los conjuntos A = {1, 3, 5} y B = {1, 2, 3, 4, 5} tenemos que
AUB={1,2,3,4,5)

Propiedades de la unién
La unién de conjuntos tiene una serie de propiedades, listamos las principales; a
modo informativo:

1. AubD=A
2. AUA=A

3. S1AC Bentonces AUB =B

Interseccion

Si tenemos dos conjuntos A y B. La intersecciéon de A y B es el conjunto cuyos
elementos pertenecen a A y también pertenecen a B. Lo simbolizamos como:
AN B. Por lo tanto, para que un elemento pertenezca a la interseccion de dos o mas
conjuntos, es necesario que pertenezca a todos de los conjuntos en cuestion.

@), 1@, PO

E
AnB AnB=A4 AnB=0

=
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En el ultimo caso de la imagen decimos que los conjuntos A y B son con-
juntos disjuntos o mutuamente excluyentes. Por ejemplo, para los conjuntos
A ={n/n < 11} y P ={p/p es un namero primo}, tomando como referencia el
conjunto de los nameros naturales, tenemos que AN P={2, 3, 5, 7, 11}

Propiedades de la interseccion
De la misma forma presentamos las principales propiedades de la interseccion:

1. An0 =0
2. ANA=A
3. SiAC Bentonces ANB=A

Trabajo Practico
Ejercicio 1. Dados los conjuntos:

o A=1{1,357,9111315,..}
e B={zeN|1<z<10}
o C'={zeN|uzes divisor de 12}

Escribe por comprension y por extension si es posible:

a. BUC b. BNC c. AnC d. ANB

2 Conjuntos numéricos

Los conjuntos numéricos se van ampliando a medida que se necesitan resolver cier-
tas problematicas de la vida diaria. El conjunto de los ntimeros naturales, que
simbolizamos N esta constituido por los ntimeros 1, 2, 3, 4, 5, ... Es decir:

N={1,2,3,4,5,....}

Los ntimeros enteros, que simbolizamos Z son los niimeros naturales, junto
con los negativos y el cero.

Z=1{.-3-2-10123,.}

El conjunto de los niimeros enteros unido al conjunto de todas las fracciones
constituye el conjunto de los ntimeros racionales, al que denotamos por Q. Y
podemos definirlo como sigue:

Un ntmero racional § es el cociente de dos ntimeros enteros a y b,
con b # 0, siendo a el numerador y b el denominador.
Importante: Recuerde que una divisién entre 0 siempre se excluye, de modo

que expresiones como g y % por ejemplo, no estan definidas.
Todo niimero racional tiene una representacién decimal por ejemplo:
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e =05
o 2=10,6666666 = 0,6

o 150 —0,3171717171... = 0,317

o 2 —1,285714285714... = 1,285714

El arco en la parte superior indica que la sucesion de digitos se repite infinitamente,
llamada periodo.

Existen,en cambio ntimeros que no pueden ser escritos como cociente de dos niimeros
enteros, por ejemplo:

V6,v8,v10,V12 y V26

A estos ntmeros, se los llama Numeros irracionales y al conjunto se lo denota
con el simbolo I, aunque no se usa frecuentemente. Si el ntmero es irracional,
la representacion decimal no es periddica. Otro ejemplo bien conocido es 7, que
conocemos de la relacion entre el diametro y la longitud de una circunferencia.

En esta unidad del curso no usaremos la expresiéon decimal de nimeros irra-
cionales, salvo indicacién expresa. El objetivo es acostumbrarnos a trabajar con los
nimeros irracionales con su expresion exacta.

3 El conjunto de los nimeros reales

La unién entre el conjunto de los ntimeros irracionales y los racionales nos da el
conjunto de ntimeros reales; que simbolizamos con R. Simbolicamente lo podemos
representar

R=QUI

Trabajo Practico

Ejercicio 2.En los Conjuntos siguientes determine cuales nameros del conjunto son
(a) ntmeros naturales, (b) nimeros enteros, (c) enteros (negativos y positivos), (d)
nimeros racionales y (e) nimeros irracionales.

a. {—9;—2:5;v/2,0,1; —4;2; 11}

b. {25;—17; —2;v/=9;3,12; 2;7; —11,1; 13}

d. {2.01;0.666...;—13;0.010110111...;1; —6}

. {2,3030030003... .0, 7575; —4.63; /10; —75; 4}

@
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Ejercicio 3: Complete con € o ¢ para tener proposiciones verdaderas.
a. —4...7Z b. —4...Q c. ,5...Q
d. 0...Q e. V9...Z f. /=16...1
g. v/—16...R h. v5...R L 1R

Los nimeros reales se representan graficamente sobre la recta de nimeros reales. Al
trazar un punto sobre la recta de nimeros reales, estamos graficando el ntimero real.
El punto 0 sobre la recta de ntimeros reales es el origen. Los ntimeros a la derecha
del 0 son positivos y a la izquierda son negativos, como se ve en la siguiente figura.
El término no negativo describe un niimero que es positivo o cero.

Origen

Direccion . /™ Direccién
negativa -4 =3 =2 -1 0 | ) 3 4 ./ positiva

La recta de nadmeos reales

Hay una correspondencia biunivoca entre niimeros reales y puntos sobre la recta de
numeros reales.

e Todo ntimero real corresponde exactamente a un punto sobre la recta de
nimeros reales.

e Todo punto sobre la recta de niimeros reales corresponde exactamente a un
nimero real.

Trabajo Practico
Ejercicio 4. Represente los siguientes nimeros en la recta numérica.

a. —

N

b. 2,3 c.

Wi

d —1,8

Esquematicamente, mediante Diagrama de Euler-Venn, podemos representar a R

z

asl:

R = Q Ul Nimeros mcionales Nimeros irmcionales
- g Yy
L. -3 46, 0.17, 06, 0317 V3, 5.2, 5
Enleros Numeros
naturales

o =5 =& =101, 2. 3,

El conjunto de los Numeros Reales se caracteriza por las siguientes propiedades:
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e Ls infinito.

Es ordenado.

No tiene primer elemento.

No tiene altimo elemento.

Entre dos niimeros reales existen infinitos niimeros reales, por eso se dice que
el conjunto de los reales es denso.

Orden de los nimeros reales

Una propiedad importante de los nimeros reales es que tienen un orden. Por ser
un conjunto ordenado decimos que a es menor que b y escribimos a < bsi b— a es
un nimero positivo. Geométricamente a se encuentra a la izquierda de b en la
recta real.

a b

Una forma equivalente de a < b es b > a y se lee “b es mayor que a” . El simbolo
"a < b" se lee: “a es menor o igual que b" y significa que a <bo a=0b

Trabajo Practico
Ejercicio 5. Compare los siguientes niimeros reales.

a.3...% b. —3...—1 c.3,5...

NO[~1

d. 0.67...0.677 e. 2...0.67 fo—=1...0

Ejercicio 6. Describa el subconjunto de ntimeros reales representado por cada
desigualdad.

a. r <2 c. <5 e. —2< <2 g -1 <2<

b. 2<x<3 d. x> -2 . 0<zxz<5h h. 0<z<6

Ejercicio 7. Represente simbolicamente cada desigualdad.
a. x es postivivo
b. t es menor que 4
c. a es mayor o igual que 7

d. La distancia entre p y 3 es como mucho 5

1

€. I €S mayor que -5 ¥y menor 3
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Intervalos

Ciertos conjuntos de niimeros reales, llamados intervalos, se presentan con
frecuencia en Calculo y corresponden geométricamente a segmentos de recta.
Sia<x<b,entonces el intervalo abierto de a hasta b esta formado por todos los
nimeros entre ayb y se denota con (a,b). El intervalo cerrado de a hasta b incluye
los puntos extremos y se denota con [a, b]. Usando la notacion de conjuntos,
podemos escribir:

(a,b) ={zr|a<z<b}; Ja,b]={z]|a<z<0b}

Y los representamos graficamente Los intervalos también pueden incluir un punto

o5 i - = R
a b i b
kil inlervalo abierto (a, b) il intervalo cerrado [a, b]

extremo, pero no el otro, o pueden extenderse hasta el infinito en una direccion, o
en ambas. La tabla siguiente es una lista de posibles tipos de intervalos.

Notacion Descripcion de conjunto Representacion
(a,b) {z|a<x<b}
[a, b] {z|a<z<b} —— o
la, b) {z|a<z<b} .
(a, b {r]a<z<0b} .
(a,+00) {z|z>a}
la, +00) {z|z>a}
(—o0,b) {z |z < b} o
(—o0, 0] {z |z < b} .
(—o00, +00) R

El simbolo oo(infinito) no representa un namero. La notacion (a,o0), por ejemplo,
simplemente indica que el intervalo no tiene punto extremo a la derecha pero que
se prolonga hasta el infinito en la direcciéon positiva.

Ejemplo: Grafico de intervalos.
Exprese cada intervalo en términos de desigualdades y, a continuacion, grafique el
intervalo.

a. [-1,2)={z|-1<z<2} -1 2
b. [1.5,4] = {z |15 <z <4} 1.5 1

c. (=3,00)={x]|—-3<z}
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Ejemplo: Uniones e intersecciones de intervalos.
Grafique cada conjunto.

a. (1,3)N[2,7]
La interseccion de dos intervalos consta de los nimeros que estan en ambos

intervalos. Por lo tanto:
(L3)N2,7={x/1<z<3;2<x<T}

Es decir
(L,3)N[2,7] ={x/2 <z <3} =1[2,3)

Gréaficamente:

(1,3)

- L
=

\
L~

(1,3) N [2.7] = [2.3)

b. (1,3) U [2,7] La unién de dos intervalos consta de los nimeros que estan en
un intervalo o en el otro (o en ambos). Por lo tanto:

(L,L3)u2, 7 ={z/l<ax<3 6 2<z<T}

Es decir
(L3)U2,7 ={z/1 <z <7} =(1,7]

Graficamente

0 ! 3

0 2 7

(L3)V[2,7] = (7]

10
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Trabajo Practico

Ejercicio 8. Exprese la desigualdad con notaciéon de intervalos, y después grafique

el intervalo.

a.rz<-1b —2<z<1 cax>-5d —-dH<x<?2

Ejercicio 9. Grafique los siguientes conjuntos.

a. (=2,0]U(=1,1) b. [-4,6]U[0,8) c. (—00,6]N(2,10) d.[—4,6]N][0,8)

4 Mobdulo o valor absoluto

Se llama moédulo o valor absoluto de un ntamero real a a la distancia que existe
entre dicho nimero y el cero. Se simboliza |a|. Por el hecho de ser una distancia, el

modulo nunca toma valores negativos.

Definicion: Si a es un namero real, |a| se define:

a si a>0
la| = .
—a si a<0
Propiedades del valor absoluto
Propiedades Ejemplos Descripciéon

El valor absoluto de un ntimero
siempre es positivo o cero.

Un ntimero y su opuesto tienen
el mismo valor absoluto.

El valor absoluto de un pro-
ducto es igual al producto de
los valores absolutos.

El valor absoluto de un co-
ciente es igual al cociente de los
valores absolutos.

la| >0 |—2[=22>0

ol =|—al 4] =]-4[=4

jab] = [allo] | =2-7]=]=2[-[7] =14

ja| = lal ‘i‘: 8l _ 8

b B -5 5] — 5
Importante

Recuerde que no se puede simplificar simplemente una raiz cuadrada, y en

particular:

Va2 = x|

Ejemplo: valor absoluto

a. |3 =3

11
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b. |—3]=3
c. |0]=0

d. 3—7=—-@B—-m)=71—3 porque: 3<7) = 3—7<0)

Trabajo Practico
Ejercicio 10. Calcule cada una de las siguientes expresiones.

o= b |d= e ll-6-]-3]-

d|3—|=5]= e]15-(-3)|= f =

o

(D= i =33 - 3| =

Wl

5 Operaciones con niimeros reales

En el Conjunto de los Nimeros Reales hay dos operaciones definidas desde el
Algebra. Que son:

e SUMA: A cada par a y b de nimeros reales, le asigna otro ntmero real c,
llamado suma y que se expresa: ¢ =a + b
Entendemos por el signo “+”, la suma ordinaria aprendida en la
escolarizacion primaria. (Existen otras sumas, que no vemos en este curso)

¢ PRODUCTO: A cada par a y b de numeros reales, le asigna otro niimero
real ¢, llamado producto y que se expresa ¢ = a - b. Entendemos por el signo
“.” el producto, o multiplicacién ordinaria aprendida en la escolarizacion
primaria. (Existen otros productos, que tampoco vemos en este curso)

La RESTA es la suma del opuesto, o sea:
a—b=a+(-b)

El simbolo usado para la division, llamado 6belo, es (=) o los dos puntos (:). Si a
es un numero real distinto de 0, existe %, que también pertenece a R y se llama
inverso multiplicativo de a. Entonces, consideramos la division a + b, con b # 0,
como la multiplicaciéon de a por el inverso de b. Es decir:

1

a+b=a-—-
a
+b=qaq-— = —
a a s

Podemos resumir estas dos definiciones:
Sustraccién: Sume el opuesto

a—b=a+(-b)

12
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Division: Multiplique por el reciproco

Si b # 0, entonces § = a (%) =7
En estas definiciones, —b es el inverso aditivo (u opuesto) de b, y % es
el inverso multiplicativo (o reciproco) de b. En la forma fraccionaria
7, a es el numerador de la fraccion y b es el denominador.

Propiedades de la suma y la multiplicaciéon

Dados a,b y ¢ nimeros reales, analizaremos las propiedades de las operaciones.

Propiedades Ejemplo Descripcion

Commutativas

a+b=b+a 54+8=8+5 Cuando sumamos dos
nimeros, el orden no im-
porta.

a-b="b-a 3:-4=4-3 Cuando multiplicamos dos

nimeros, el orden no importa.

Asociativas

(a+b)+c=a+(b+c) (5+7)+2=5+(7+2) Cuando sumamos tres
nimeros, no importa cudales
dos sumamos primero.

(@a-b)-c=a-(b-c) (5-7)-2=5-(7-2) Cuando multiplicamos tres
nimeros, no importa cuéales
dos multiplicamos primero.

Distributivas

a-(b+c¢)=a-b+a-¢c 9-(4+2)=9-449-2 Cuando multiplicamos un
numero por una suma, es igual
a multiplicar por cada término
y luego sumar.

(b+c)-a=b-a+c-a (44+2)-9=4-942-9 Variante de la propiedad dis-
tributiva con el factor a la
derecha.

Trabajo Practico
Ejercicio 11. Aplique propiedades de las operaciones entre niimeros reales para
escribir las expresiones sin paréntesis.

a. (a—0)8 b.4(2m) ¢ —2(2x —4y)
d. 3a(b+c—3d) e 3(—6y) f. (162 —6)-(=3)

13
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El nimero 0 es especial para la adicion; recibe el nombre de identidad aditiva (o

neutro) porque a + 0 = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a tiene

un negativo, a, que satisface a + (—a) = 0.

Propiedades del 0

Propiedad Expresion Descripcion

Identidad aditiva a+0=a Conservacion del valor

al sumar cero.

Inverso del cero a—0=a Sustraccion de cero no

altera el valor.

Multiplicacién por cero a-0=10 Resultado siempre
cero.

Division idéntica a=1 Unidad en division
consigo mismo
(a #0).

Indefinicion g Operaciéon no definida
matematicamente.

Factor cero a-b=0=a=0Vb=0 Implicacion de anu-

lacion en productos.

6 Repaso de las operaciones con niimeros reales

Suma de fracciones con igual denominador

La suma de varias fracciones con igual denominador es la fraccién con el mismo
denominador que aquellas y el numerador es la suma de los numeradores.

a ¢ a+c

b b
Ejemplo:

47 447 11

373773 3

Suma o resta de fracciones con distinto denominador

Si las fracciones tienen distinto denominador, se buscan fracciones equivalentes a

las dadas que tengan igual denominador y después se suman de la forma indicada

anteriormente.

+c_ad+bc_ad+bc
d bd bd  bd

a
b

14
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Ejemplo:
2+5_8+15_8+15_23
3 4 12 12 12 12

Multiplicacién de fracciones

El producto de varias fracciones es otra fracciéon que tiene como numerador el
producto de los numeradores y como denominador el producto de los
denominadores.

Es recomendable simplificar antes, siempre que sea posible.

a-cC

Ejemplo:

DN o

Division de fracciones

La division entre dos fracciones es otra fraccion que surge al multiplicar la primera

fraccion por la inversa de la segunda fraccion.
Una fraccion 7 tiene inverso multiplicativo < a # 0 y su inverso es
Luego:

b

a’

a ¢ a d a-d

b d b oc bec
Ejemplo:

4 1 4 5 20

3575731 3

Trabajo Practico
Ejercicio 12. Resuelva cada una de las operaciones, sin usar calculadora.

R (AR
1 _3
f3- ? g élfé h. 0?5—%

7 Exponentes enteros

Notacién exponencial

Normalmente, un producto de niimeros idénticos se escribe en notacion
exponencial. Por ejemplo: 4 -4 -4 -4 -4 se escribe 4°.
Podemos definir entonces a la potencia:

15
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Si a es cualquier nimero real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima
potencia de a es

n factores

El ntimero a se denomina base, y n se denomina exponente.

Leyes de los exponentes

Nombre propiedad Propiedad Explicacion

Producto de potencias a™ - a"™ = a™™ Para multiplicar dos potencias
de la misma base, se suman los
exponentes.

Cociente de potencias ‘Z—: =am " Para dividir dos potencias de
la misma base, se restan los ex-
ponentes.

Potencia de una potencia (a™)" = a™" Para elevar una potencia a otro
exponente, se multiplican los
exponentes.

Potencia de un producto (ab)" = a™b" La potencia de un producto es

igual al producto de las poten-
cias de cada factor.

Potencia de un cociente (%)n =L La potencia de un cociente es
igual al cociente de las poten-
cias del numerador y denomi-
nador.

Importante: Note la diferencia entre expresiones como (—2)* y —2%. En (—2)*, el
paréntesis indica que el exponente se aplica al signo negativo al igual que al 2, pero
en —2% el exponente se aplica solo al 2. Por tanto (—2)* = 16, y —2* = —16.

e El signo negativo es parte de la base — (—a)”

¢ El signo negativo no es parte de la base — —a"

Ejemplo
a. (=5)* = (~5)(=5) = 25
b. —5% = —(5)(5) = —25
c. 2.2 =211 =25 =32
d H=4b=@2=()P=L=1

16
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Exponentes cero y negativos

Si a # 0 es cualquier ntimero real y n es un entero positivo, entonces

Ejemplo: Evaluar expresiones exponenciales
Evaltie cada una de las expresiones algebraicas cuando x = 3

Veamos el caso: 5x 2

Cuando z = 3, la expresion 5z 2 tiene un valor de

5 5
-2 _ -2 _ _

Y para 3(—z)?

Cuando z = 3, la expresion 5(—x)? tiene un valor de

3 _ 1 3 __ 1 _
3(=2)" = 3(=3)"=3(=27) = -9

Ejemplo 1: Use las propiedades de los exponentes para simplificar cada expresion.

a. (—3ab*)(4ab=3) c. 3a(—4a*)°
b (e a (%)

Veamos cada caso:

a.(—3ab?)(4ab™3)
(—3ab")(4ab™") = (=3)(4)(a)(a)(0")(b7%) = —12a"b
b. (2zy?)?

(22y%)° = 2°(2)*(y?)° = 8a%y°

3a(—4a*)° = 3a(1) =3a, a#0

(51’3)2 | 5(a%)? 2526

2 2
Y Y Y
Ejemplo 2: Reescriba cada expresion usando exponentes positivos
. —2
-1 1 12a3b—% 312>
a. T b. == c. “5 d. (y

Veamos cada caso:
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a. x =1
X
1 _ 22
b 3z—2 3
¢ 12a3b=% _ 345
© T4a—2b bs
a (=)
: y 94

Cuando simplifique una expresion, encontrara que muchos métodos diferentes
llevaran al mismo resultado; puede usarse cualquiera de las reglas validas de
exponentes para llegar al resultado.

Trabajo Practico
Ejercicio 13. Simplifique cada expresion, elimine exponentes negativos y escriba la
forma final con exponentes positivos. (Suponga que todas las variables representan
nimeros positivos)

(o) o ) (@)PE2Ma) (k) (267
21:y+ 22 (g) (6?/3)4 1) (—2$2)3(4$3)_1
v (ﬁ> 2 (m) 37" . 32"

© 3705 w(5s) W (D)@

8 Radicacion

La raiz cuadrada de un ntmero es uno de sus dos factores iguales. Por ejemplo, 5
es la raiz cuadrada de 25, ya que 25 puede ser escrito

25 =502=5"-5

En forma semejante, una raiz ciibica de un nimero es uno de sus tres factores
iguales, como en

125=5=5-5.5

Y decimos que la raiz cibica de 125 es 5.
Definicién de raiz n-ésima

18
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Sean a y b nimeros reales y sea n > 2 un entero positivo. Si
a=>b"

Entonces b es una raiz n-ésima de a. Si n = 2, la raiz es una raiz cuadrada.
Si n = 3, la raiz es una raiz ctbica.

Algunos nimeros tienen mas de una raiz n-ésima. Por ejemplo, tanto 5 como (—5)
son raices cuadradas de 25. La raiz cuadrada principal de 25, escrita como /25 ,
es la raiz positiva, 5. La n-ésima raiz principal de un niimero se define como sigue.

Sea a un nimero real que tiene al menos una raiz n-ésima. La raiz n-ésima
principal de a es la que tiene el mismo signo que a. Se denota con el simbolo
radical

{/a n-ésima raiz principal

El entero positivo n es el indice del radical, y el ntimero a es el radicando.
Si n = 2, omita el indice y escriba y/a en lugar de a.

Un error comun es que el signo de raiz cuadrada implica raices tanto negativas
como positivas. Esto no es correcto. El signo de raiz cuadrada implica s6lo una
raiz positiva. Cuando se hace necesaria una raiz negativa, se debe usar el signo
negativo con el signo de raiz cuadrada.

Incorrecto: vr = 14 Correcto: ——\.fgr ==2Y «ch =2

Ejemplo
a. V36 = 6 porque 6% = 36

b. —v/36 = —6 porque — <\/%) = V62 =—(6) = —6

\ 3 3
c. 3 %:%porque (2) :%:%
d. ¥/=33 = —2 porque (~2)° = —32
e. v/—81 no es un nimero real porque no hay ntimero real que pueda elevarse a

la cuarta potencia para producir —81

Los enteros como 1,4,9,16,25 y 36... se denominan cuadrados perfectos porque
tienen rafces cuadradas enteras. O sea: V1 =1 : Vi =2 : V9=3 : V16 =4 y
V25 =5 y en forma anéloga los siguientes.

Del mismo modo, enteros como 1,8, 27,64 y 125 se llaman cubos perfectos porque
tienen raices ctbicas enteras.
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Propiedades de la radicacién

Sean a y b nimeros reales, variables o expresiones algebraicas tales que las raices
indicadas son nimeros reales, y sean m y n enteros positivos.

Propiedad Ejemplo

Explicaciéon

Vam = (ay SR
Va-b=ab 5T =3
Vi= G VESE
Va=a V5 =5
(Va)® =a (V6)® =6
Va'=la| (npar) /(207 =21

Va" = a (n impar) {/(—8)3 = -8

La raiz cubica de una potencia
equivale a la potencia de la raiz.

Producto de raices ciibicas igual
a raiz del producto.

Raiz cubica de un cociente igual
al cociente de raices (b # 0).

Raiz cubica anidada equivale a
raiz nona (9-ésima).

La potencia ciibica anula la raiz
cubica.

Para exponentes pares, resultado
es el valor absoluto.

Para exponentes impares, con-
serva el signo original.

Trabajo Practico
Ejercicio 14. Calcule en cada caso:

a. V16 d.
b. V64
. V16 £

o
t w
| |

Wl o>

NG IS

slE

g. VTV28

W1

16
i. v/24v/54

Es importante tener en cuenta el siguiente tipo de errores muy comunes con

potencias, raices o exponentes en general:

20



5
&

it FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS

EXACTAS ¥ NATURALES CICLO DE INGRESO

=
@Evite el siguiente error

Va+b ¥ya+Vb

Por ejemplo, si hacemos a=9 y b=16, entonces
vemos el error:

Vo +162v9 + V16
V252 V9 + V16
523+ 4

527 iiiError!!

Simplificacion

Una expresion que contenga radicales esta en su forma méas simple cuando se
satisfacen las siguientes condiciones.

1. Todos los factores posibles han sido eliminados del radical.

2. Todas las fracciones tienen denominadores sin radicales (lo que se logra
mediante un proceso llamado racionalizacion del denominador)

3. El indice del radical esta reducido.

Para simplificar un radical, factorice el radicando en factores cuyos exponentes
sean multiplos del indice. Las raices de estos factores se escriben fuera del radical
y los factores “sobrantes” forman el nuevo radicando.

Ejemplo 1: Simplificar raices pares

a. VA8 =v/16-3 = v/2*-3=2v/3
b. V7523 = V2522 - 3x = /(51)? - 3z = 52v/3x

c. 44/(bz)* = 5|z
Ejemplo 2: Simplificar raices impares
a. V24 =+v8-3=V23.3=2V3
b. V24a* = V8a3 - 3a = {/(2a)? - 3a = 2av/3a
c. V/—4025 = ¢/(=82%) -5 = J/(—222)3 -5 = —22%V/5

Trabajo Practico
Ejercicio 15. Simplifique cada expresion.
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a. V20 e. /(3x2)4 i. v96z°
b. ;—g f. \/3xty? J- v/ 1625
c. /2 g. /Hdxy* k. V1602824

h. /128 1. V123

Q_‘
QI
[\
S~—
ot

Se pueden combinar expresiones radicales (sumadas o restadas) si son radicales
semejantes, es decir, si tienen indices y radicando iguales. Por ejemplo, v/5 , 2v/5 y
g\/g son radicales semejantes, pero v/5 v 3v/6 no lo son. Para determinar si dos
radicales se pueden combinar, primero se debe simplificar cada radical.

Ejemplo:Combinaciéon de expresiones

a. 248 — 3v/27

=2v16-3—-3v9-3 Encontrar factores cuadrados

=8/3 - 9V3 Extraer raices cuadradas

= (8—-9)V3 Multiplicar por coeficientes

=3 Combinar términos iguales
Simplificar

b. V162 — v/54xt

= /820 — V27 2321 Encontrar factores cibicos
= 2v/2x — 3xv/2x Extraer raices ctibicas
= (2= 3x)V2z Combinar términos iguales

Trabajo Practico
Ejercicio 16. Simplifique cada expresion.

a. 10v/32 — 6118 d. V27 +5v3 — /300 g VA8 — /3

b. 2v/50 + 12v/8 e. —7v80z — 2/125x h. 3v/8a3 — 56445
c. T5Y/2 4 481/2 f. /96 4+ V/3 i. 5v3—-2V6- (1 —3)

Exponentes racionales

Si a es un numero real y n es un nimero positivo tal que la n-ésima
raiz principal de @ existe, entonces a'/™ se define como

a'/" = {/a donde 1 /n es el exponente racional de a.
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Ademas, si m es un entero positivo que no tenga factor comun con n,
entonces

am/n _ (al/n)m _ (\n/a)m y am/n — (am)l/n — Yam.

El numerador de un exponente racional denota la potencia a la que se eleva la base
y el denominador denota el indice o la raiz que se toma. Al trabajar con
exponentes racionales, también se aplican las propiedades de los exponentes
enteros. Por ejemplo, 32 .32 =36

Los exponentes racionales son tutiles para reducir el indice, asi como para
simplificar expresiones.

Ejemplo:

a. (22 +y?)¥2 = (Va2 + y2)3 = /(@ + ?)?

b, 2342 = 2(y32) 14 = 23/132

-3/2 _ 1 _
c. a == =

1
Va3
d. 202 =25 =¥z

e (=32) V5= (Y=32) ' =(-2) = L =1L

f. (=52%/3)(3273/) = —15206/3-G/4) = _15411/12 g £ ()
o. 3a3 _ a3/9 — (11/3 _ \?’/E

h. /125 = V125 = /5 = 5%/6 =512 = /5

Trabajo Practico
Ejercicio 17. Escriba cada una de las expresiones con radicales usando exponentes
y cada expresion exponencial usando radicales.

Expresiéon con Expresiéon con
radicales exponentes
1

NG
3v/152

82/3

1171/2

¥a

Ejercicio 18. Evalte las siguientes expresiones sin calculadora:
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a. 2713 = o (_i)—l/fﬂ _
SO E ()=
c. 32735 = g — (L)Y
d (45)"" = h. 100-%/2 =

Ejercicio 19. Realice las operaciones y simplifique

(22:2)3/2 31/2
a. ——2— c. ———
23/2 4 23/25—1
. 243213 . 5-1/2 . 55/2
 (wy)t/3 - (Bw)3

Ejercicio 20. Reduzca el indice de cada radical

a. v/32 c. Va3

b. ¢/(z+1) d. /(3z2)1
Ejercicio 21. Escriba como un solo radical y simplifique

b. v/ V2 d. V/V10a"b

Racionalizacién de denominadores y numeradores

Para racionalizar un denominador o numerador de la forma a — by/m o a + by/m
multiplique numerador y denominador por un conjugado: a + by/m 'y a — by/m son

conjugados entre si.

Si a = 0, entonces el factor racionalizador para /m es el mismo, y/m . Para raices
cubicas escoja un factor racionalizador que genere un cubo perfecto, y en forma

analoga para otros indices.
Ejemplo: Racionalice el denominador en cada expresion:

&
‘ o

[\
(]
&

b. —=
V5

Solucion
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a.
5 _ 5 3
2V3  2v3 V3
53
- 2(3)
53
6
V3 es el factor racionalizador.
Multiplicar numerador y denominador por el factor racionalizador.
Expresion racionalizada.
b.
2 2 B
VERRRVERRVEE
_2V25
V125
2 /25
5

3 . .
V52 es el factor racionalizador.

Multiplicar numerador y denominador por el factor racionalizador.

Expresion racionalizada.

Ahora veamos otro ejemplo

9
34+V7

e Racionalizar la expresion:

Solucién:
2 2 3-VT_ 2B-V7)
3+VT  34+VT 3—-VT (32— (VT7)?

6 —27 6—2V7
= = — 7
9—7 2 3= VT
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Trabajo Practico
Ejercicio 22. Racionalice el denominador de la expresion
2z .8 5
a. e. — i — m. ———
VT 2 V14 —2
2 _ 5

C3v2-1
3 0.

o
—_
S5 oo S

—h

5

® g
w | oo

B

(V3+ %)~

Q
—
~
w
>
|
—_

! b L p. YLD
7 R RV V-

Trabajo Practico - Ejercicios adicionales
Ejercicio 1: Para cada item, represente cada conjunto segtin lo pedido:

a. Sean A={-3;0}yB={zs€Z|-2<x<T}

Representa el conjunto A U B como intervalo y en la recta numérica.

b. Sean C' = {1;3;5;7;9;11;13;15;17;19} y D = {x e N | 7 < x < 15}

Escribe el conjunto D N C' en la notaciéon mas conveniente.

c. Teniendo en cuenta los conjuntos: A = {1;3;5} y AU B = {1;2;3;5} .Elige
las opciones que consideres correctas:

e B={1;3;5} e B= e ANB=1{1;3} e Ninguna de las
{153;2;5,7;9} restantes

Ejercicio 2: Calcule, sin usar calculadora

a. 52-(1/5)3 c. (1/16)1/4 . V=3
/96
9 —1 £ 7 7

-2 7 d. ¢ — . —

b. (3/2)7 1 7 V28

Ejercicio 3: Indique verdadero (V) o falso (F)

a. (a®V®) = (a-b)° e. —(—4)"=-1

b, 0% =0 f. vV34+v3=16
5oy 31590

C <—x1) =13z & 4 4 4
100
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0 o _a, 0
J'SZO o c+d_c+d
Kk 2 :1 0. 322 =22 + 22 + 22
a+b b
b+c b
Lpq 20 _dete P =1
a+c a+c c c
da 4 a 5% 0
m. — = - - ==
bbb 40

Ejercicio 4: Calcule el valor exacto, sin calculadora

a. (_716+4):4—<2_—_f-2+%> c.%:?—i—(i’)—%):(l—g—i—%;%)

b ¢/(Z5+378) —2: L -1 d (-9 [(-H7)] =

Ejercicio 5: Simplifique cada expresion y elimine los exponentes negativos.
Suponga que todas las letras representan a nimeros positivos.

a. (3d)='/3 e. /64,6 ' <2m_3n5/2)4
i —

3m~1In=2
b. (—2a%*)(5a%/? 6\
(=2a%%)(5a%) f. (8a3y=0)~%/3 i (27a SK)3
5/2
C. <@) (al/25-3)" K3 32210
y? g (a7255)1/2 . y=

20-2 \ ! 22y /3 —6
1 (55) h. {/T62%y 1 ' (T)
Ejercicio 6. Sin utilizar la calculadora, coloque >, < o =, segiin corresponda:
a. % -/625 1 d. \/Tg
b. v2-V/8 /32 v V243
o () LV2T+VIE

Ejercicio 7. Decida cual o cuales de las siguientes expresiones son iguales a:

Sl

68 . 7710
338 -121-712

a) 7-11 b) 1286 c) 283 d) 28 e) 1110.2112
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