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1. Funcién exponencial

Introduccién

Imaginemos que una institucién bancaria tiene una tasa de interés fijo e igual a
i % al mes para una determinada inversién. Supongamos que un inversor inicia con
un capital de P pesos, una aplicacion en este tipo de inversion. Vamos a analizar
mes a mes el comportamiento de su saldo, suponiendo que no hace ninguna retirada
de dinero.

Después del 1° mes tenemos:

Capital : P
Interés : P-4
Saldo S(1): P+ P -1 = P(1+1)

Después del 2° mes tenemos:

Capital : P(1 +1)
Interés : [P(1+14)]-i=P(1+1)-1i
Saldo S(2) : P(14d) + P(1+1i)-i=P(1+4)-(14+14) = P(1+1i)?

Procediendo de la misma manera, llegaremos a la conclusién
Después del 3° mes tenemos un: ~ Saldo S(3) = P(1 +1)?
Después del 4° mes tenemos un:  Saldo S(4) = P(1 +4)?

Después del n-ésimo mes tenemos un: ~ Saldo S(n) = P(1 +4)"
La férmula utilizada S(n) = P(1+ )™ es una funcion del tipo exponencial, pues
la variable n aparece en el exponente.

Hemos visto funciones del tipo

N\

POLINOMIALES RACIONALES
flz) =an f(z) = 55 con Q(x) #0

Veremos ahora funciones exponenciales, donde x sera el exponente de alguna
expresion
Con la finalidad de estudiar esta funcién haremos un breve repaso de las propie-
dades de la potencia.

Potencia de exponente entero y exponente racional

Resumen de las propiedades

Paraz e R*eyeR*;a € Q; b€ Q", con R* =R - {0} y Q* =Q — {0}:
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Propiedad Expresién Ejemplo
Matematica
Producto de potencias de x¢ - b = gott 23.24 =27 =128
igual base
Cociente de potencias de 2%+ g = g0t 5% + 52 = 5* = 625
igual base
Distributiva de la potencia (x-y)* =2 y* (3-4)2=32-4%=
con respecto al producto 144
, . z\* a® 2\ 8
Potencia de una expresién -] =— - ==
fracei . Yy y® 3 27
raccionaria
Potencia de otra potencia (2?)0 = 200 (7%)3 =70 =
117649
Potencia con exponente 1 e 9t =9
Potencia con exponente 0 20 =1 49 =1
, B 1\° L1
Exponente negativo R 270 = -
x 8
Exponente fraccionario zi = P 83 = /82 =4
(raiz)
Ejemplo:

a. 2324 =234 = 97 — 128
=35 =33
c. P50 =53 =5 =5

N

=3

=

— 33+

N|=

b. 32.3

d 33+3=37"=3"=1

e. 24295 =945 =91 = (%)1 =1

Potencia de exponente real

Es importante saber que las propiedades de las potencias para exponentes racio-
nales permanecen validas para exponentes irracionales.

Recordando que la uniéon de los niimeros racionales 11, con los irracionales I, o
sea Q U I, d& como resultado los niimeros reales R, tenemos:

Importante: Las propiedades de las potencias para exponentes racionales per-
manecen validas para exponentes reales (si la base es positiva).

Observacion:

- En el caso particular de « real y positivo, tenemos 0% = 0.
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- Sin embargo, 0° es una indeterminacion.
Ejemplos:
Calcular:

a. 3v2. 35 = 3v2s

b. 537r - 527r — 537r727r =57

e (7= =)=

2. La funcién exponencial

Recordando el ejemplo de la introduccion, podemos definir la funcién exponencial
asi:
Sea a un numero real positivo y diferente de 1 (a € RT y a # 1) definimos la
funcién exponencial con base a a la funcién
f:R—R"
definida por f(z) = a”

Son ejemplos de funciones exponenciales:

a. f(x) =5" (en este caso la base es 5)

b. f(x) = (0,4)" (en este caso la base es 0,4)
c. f(z) = (V/5)* (en este caso la base es v/5)

Trabajo Practico
Ejercicio 1.En las siguientes expresiones, identifique las que definen a funciones ex-
ponenciales:

a. y = 10" d y=2=2
b f(z) = a0 e, f(x) = (0,1)"
c. y =10z f.y=2

Sila base a es 10, la misma se conoce como base decimal y la funcién f(z) = 10”
se conoce como funciéon exponencial decimal, haciendo referencia a la base 10.
En numerosas aplicaciones, la opcién mas adecuada para una base es el nimero
irracional
e =2,718281828 ...

conocido como nimero neperiano. Recuerde que 2 < e < 3.

Cuando este ntimero es usado como base de la potencia, la funcién dada por
f(x) = e” recibe el nombre de funcién exponencial natural. Su gréfica se ilustra
en la siguiente figura y se compara con las funciones exponenciales de base 2 y 3.
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4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4 5

T

Asegtirese de ver que para la funcién exponencial f(z) = e*, e sea la constante
2,718281828 . .., mientras x sea la variable.

Para todos los otros casos es sélo llamada funcion exponencial.

Grafico de la Funcién Exponencial

Las graficas de todas las funciones exponenciales tienen caracteristicas semejan-
tes. Analizaremos la imagen de la grafica de funciones exponenciales a través de
algunos ejemplos.

Ejemplo 1:

y=f(z)=2"
Construimos una tabla de valores con los puntos pertenecientes al grafico carte-

siano de la funcion, atribuyendo valores arbitrarios a x y, enseguida, calculando el
valor de f(z) para cada uno de esos valores. Ejemplo:

yzf(—2)=2‘2=i; y=J(-1 =2‘1—%;
y=f(0)=2"=1; y=f(1)=2"=2
y=f(2)=2"=4
5 —y=f(z)=2"

_962 f(w);? 4
T :
0 1 i
; 121 r—’r’/ 1 1 1 ?E

—4-3-2-1| 12 3 4

Observamos que cuanto menor es el valor de x, més los puntos del grafico de
la funcion se aproximan del eje x, sin embargo, no llega a tocarlo nunca. La recta
sostén del eje x, por este motivo es llamada asintota a la curva; palabra que viene
del latin .23symptota” que significa ”linea”.
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Ejemplo 2:

1 ) *
flz) = <§
Se deja como tarea completar este ejemplo siguiendo el mismo procedimiento del

Ejemplo 1

Caracterizacion de la funcién exponencial

Podemos resumir las propiedades de la gréfica de la funcién f(z) = a™:

1. Dominio: R
2. Imagen: R™ (reales positivos)
3. Siempre pasa por P(0,1)

4. La funcién es inyectiva, o sea que:
f(x1) = fz2) = 21 =19
5. La funcién es sobreyectiva, o sea que:
Vy € RY, 32 € R tal que y = a”
6. De (4) y (5) podemos decir que la funcién es biyectiva.

7. Sia > 1, la funcién es creciente, o sea:

Ty > Ty — a”' > a™?

8. Si0 < a<1,lafuncion es decreciente, o sea:

T1 > Ty — a"! < a™

9. El eje z es asintota de la grafica.

Como hemos visto en los ejemplos y ejercicios anteriores se puede ver que la grafi-
ca de una funcién exponencial es siempre creciente o decreciente. En consecuencia,
las graficas pasan la prueba de la recta horizontal y, por tanto, las funciones son uno
a uno o inyectivas.

Trabajo Practico

Ejercicio 2. La funcién f(x) = 5% es una funcién exponencial con base . Evalde:
a. f(=2) = c. f(2)=
b. f(0) = d. f(6) =
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Ejercicio 3.Trace la grafica de la funcién haciendo una tabla de valores. Use
calculadora si es necesario.

a. f(z) =3 b. h(z) = (3)°

Ejercicio 4. Verifique si las funciones son crecientes o decrecientes en R. Justifique.

a. f(z) = (16)" d. y=(107) g y=(V2Z-1y
b,y —10° e. flz)= (L) hoy= (%)
e. fl)=(3)’ £y Ly= ()"

Ejercicio 5.Represente gréaficamente las siguientes funciones (utilice los conceptos
aprendidos sobre desplazamiento de graficas)

a. y=3"—-1 e. f(x)=-3"

b. y = 2z+1 i

o flz)= (%)m_2 f. g(z)=2"-3
d y=142° g h(z)=4+(3)"

Ejercicio 6. Encuentre las funciones f o gy g o f; y determine sus dominios.

fl)=2% g(x) =z +1

3. Ecuaciones exponenciales

Llamamos ecuacién exponencial a toda ecuacion que presenta la incognita en
el exponente. Son ejemplos de ecuaciones exponenciales:

3=1 ; 5°7°=10-2""" ; 7°=3

Resolver una ecuacién exponencial significa encontrar el valor (o valores) de la
incognita que haga la ecuacién una sentencia numérica verdadera. Por ejemplo, en
la ecuacién 2% = 32, el valor x = 5 es una raiz, pues 2° = 32.

Métodos de Resolucion

Es posible transformar (a través de las propiedades) algunas ecuaciones en otras
equivalentes que posean, en ambos miembros, potencias de la misma base (mayor
que cero y distinto de 1). Obtenido esto, y recordando que la funcién y = a* es
inyectiva, llegamos a una ecuacion que envuelve solamente los exponentes de los dos
miembros.

Cuando no es posible obtener potencias de la misma base en los dos miembros,
utilizaremos otros métodos, en especial los logaritmos.
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Nota: En esta parte del curso, no haremos uso de los logaritmos para resolver
las ecuaciones exponenciales.
Ejemplo 1 Resolver la ecuacién 3% = 9.

Solucion:
3*=9
3% = 3% (expresamos 9 como potencia de 3)

x =2 (por la propiedad biunivoca)

El conjunto solucién es S = {2}.
Ejemplo 2 Resolver la ecuacién V3 = 27%.

Solucion:

B
I
w
ol

y 27 =33 entonces:

3z = (33)°

32 — 33

5 1

T
1

T ==
6

El conjunto soluciéon es S = {%}
Ejemplo 3 Resolver la ecuacion

() - (5)

Solucién:
27 = 3° = (3)3 = 27 = (2)_3 entonces:
8 2 \2 8 \3/ ‘
2 5% 2 -3
() =)
br = -3
x —_— _§
5

El conjunto solucién es S = {—g .

Trabajo Practico
Ejercicio 7.Siendo U = R, resuelva las ecuaciones exponenciales:

a. 5% = 125 c. 125-5* —1=0 e. V8 =64
bh. 81 —3* =0 d. 2¢ = /2 f. 8% = /64
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Conitnuemos con algunos ejemplos mas de ecuaciones.
Ejemplo 4: Resolver la ecuacién 2% 4 2*+1 = 24
Soluciéon

20 +2%.2=24
2°(1+2) =24 (Factor comun 27)
2" .3 =24
Y
9e — =2
3
2 =8
T — 23
=3
El conjunto solucién es S = {3}.
Ejemplo 5: Resolver la ecuacién 3-27Ft —4.2972 6.2 = 4
Solucion:

3.-27H—4.2"72 6.2 = —4
T 2° T : z+1 T r—2 27
3-2-2 —4-Z—6-2 = —4 (Aplicando 27" =2-2% y 2 :Z)
6-2"—2%—6-2"=—4 (Simplificando coeficientes)

(6—-1—-6)-2°=—4 (Factor comun 2°)

S
2 =4 (Multiplicando por — 1)
2" = 2°
T =2

CU2—I
Ejemplo 6: Resolver la ecuacion 9% = (%)

Solucion:
" 1 x2—x
= (3)

(3%)" = (37 1)@ (Conversién a base 3)
32 = 3~we (Propiedad (a™)" = a™")
2 = —1* + (Igualando exponentes)
2’ +x=0 (Reordenando términos)
z(z+1)=0 (Factorizacién)

r=0 o z=-1

El conjunto solucién es S = {—1,0}.

Trabajo Practico
Ejercicio 8.Siendo U = R, resuelva las ecuaciones exponenciales:
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a. 371437 =22 c. /237 = /224

d ="
b 0,5 3x—2 -1 8% _ 21+2
: (3) € =T

Ejemplo 7:Presentamos este ultimo ejemplo, sélo a modo ilustrativo. Resolver
la ecuacién 4% — 3 -2771 — 5. (%)zfx =10+ 2-2%H

Solucién:

Analizaremos los términos de ambos miembros por separado y luego los susti-
tuiremos en la ecuacion exponencial.

Asi:
4% — (22)90 223[: — (29@)2 (1)
2:E
v = — 2
. (2)
1
Z—91 3
> (3)
27+l — 9% . 9 (4)

Sustituyendo en la ecuacién dada, tenemos:

1 271
496—3-2“—5-(5) =10+ 2-2%H!

2w
(21)2—3~5—5-(2*1)2*1:10+2.2m.2

Reescribiendo:
2T —5.(2)" 2 =10+4-2" (5)

Como (2)" 2 =2 =2
) en (5) y reescribiendo:

l\.’)ll\’)
)

Reemplazando (6
3 D
(2x)2—§-2w—1-2x:10+4-2x (7)
Si hacemos 2* =y
3 5
W)’ =5 y=—7y=10+4-y

Multipliquemos por 4 ambos miembros para eliminar las fracciones y trabajar
con coeficientes enteros.

3 5

(W) =5 y—7 oyl =4-[10+4-y

4y? — 6y — by = 40 + 16y

Distributiva en ambos miembros
Efectuando las operaciones algebraicas necesarias, tenemos:

4y? — 2Ty — 40 = 0 (9)

10
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Las rafces de (9) son y; =8 e yo = —2.

Para y; = 8, en (8) tenemos:

W =8=92"=2=1=3

5

Para y; = —3, en (8) tenemos:

5

27 = =
4

lo cual es imposible pues el rango de la funciéon exponencial son los reales positivos,
o sea, a” > (0 para todo x real.
Por lo tanto, el conjunto solucion es:

S={3}

4. Logaritmos

Introduccién

En la seccion anterior vimos como es sencillo resolver una ecuaciéon exponencial
cuando es posible obtener en ambos miembros de la igualdad potencias de la misma
base. Por ejemplo:

2"=64 = 2°=2° = 2=6 = S={6}

En la seccion anterior nunca resolvimos ecuaciones del tipo 5% = 12, pues es
imposible obtener en ambos miembros potencias de la misma base.

Las funciones exponenciales tienen una base constante y un exponente variable.
La inversa de la funcién exponencial es la funcion logaritmica.

Para abordar este tema, pasaremos inicialmente al estudio de los logaritmos como
operacién matematica, para después estudiar la funcion inversa de la exponencial,
o sea, la funcion logaritmica.

Definicién de logaritmo

Obtener el logaritmo de un niimero (en cualquier base) es una operacion aritméti-
ca binaria, es decir, la siguiente funcion:

log : R} xR} =R
(a,b) = c=1log,b (1)

Observemos que:

Ejemplo:

Es comun decir: “simplificamos la base con el logaritmo”. En realidad, sélo es-
tamos usando la definicién de logaritmo.
Recordemos entonces que:

11
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El logaritmo de un niimero positivo b, en una cierta base a, positiva y
diferente de 1, es el exponente al cual se debe elevar la base a, de modo
a obtener ese ntimero b.

Comparando esta ultima expresion con el ejemplo dado al comienzo, 5% = 12,
podemos observar que a =5y b = 12, por lo que z = 12.
Si bien no sabemos cual es el valor de x, podemos afirmar que:

l<zx<?2

pues
5' < 12 < 52

Veremos mas adelante una forma de calcular z, mediante un cambio de base (en
este curso), o una serie de potencias.

Logaritmos especiales:

Si la base es 10, colocamos simplemente logb. O sea, logh = x <= 10 = b.
Si la base es el ya conocido niimero e, usamos el siguiente simbolo Inb. O sea,
Inb=2 < " =0.
El simbolo “Ind” se lee: “logaritmo natural”.
Ejemplo 1 Determinar x en los siguientes casos:

a. logsbh ==
c. logy,1=ux
Solucion:
a. logsh=2=5"=5=5"=5=z2=1

3) _ 3\ _ 3 3\« _ (3)\! _
b logyy (3) =z = (1) =1=(1) = (1) =z=1
c.logyl=2=2"=1=1=20=22=22=2=0

T 0 T 0

d. logpl=2=(3)"=1=1=(3) = () =() =2=0
Podemos observar que:
» El logaritmo de la base es 1: log,a =1

» El logaritmo de 1 es cero independientemente de la base: log, 1 = 0

Ejemplo 2: Determinar z en los siguientes casos:

a. logg 36 =
b. log,49 =«
Solucioén:

a. logg36=2=6*"=36=36=6"=6"=6"= 1 =2

b. log;49=20=T"=49=49=T"=>T"=T"=>1=2

12
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Trabajo Practico
Ejercicio 9. Complete segtn la definicién de logaritmos:

5% = 125, entonces logd =......

logs 25 = 2, entonces L= ......

Ejercicio 10.Usando la definicién de logaritmo, determine el valor de x (sin usar

calculadora):
a. log; 10 == c. logg1 0,1 =2 e logsz= -3 g. log 5(27) = —4

b. logys 1 == d. logigx =0 f. log sx = % h. logy, §=—1

Ejercicio 11. Complete los espacios en blanco:

Foérmula Forma Forma Forma
logaritmica exponencial logaritmica exponencial
logg 8 = 1 43 = 64

logg 64 = 2 log,2 = %
82/3 — 4 432 = 8
83 = 512 log, (1—16) =2
oz (1) = -1 gy (2) = -1
—2 _ 1 —5/2 _ 1
8 2 _ = 4 5/2 _ =

Ejercicio 12. Resuelva las siguientes expresiones, sin usar calculadora:

a. log, % = e. logyy 7=
3
b. logy N f. logys /5 =
c. log, V2 = g. log% i =
d. logg 0,25 = h. logﬁ(Q\/ﬁ) —

Propiedades de los logaritmos

Sea a un niimero positivo, con a # 1. Sean A, B y C nimeros reales cualesquiera
con A>0y B>0.

13
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Propiedad Explicacion
log,(A- B) =log, A +log, B El logaritmo de un producto es la
suma de los logaritmos de los factores
A
log,, (E) =log, A —log, B El logaritmo de un cociente es la

diferencia de los logaritmos del
numerador y denominador

log,(A%) = C - log, A El logaritmo de una potencia es el
exponente multiplicado por el
logaritmo de la base

Veamos ejemplos de estas propiedades
Ejemplo 1. Aplicar la propiedad del logaritmo de un producto (a esto se lo
conoce como .“pansién”de la expresién):

a. log, (0,2 . %) = log4(0,2) + log, (%)

b. logs(5 - 2) = logs(5) + logs(2)

c. logs(a-b-c) =logs(a) + logs(b) + logs(c)

Ejemplo 2. Aplicar la propiedad del logaritmo de un producto

a. logs 2 + logs 7 = logs(2 - 7) = log,(14)

b. log, 3 4 log, 5 + log, 10 = log,(3 - 5 - 10) = log,(150)

c. logs 2 + logs (%) = logs (2 . %) =log;1 =0

Ejemplo 3. Aplicar la propiedad del logaritmo de un cociente (expansién):
a. logg (g) = logg 5 — logg 2

b. log;(0,2) = log (35) = log2 —log10 =log2 — 1

Ejemplo 4. Aplicar la propiedad del logaritmo de un cociente (combinacién):
a. logs 2 —logy 7 = logs (2)

b. log, 10 — log, 5 = log, (15—0) =log,2=1

c. logs(2,5) — logs(10) = log, (22) = log,(0,25)

Ejemplo 5. Aplicar propiedades combinadas:

a. logy (“2) = logy(a) + logy(b) — logy(c)

b. log, (37“) =1+ log;a —logs b

Ejemplo 6. Aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia (expansién):

14
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a. logy5(3%) = 2 - logy;5(3)
b. logs(107*) = (—4) - log,(10)
c. log /2 = log (2%) = % -log 2

Ejemplo 7. Aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia (combinacién):

a. b -logg 2 = logg 2° = logg 32

b. (—10) - log, 5 = log, 571 = log, (zIv)

Trabajo Practico
Ejercicio 13.Use la Ley de Logaritmos para expandir las expresiones:

a. logs(5y) d. logs Va2 +1 g. log, (x(itll)>
b. logy(z(x — 1)) e. Invab h. log M—Zéwy
c. logg v/17 f. In+/3r2s i. log\/x\/yv/z

Ejercicio 14. Use las Leyes de Logaritmos para combinar cada expresion:
a. logy, A + log, B 4 2log, C
b. 4logz — 5 log(a® + 1) 4 2log(z — 1)
c. n5+2Ilnz+ 3In(z* +5)
d. 2(logs x + 2log; y — 3logs 2)
e. 3log(x + 2)% + 3[log z* — log(a? — z — 6)?]

f. log, b+ clog,d —rlog, s

Cambio de base

En algunos casos, es util cambiar de logaritmos de una base a logaritmos de otra
base. Suponga que se da log, x y se quiere hallar log, z. Sea

y = log,z

(1)
Podemos escribir esto en forma exponencial y tomar el logaritmo, con base a, de
cada lado.

15
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b =z (Forma exponencial)
log, ¥ =log, x (Tomando log, de cada lado)
y-log,b=1log,x (Ley del logaritmo de una potencia)

1
y = li))i—az (Dividiendo por log, b)

De (1) y (2) obtenemos:

Formula de cambio de base
| log, x
0g, T =
So log, b
Ejemplo
Aplicar la férmula para expresar en base 5:
log: 2
a. logg2 = P85
logs 3
logs V2  1log2
b. 1 2 = = 2
ogr V2 logs 7 logs 7
logs 5 1
. log, 5 = =
o 082 logs2  logs 2
1 log; (1 -1
d. logs, <—> — 8 (5) =
5 logs 3 logs 3
Importante

= En el inciso b., v/2 = 2'/2 y por propiedad de logaritmos: log, " = nlog, x
» En el inciso ¢), logg 5 = 1 por definicién

o 1 ., 1
» En el inciso d), E= 571 y log, o= —log, x

= La férmula de cambio de base es util para calcular logaritmos en calculadoras
que solo tienen logaritmos en base 10 o natural (base e)

Trabajo Practico
Ejercicio 15.Use la regla para cambio de base y calculadora para resolver (redondear
a seis lugares decimales):

a. logy b = c. logy 16 = e. log, 2,61 =

b. logs 2 = d. logs 92 = f. logs 532 =
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5. La funcién logaritmica

Sea @ un nimero real, positivo y diferente de 1 (es decir, a € R% —{1}). Llamamos
funcién logaritmica de base a a la funcién:

g : R% — R definida por g(z) = log, =

Observe que el dominio de la funcién es R%, lo que significa que solo valores
positivos pueden ser asignados a la variable x. A continuacion, analizaremos dos
casos: cuando la base es mayor que 1 y cuando esta entre 0 y 1.

Ejemplo 1
Consideremos la funcién definida por:

y=1logsz o f(z)=Ilogsz

Asignaremos valores a x y calcularemos los correspondientes f(x) para construir
una tabla de valores:

x|y =loggx | Punto (x,y)
1 -9 )
|

3 3

1 0 (1,0)

3 1 (3,1)

9 2 (9,2)

Por esta vez, incluimos los calculos de la tabla, mostrando que basta con calcular el
logaritmo en base 3 de los diferentes valores de x.

1 1
083 9 Y 9 Yy
logy - =y =3 = =371 1
O - = = — = — —
€3 3 Y 3 Y

log;l=y=3"=1=3"=y=0
logy3=y=3=3=3'=y=1
log, 9=y=3"=9=3"=y=2

17
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f(x) = logyx

Observaciones importantes:

= Por conveniencia, asignamos a x valores que son potencias enteras de la base,
ya que asi obtenemos valores enteros para el logaritmo.

» Cuando el valor de = (positivo) se aproxima a cero, los puntos del grafico se

acercan cada vez mas al eje y sin llegar a tocarlo nunca. Por lo tanto, el eje y
es una asintota de la curva.

Ejemplo 2:

Consideremos la funcién definida por:
1
3

y:10g( )l’

Construyamos una tabla de valores y puntos pertenecientes al grafico de la fun-
cién:

|y
T

1
3

11 0
3| —1
9| =2

18
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f(z) =logs =

13

Caracteristicas del grafico:

1
3

La funcién es decreciente porque la base a = = estd entre 0 y 1
Pasa por el punto (1,0) como todas las funciones logaritmicas
Tiene una asintota vertical en x = 0 (eje y)

El dominio es R y el conjunto imagen es R

Caracterizacion de la funcién logaritmica

1.

El Dominio de la funcién es R, o sea, solamente los niimeros positivos poseen
logaritmo.

. El Conjunto Imagen de la funcién es R, o sea que, cualquier nimero real es el

logaritmo de algin niimero real positivo, en alguna base.

. El grafico de la funcion estd a la derecha del ejey.

Siz=1=y=1log,1 =0 pues a® = 1. O sea que el punto P(1,0) pertenece
al grafico de la funcion, es decir, en cualquier base, el logaritmo de 1 es 0.

Si z = a es la base, tenemos que y = log, a = 1, pues a' = a. O sea que el
logaritmo de la base es 1.

. La funcién es inyectiva, pues si z1 # x9 = log, 1 # log, x5.

La funcién es sobreyectiva pues, para Vy € R,3z € R% | y = log, z.

. La funcion es biyectiva, o uno a uno, pues es inyectiva y sobreyectiva al mismo

tiempo.

. En el caso de que a > 1, la funcién es creciente, pues si 1 > x9 = log, 1 >

log, x2.
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10. En el caso de que 0 < a < 1, la funciéon es decreciente pues si x1 > xo =
log, z1 < log, 2.

11. El ejey es una asintota vertical de la funcion.

12. Sino se escribe la base, se sobreentiende que la base es 10, o sea, log,, x = log .

Trabajo Practico
Ejercicio 16. Indique cudles expresiones corresponden a funciones crecientes, y cuales
a decrecientes.

a. y = logsx c. y=logygw
b. y =log; z d. f(a:):log<§>x

Ejercicio 17. Grafique cada funcién a partir de las transformaciones vistas en la
Unidad 4.

a. f(x) =logy(x —4) b. g(x) =2+ loggz c. h(r) =1-1logyx

La funcién logaritmica como funcion inversa

Cuando estudiamos la funcién exponencial, vimos que era biyectiva. Por esta
razon admitia inversa. Anteriormente dijimos que la funcion logaritmica es biyectiva.

Por otro lado, el logaritmo esta definido en funcién de una potencia, la cual
podemos asociarla a la funcién exponencial. Seria natural suponer que la funciéon
exponencial es la inversa de la funcién logaritmica y viceversa. Hagamos en un mismo
sistema de ejes cartesianos las funciones y = log; x y la funcién y = 3*.

Ambas graficas son simétricas respecto de la recta bisectriz del primero y tercer
cuadrante, y = x. Recordemos que si f y ¢ son funciones inversas, se cumple que:

(fog)z)= (g0 f)(x) =id(z) =z
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Verifiquemos que esto se cumple en los ejemplos dados.
(a)
f(z) =loggx y g(x) =3
(o 9)(@) = flg(x)) = F(3) = logs(3) =2 -log 3=z -1 =

Aplicamos que:

* Ley del logaritmo de una potencia.

** El logaritmo de la base es 1.

(b)
(9o f)(@) = g(f(2)) = g(logzw) = 35" =

Por Definicién de logaritmo. Recordemos que el log; x es el exponente al que
hay que elevar la base 3, para obtener x.

Por (a) y (b) las funciones f(z) =logsz y g(x) = 3" son inversas entre si.

Dominio de funciones logaritmicas
Recordemos que en la funcién logaritmica:
= El logaritmando debe ser real y positivo
= La base debe ser real, positiva y diferente de 1

Veamos algunos ejemplos de determinacion de dominio, dado que situaciones como
estas surgen en Calculo I o Elementos de Calculo :

Ejemplo 1
Determinar el dominio de las siguientes funciones logaritmicas:

a) y = logs(3z + 10)

Para que el logaritmo esté definido:

3r+10>0
3r > —10
- 10

:C —_——
3

Por lo tanto, el dominio es:

10
D:{x€R|x>—?}
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b) f(z) = log,(5 — 12¢)

Para que el logaritmo esté definido:
5—12x >0

—12x > =5
5

<_
TS 19

Por lo tanto, el dominio es:

5
D:{ R <—}
reR|x 13

Trabajo Practico
Ejercicio 18.Determina el dominio de las siguientes funciones logaritmicas:

a) y = logy(bz + 1) d) f(x) = log%(x2 +9)
b) f(z) =log, (3 %) e) g(x) = logs(2z —7)
¢) y = logy(z* — 15z) f) h(z) =logs (6 — %)

6. Ecuaciones logaritmicas

Las ecuaciones logaritmicas son aquellas que presentan logaritmos con la incégni-
ta figurando en el logaritmo (resultado), en el logaritmando o en la base. Ejemplos
de ecuaciones logaritmicas:

a. logy(3z+1) =3

b. log, 5 = 12

c. logs12 ==z

d. logy(z — 1) +log, 22 =1

e. logz +log(xr—1) =1

Algunos de estos ejemplos pueden resolverse solo con la definicién de logaritmo,
mientras que otros como el ejemplo (d) requieren mas elaboracion.

Observacién: Al resolver ecuaciones logaritmicas, debemos considerar las res-
tricciones para los logaritmos, sus bases y la incégnita:

,Coémo determinamos estas restricciones? Debemos asegurar que:

1) El logaritmando sea positivo:

log,(3x + 1) =3 restriccién 3z +1 >0
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2) La base sea positiva y distinta de 1:
log,(30) =2 restriccibn a >0y a # 1

A estas restricciones se les llama también ¢ondiciones de existencia.® ”dominio
de definicion”, siendo todas estas designaciones equivalentes.

El Conjunto Universo (U) es el conjunto de niimeros reales que cumplen ambas
restricciones. El Conjunto Solucién (S) es un subconjunto de U cuyos elementos
verifican la igualdad planteada (S C U).

Por ejemplo, en log,(3z 4+ 1) = 3:

1
U:{$€R|z>—§}

7
s-{0) cu
3 S
Ejemplo 1

Resuelva la ecuacion log,(bx — 1) = 2
Solucién

log,(bx — 1) =2
4> = 5x — 1 (por definicién de logaritmos)

16 =5z -1
or =17
17
r=—
5
Verificacion:
El logaritmando debe satisfacer 5z — 1 > 0:
1
5 (g) —-1=16>0

Conjunto solucién:
g {17}
U5
Ejemplo 2

Resolver las ecuaciones siguientes:

a) logg(v) = 3

8% =1
V82 =z
Tr =
Comprobacién de respuestas

Para x = 4: logd 2

og
logg(4) = ==
OgS( ) 10g8 3
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b) log,(z —1) =1
(Se deja como ejercicio)

c) logy(2 —x) =—1
(Se deja como ejercicio)

El siguiente ejercicio es meramente ilustrativo; para mostrar que la expresion en
el argumento del logaritmo podria ser un polinomio de grado 2.

Ejemplo 3
Resuelva la ecuacién log,(z? — 2z — 16) = 3

Solucion

logy(2® — 27 — 16) = 3
23 =2 — 27 — 16 (por definicién de logaritmos)
8=ua?—21r—16
2 —2r —24 =0 (ecuacién cuadratica)

2++/4496

1131:—4 y 5132:6

Comprobacién de respuestas

Para x = —4:
log,((—4)* —2(—4) — 16) = log,(8) = 3

Para z = 6:
log, (6% — 2(6) — 16) = log,(8) = 3

Verificacion de condiciones:
El logaritmando debe satisfacer 2 — 2z — 16 > 0:

» Parar = —4: (—4)? —2(—4) —16=8 >0
» Paraz =6: (6)>—2(6) —16=8>0

Conjunto solucién:

S ={-4,6}
Ejemplo 4
Resolver la ecuacion:

log,(3x + 1) +logy(9 —x) =5

log,(3x + 1) +logy(9 —x) =5
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log,[(3x +1)(9 — x)] = (logaritmo de un producto)
log,[27x — 32> + 9 — 2] = (suma de términos semejantes)

logy[—32% + 267 + 9] =
25 = —3952 +26x+9  (por definicién de logaritmos)

—32% + 262 —23=0 (resolucién de ec. cuadratica)
23

r1=1 Yy zy= 3

Para verificar que las soluciones satisfacen la ecuacion original y el dominio de
los logaritmos, se debe asegurar que 3z +1 > 0y 9 —x > 0 para cada soluciéon
encontrada.

- Para x = 1:

31)+1=4>0 y 9-1=8>0

Por lo tanto, x = 1 pertenece al conjunto solucién.

- Para x = 233

23) 23 4
+1=24 - ==
3(3 >0 y 9 3 3>0

Por lo tanto, x = % también pertenece al conjunto solucion.
Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuaciéon logaritmica es:

s={15)

Trabajo Practico
Ejercicio 19. Resuelva las ecuaciones y exprese el conjunto solucion:

a. In2+2x) =1 e. logx +log(x —3) =1

b. log(3z +5) =2 f. logs x + log;(x 4+ 1) = log; 20

c. logg(2? + 4z —5) =2 g. logs(x +1) —logs(z — 1) =2

d. logy(z? — 2 —2) =2 h. log, 3 + log, x = log, 5 + log, (7 — 2)

Ejercicio 20. Resuelva cada ecuacion, redondeando la solucién a cuatro lugares
decimales.

a. 107" =4 c. 2e?* =17

b. 3271 =5 d. 4+ 37 =38
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e. 3 =01 8 T =4
e x
£ (§)" =15

Ejercicio 21. Resuelva cada problema de modelado:
A. El niimero de bacterias en un cultivo se modela mediante la funcién

n; = 500 %"
donde t se mide en horas y n es el nimero de bacterias en miles.

i. ;Cual es el numero inicial de bacterias?

ii. ;Cuéntas bacterias estan en el cultivo después de tres horas?

iii. ;Después de cuantas horas la cantidad de bacterias llega a 100007

B. En una fiesta se sirve un tazén de sopa caliente. Comienza a enfriarse segin
la ley de enfriamiento de Newton, de modo que su temperatura en el instante ¢ se
determina mediante

T, = 654 145 %%
donde t representa al tiempo en minutos y 7' la temperatura de la sopa medida en

°F.

i. ;Cual es la temperatura inicial de la sopa?

ii. ;Cual es la temperatura de la sopa después de diez minutos?

iii. ;Después de cudnto tiempo la temperatura sera de 100°F?

C. Un lago pequeno contiene cierta especie de pez. La poblacion de peces se
modela mediante la funcién

10
P=——
1 4 4e— 08¢
donde P es el nimero de peces en miles y ¢ se mide en anos desde que se aprovisioné
el lago.

i. Encuentre la poblacién de peces después de tres anos.

ii. ;Después de cuantos anos la poblacion de peces llegara a cinco mil?

D. Los médicos emplean el yodo radiactivo como trazador para diagnosticar
ciertos trastornos de la glandula tiroides. Este tipo de yodo se desintegra de tal
manera que la masa restante después de ¢ dias se determina mediante la funcién

my = 60087
donde m es la masa de yodo en gramos y ¢ es el tiempo en dias.

i. Encuentre la masa inicial de yodo.

ii. ;Cuanta masa queda después de veinte dias?
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iii. ;jCuéntos dias habran transcurridos si se sabe que queda una masa de 0,57 g?

E. Un paracaidista salta desde una altura razonable al suelo. La resistencia del
aire que experimenta es proporcional a su velocidad, y la constante de proporciona-
lidad es de 0,2. Se puede demostrar que la velocidad de descenso del paracaidista se

expresa commo
v(t) = 80(1 — e 02

donde t se mide en segundos y v(t) se mide en pies por segundo.
i. Encuentre la velocidad inicial del paracaidista.
ii. Calcule la velocidad después de cinco segundos y después de diez segundos.

iii. Halle el tiempo que transcurre hasta que alcanza una velocidad de 77 pies/seg.
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