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1. INTRODUCCION

La trigonometria es una de las ramas mas versatiles de las matematicas.
Tiene aplicaciones tanto tedricas como practicas.

El poder y la versatilidad provienen del hecho que puede considerarse de dos maneras diferentes.
Una de ellas define la trigonometria como el estudio de funciones de numeros reales, la otra como
estudio de funciones de dngulos.

Las funciones trigonométricas definidas de estas dos formas son idénticas —asignan el mismo valor
a un numero real dado (en el segundo caso, el nimero real es la medida de un angulo). La diferencia
es sélo el punto de vista.

En uno de ellos, se presentan aplicaciones que abarcan procesos dinamicos como el movimiento
armonico, el estudio de ondas sonoras y la descripcion de los fendmenos periddicos.

El otro enfoque permite aplicaciones estaticas, como por ejemplo la medicién de distancias, fuerza,
velocidad y, en general, aplicaciones que comprenden la medida de longitudes y direcciones.

Podriamos esquematizar sintéticamente de la siguiente manera.

TRIGONOMETRIA

I

Podemos considerarla desde dos visiones

‘ distintas '

Funciones de Angulos Funciones de Numeros Reales
AMBAS \
EQUIVALENTES e .;))))))))}
AL\ Difieren en las yo :
{wi : APLICACIONES

Aplicaciones que abarcan procesos
dindmicos como el movimiento armadnico, el
estudio de ondas sonoras y la descripcion de

los fendmenos periddicos

Aplicaciones que
comprenden la medida de
longitudes y direcciones
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| Funciones de Angulos Funciones de Numeros Reales |
Tridngulos Rectangulo Circunferencia Unitaria

P

hip cat. op.
—_— y
/>~"cat. ady.
(2]
“Tridngulo rectingulo OPQ
Analizamos las relaciones métricas entre sus lados en Utilizamos las coordenadas de un punto en la
sus definiciones: circunferencia en sus definiciones:

Relaciones trigonométricas Definicion de las funciones trigonométricas

caleto opuesto cateto adyacente calelo opuesto Sea  un ndmero real y sca Ax, y) el punto del circulo unitario determinado
sen —_— Ccos S — tan 0 S ——————— por . Definimos
hipotenusa hipotenusa caleto adyacente
y
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente smis2 e e (#0)
cse —— g —_— col -
cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto ey % (v #0) o % (x #0) e f (v #0)
Unidad de | ) : -
\ Grado Sexagesimal Radian
medida - o
. . ——) 1" =— rad 1rad = 180
Equivalencia 180 e

¢Cémo podemos definir un angulo?

Podemos considerar que un angulo consta de dos rayos R; y R, con un vértice comun O; uno de los
rayos gira sobre el otro como muestra el ejemplo. Segln el sentido de giro, el angulo es positivo (si
lo hace en el sentido antihorario) o negativo (en el sentido horario). (ver figura)

R. 0 lado imicial
L ————— = R,
A
lado terminal
8
A
® - B
o lado inicial r B
angulo positivo angulo negativo

é¢Queé significa medir un angulo?

La medida de un dngulo es la cantidad que rota uno de los rayos (R,) respecto del otro (R;), que
queda fijo, teniendo al vértice O como punto fijo para realizar la rotacién.

De manera intuitiva, esto es écudnto se “abre” el angulo en este giro?
Pregunta: { Qué se necesita para medir?

Respuesta: Se necesita un sistema de medicién y una unidad de medida adecuada, tomada como
patron.

Los sistemas de medicidn, y sus unidades, mas utilizados son tres:
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SISTEMA UNIDAD
1. Centesimal Grado Centesimal
2. Sexagesimal Grado Sexagesimal
3. Circular Radian

El sistema Centesimal practicamente no es utilizado.

En el sistema sexagesimal la unidad de medida es el grado sexagesimal.

. . . . 1
El angulo cuya medida es 1 grado, es el que se obtiene al hacer rotar el lado terminal la 360 parte de
un giro completo. Este angulo se toma como unidad de medida del sistema sexagesimal.

Cuando se dice “el angulo a mide 28°, significa que esta unidad cabe 28 veces en el dngulo « ; 0 que
puede ser subdividido en 28 dngulos de medida 1° cada uno”

En el sistema circular la unidad de medida es el radidn.
Este sistema es muy utilizado en célculo y otras ramas de las matematicas.

El dngulo de un radian es aquél que “barre” un arco de longitud 1 radio. De alli deriva su nombre.

\ 1 radio

\ El angulo 6 mide 1 radian. El arco de
circunferencia determinado por sus lados tiene la
misma medida que el radio de la circunferencia.

o
-
=
[+
e
o

I rad

0 1

Unidad de medida
Puesto que un giro completo medido en grados es 360" y medido en radianes es 2w (que es la

longitud de la circunferencia unitaria), se obtiene la siguiente relacion entre estos dos métodos de
medicion de angulo.
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Relacién entre grados y radianes

o

180° = wrad 1rad = (@) 1" =— rad
s
1. Para convertir grados en radianes, multiplique por %.

. . . 180
2. Para convertir radianes en grados, multiplique por —

Medida de 6 = 1 rad

Medida de 6 = 57.296°

¢Cudl es la diferencia importante que cabe ser destacada entre estos sistemas de medicién?

. '-=-.‘_\_\
»
X 1 radio
AR
2 ¥ 0] Bl BRI
Medida de 8 ~ 57.296° Mediflade 8 = 1rad

2 radianes 7 radian
} ] } T »
0 1 2 3w
1 radian
3 radianes

En el gréfico anterior se muestra claramente el significado de la medida de un dngulo de 1 radian en
ambos sistemas.

Queda claro entonces que la medida en radianes es una longitud, y como tal, puede ser representada
en la recta real; ya, la medida en grados, que corresponde a un drea, NO puede ser representada en
la recta real, pues en ésta sdlo se pueden representar longitudes.

Habiendo hecho estas consideraciones y usando la relacidn entre las unidades, podemos asociar las
funciones trigonomeétricas de nimeros reales, a funciones trigonométricas de angulos.

La mayor aplicacion de las funciones trigonométricas de angulos es la resolucién de problemas
relacionados a la medicién de distancias, fuerza, velocidad y, en general, aplicaciones que
comprenden la medida de longitudes y direcciones.
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Ejercicio N° 1
Complete la siguiente tabla:
Medida sexagesimal | 0° | 30° 90° 135° | 150° 2400 | 270° 360°
Medida radial 0 %rr %ﬂ' s T Im
Ejercicio N° 2
En cada inciso calcule lo pedido:
a. La longitud del arco s b. El dngulo 6 c. Elradior
” 8

Ejercicio N° 3

Resuelva:

una distancia de 1,5 km?

circunferencia de 1,395x108 de km de radio.

a. Las ruedas de un auto miden 70 cm de didmetro. ¢ Qué distancia (en kildbmetros y en metros)
recorrerd el auto si sus ruedas giran 10,000 veces sin resbalar?

b. é Cuantas revoluciones hard una rueda de auto, de 75 cm de didmetro, cuando el auto recorre

c. Encuentre la distancia que la Tierra recorre en un dia en su trayectoria alrededor del Sol.
Suponga un afio de 365 dias y que la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol es una

2. LOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Considere un tridngulo rectangulo con 8 como uno de sus angulos agudos. Las relaciones

trigonométricas se definen como sigue?:

cosf =

sech =

adyacente
hipotenusa

LAS RELACIONES TRIGONOMETRICAS
hipotenusa
opuesto SEnd = ey
hipotenusa
0
adyacente A hipotenusa
F]G"RA 1 S - opuegto

adyacente

hipotenusa

opuesto
tanf = ———
adyacente
adyacente
coth = ——
opuesto

! También es usual la notacién tg 6 en lugar tan 6
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Los simbolos que usamos para esas relaciones son abreviaturas de sus nombres completos: seno,
coseno, tangente, cosecante, secante, cotangente. Como dos triangulos rectangulos cualesquiera
con angulo 8 son semejantes, estas relaciones son iguales, cualquiera que sea el tamafio del
tridngulo, es decir, las relaciones trigonométricas dependen sélo del angulo 6.

30
5
3
L]
4 40
scnf}=% :scnﬁ=%=%
Ejemplo 1: Calcular razones trigonométricas
Calcule las seis razones trigonométricas para el angulo en la figura
Solucién
3 2 2 5 2
* senfl = — cosfl = — IanH:—f_
3 3 AV
3 3 V5
csc B = — sec ) = —— coth = —
Vs 2 V5 2

. 3 . . ‘
Si cosa = 2 trace un triangulo rectangulo con & como uno de sus angulos agudos y calcule las

razones trigonomeétricas restantes

Solucion

Como cosa esta definido como la relacidn entre el lado adyacente y la
hipotenusa, trazamos un tridngulo con hipotenusa de longitud 4 y un lado de
longitud 3 adyacentea « .

Si el lado opuesto es x, entonces por el Teorema de Pitagoras, 3 +x> =4 o

sea x* =7, de modo que x = \/7 . A continuacién usamos el triangulo de la
figura para hallar las relaciones:

V7 3 VT
Ssénak = —— COS & = — lanag = —
4 4 3
4 4 3
CSC @ = — Seéc o¥x = COolax — =
V7 3 7
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La capacidad para resolver tridngulos rectangulos con el uso de relaciones trigonométricas es
fundamental para numerosos problemas en navegacién, topografia, astronomia y las medidas de
distancias. Las aplicaciones que consideramos siempre comprenden tridngulos rectangulos, pero
podrian generalizarse.

Para examinar los siguientes ejemplos, necesitamos alguna terminologia. Si un observador esta
viendo un objeto, entonces la recta que va de sus ojos al objeto se llama linea de visién (Figura). Si
el objeto que es observado esta arriba de la horizontal, entonces el angulo entre la linea de visidn y
la horizontal recibe el nombre de angulo de elevacidn; si estd debajo de la horizontal, entonces el
angulo entre la linea de visién y la horizontal se denomina dngulo de depresion.

Linea de
vision

Angulo de
1 depresion
Angulo de P 5

Y elevacion

: ,i Horizontal
t Horizontal

i

**Linea de
VISION S

\.

Ejemplo 2: Calcular alturas

Un arbol proyecta una sombra de 532 pies de largo. Encuentre la altura del arbol si eldngulo de
elevacidn del Sol es 25.7°

Solucion

Sea h la alwra del drbol. De la Figura vemos que

h :
— = tan 25.7° Definicion de tangente
T 7 532
h h = 532 1an 25.7° Multiplique por 532
\25.7“ 4 lv 5:‘2{‘.]‘.45'2'?] = 256 Use calculadora

T < 532pies >

Por lo tanto la altura es aproximadamente 256 pies. El ejemplo estd tomado del libro Precdlculo de
James Stewart, por lo tanto es comun el uso de unidades del sistema imperial (pies, pulgadas,
millas, etc). Esta situacion se da con frecuencia en la bibliografia, sin embargo en los ejercicios y
evaluaciones mantendremos las unidades del sistema métrico (metros, centimetros, kildémetros,
etc)
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Ejercicio N° 4
Calcule las seis razones trigonométricas para cada dngulo 6
a. b.

& 0

(]
un

8
24 c.

Ejercicio N° 5
Resuelva cada situacién, redondee cada respuesta a los centésimos.

a. Se encuentra que el angulo de elevacion de lo alto de un edificio es de 11° desde el suelo, a
una distancia de 1,5 km de la base del edificio. Usando esta informacion, encuentre la altura del
edificio.

b. Desde lo alto de un faro de 60 m, el dngulo de depresién a un barco en el océano es de 23°. ¢A
qué distancia estd el barco desde la base del faro?

c. Una escalera de 6 m esta inclinada contra un edificio, de modo que el angulo entre el suelo y
la es calera es de 72°. ¢ A qué altura llega la escalera en el edificio?

d. Un cable de 180 m para sujecion estd unido a lo alto de una torre de comunicaciones. Si el
cable forma un dngulo de 65° con el suelo, écudl es la altura de la torre de comunicaciones?

e. Para medir la altura de la capa de nubes en un aeropuerto, un trabajador enciende un reflector
hacia arriba, a un angulo de 75° de la horizontal. Un observador a 600 m de distancia mide el
angulo de elevacion del reflector y ve que es de 45°. Encuentre la altura h de la capa de nubes.

600 m -

f. Calcula la longitud del puente que se quiere construir
entre los puntos Ay B, para lo cual se sabe que los
angulos ABO y OAB miden 322y 482 respectivamente y
gue la distancia entre Ay O, medida en linea recta es
120 m.
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3. LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

El conjunto de puntos del plano cartesiano que se encuentran a una distancia 1 (unidad de longitud)
del origen, es una circunferencia cuyo radio mide 1 (unidad de longitud). Representada por C(p 1)

cuya ecuacién es x? + y? = 1.

Definicion de Circunferencia Unitaria

La Circunferencia Unitaria con centro en el origen de coordenadas O y radio 7 = 1, C(¢ 1), es el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan del origen O una distancia de 1 unidad. Su

ecuacién es (x — 0)2 + (y — 0)? = 1, mas conocida como x% + y? = 1.

Los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro cuadrantes, nombrados en el sentido antihorario,
como indica la figura. Los puntos ubicados en cada cuadrante tienen coordenadas con signos

positivos o negativos como esta indicado.

Vi Y4
Segundo Cuadrante Primer Cuadrante
I1® Cuadrante I Cuadrante
x <0 x {ﬂﬂ x>0
>
y>0 ¥ y>0
:1' r<0 x>0 X
x<0 ’ y <0 y<0
i) ; ; i - >
Tercer Cuadrante Cuarto Cuadrante
I II* Cuadrante IV® Cuadrante

El signo de las coordenadas de un punto P(x, y) segun el cuadrante son:
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CUADRANTE X | v
PRIMER CUADRANTE ot
SEGUNDO CUADRANTE | — | T
TERCER CUADRANTE B B
CUARTO CUADRANTE -

¢Como sabemos si un punto P esta en la Circunferencia Unitaria C,1)?

Ejemplo 3: Determinar si un punto pertenece a la Circunferencia Unitaria

2 V2 , . . N
Demuestre que el punto P (g,\/z——) estd en la Circunferencia Unitaria.

Solucién

Necesitamos demostrar que este punto cumple con la ecuacién de la circunferencia, es decir, x? +

y? =1.
2 2
V2\' L 2y 2z 2 11
2 2) 4 4 2 2
Podemos afirmar que P estd en la Circunferencia Unitaria. ‘

Si un punto P(x,y) del plano verifica x? + y? < 1 se dice que es un punto interior de Coon)-
Si un punto P(x,y) del plano verifica x? + y2 > 1 se dice que es un punto exterior de Coon)-

Observacidn: Tanto la coordenada x como la coordenada y deben ser menores o iguales a 1 para que
el punto P esté sobre la circunferencia unitaria.

Si conocemos el cuadrante y una de las coordenadas de P, podemos facilmente encontrar la
coordenada faltante.
Ejemplo 4: Buscar las coordenadas de un punto en la Circunferencia Unitaria

1 , . . —
El punto P (E,y) esta en la Circunferencia Unitaria en el cuadrante IV. Encuentre su coordenada y.

Solucidén

Como esta en la Circunferencia Unitaria, entonces

12
=) +y*=1
Q) Y
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V3
lyl = )
sl
-2
Como el punto estd en el IV cuadrante, su coordenada y debe ser negativa, asi que y = — 3 ‘

2

Trabajo Practico

Ejercicio N°6:

Determine cudles de los siguientes puntos estan en el circulo unitario, cudles pertenecen a la
circunferencia unitaria y cuales se hallan fuera del circulo unitario.

a (-2,-25)

7’ 7

Ejercicio N°7:
Determine la coordenada faltante de P, si se sabe que P es un punto de la circunferencia unitaria
ubicado en el cuadrante indicado.

Coordenadas Cuadrante
1
_ 1
<x1’3)
2
(g .}’2> '

Puntos sobre la Circunferencia Unitaria

Suponga que t es un numero real.

La pregunta es: ¢ Cdmo hacemos para localizar este nimero real en la circunferencia unitaria?
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Respuesta: Empezando en el punto (1,0) y desplazdndonos en el sentido contrario a las agujas del
reloj si t es positivo, o bien, en el sentido de las manecillas del reloj si t es negativo, tantas unidades
de medidas como indica t. De esta forma llegamos al punto P(x,y) sobre la circunferencia
determinado por el nimero real t. A este punto lo Ilamamos punto terminal.

t
t<0 0 t=0
yi yi
P(x,y) gt
>0
>
X 0 Iox
Punto P(x, y) sobre la circunferencia Punto P(x, y) sobre la circunferencia
determinado por 1 < 0 determinado port >0

La longitud de la circunferencia unitaria es C = 2rr = 2n(1) = 27 . Entonces, tomando como punto
de partida a (1,0), si t se desplaza en el sentido contrario a las agujas del reloj a lo largo de la

circunferencia, retornando al punto de partida, t habra recorrido una distancia de 2w unidades (de
longitud)

Si t se desplaza la mitad del camino alrededor de la circunferencia, habra recorrido E(Zn) =7

unidades

. . . . 1 T
Para desplazarse un cuarto de la distancia alrededor de la circunferencia, t recorre Z(Zn) =3

unidades

La pregunta es: ¢DAnde se encuentra el punto terminal cuando t recorre ciertas distancias a lo largo
de la circunferencia?

Si t recorre tres

y
e cuartas partes de la =2
\ circunferencia
P(1,0)
/ \f

Sitrecorre toda la
circunferencia

C =2nr=2n(1) =2m

3 3
Z(ZTL’) = ETL’

N

P(x,y) se encuentra

en la posicion (1,0) P(x,y) se encuentra

en la posicidn
(0' _1)
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Si t recorre la mitad de
la circunferencia

1
E(Zn) =7

P(x,y) se encuentra
en la posicién (—1,0)

yi

t '
P(-1,0) /\

Sl

Sit recorre la cuarta
parte de la
circunferencia

I

2

P(x,y) se encuentra
en la posicion (0,1)

1
Z (27’[) =

Ejercicio N°8:

a) t=1

Trabajo Practico

b)t =25

yi

ggt=-1,1

Mediante la figura encuentre el punto sobre la circunferencia determinado por el nimero real t,
con coordenadas con una cifra decimal.

d)t =42

Ejemplo 5: Dado un nimero real t, encontrar el punto P(x, y)en la Circunferencia

Unitaria

Calcule el punto P(x, y) sobre la circunferencia unitaria determinado por cada nimero real t dado.

a) t=3m

Solucion

De acuerdo con la siguiente figura, observamos que:

b)t =—-m

P(- |,ﬂ}ﬁ 0

ot=-=

2

Y
o/
!

el
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a) El punto determinado port = 3mes (—1,0)
b) El punto determinado port = —mes (—1,0)
c) El punto determinado por t = —ges (0,-1)

Observe que valores diferentes de t pueden determinar el mismo punto.

> Puntos especiales sobre la circunferencia y la determinacion de sus
coordenadas

0 T T i T
t 6 3 2
31 2 V2 1 V3
Punto (1,0) 1 V2 2 L 0,1)
Terminal 22 22 2 2
o f3
{Iﬁ(%-‘?)
7:(0.1) m (32 N2
I4‘(21."a)

!jo; (1,0) x

Pregunta: {Para qué nos sirven estos nimeros t € R y sus respectivos puntos terminales P(x,y)
localizados en la circunferencia, todos en el primer cuadrante?

Respuesta: Con ayuda de ellos, podremos obtener las coordenadas de puntos en los demas
cuadrantes.

Ejemplo 6: Determinacidn de puntos sobre la circunferencia

Calcule el punto sobre la circunferencia determinado por cada nimero real dado t.

a) t=—-

El punto P(x,,y,) determinado por t = —% y el punto Q(x5,y,) ]
determinado por t = 5 tienen las mismas coordenadas en el eje x —~ 2(L.4)

(esto es, x; = x,) pero coordenadas opuestas en el eje y (esto es, =
Y1 = —Y,), ya que Q se encuentra en e/ [ Cuadrantey P en el IV
Cuadrante. f

Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el IV Cuadrante en la W)

. . V2. V2
circunferencia son T L 4
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by t=3=Z

El punto P(x,,y,) determinado por t = %n y el punto Q(x,,y,)
determinado por t = % tienen las mismas coordenadas en el eje y

(esto es, y; = y,) pero coordenadas opuestas en el eje x (esto es,
X; = —X3), Yya que Q se encuentra en el [ Cuadrantey P en el [V
Cuadrante.

Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el II Cuadrante en la

b}

. . V2 V2

circunferencia son (—7,?) ‘
5w

) t=-7

, 5
El punto P(x;,y;) determinado por t = —?n y el punto Q(x3,v,)
determinado por t :% tienen coordenadas opuestas en el ejey

(estoes, y; = —y,) y también coordenadas opuestas en el
eje x (estoes, x; =—x,), ya que @ se encuentra en ell
Cuadrantey P en el III Cuadrante.

Por lo tanto, las coordenadas el punto P en el III Cuadrante en la

. . V31
circunferencia son -5 73 2

Numero de Referencia y su Importancia

Los ejemplos anteriores muestran que, para conocer las coordenadas de un punto en cualquier
cuadrante, basta conocer las coordenadas del punto correspondiente en el primer cuadrante.

Introducimos el concepto de “nimero de referencia” para facilitarnos el calculo de los puntos sobre

la circunferencia.

Numero de Referencia

Sea t un numero real. El nimero de referencia t asociado a t es la distancia mas corta a lo largo de
la circunferencia unitaria entre el punto sobre la circunferencia determinado por t y el eje x.

Ejemplos

i

//——-—-.__\; - =

b) t=580 - t=2mr—5,80 ~ 0,48 a)

b)
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c) d)

51 51 T

c) t=— > t=m——=-

6 - 6 6
T 21 b4 !_ F B
d t=—-= s> t=n—-—=- : '

3 3

Do
ER

Este procedimiento se conoce como “Reduccion al primer cuadrante”

Ejemplo 7:

Calcule el punto terminal P sobre la circunferencia determinado por cada uno de los nimeros reales

_>5m - = 4T
a) t= b)t—4 )t = .

¢Cémo procedemos?

Para determinar el punto P definido por cualquier valor de t, seguimos los pasos siguientes:

1. Encontrar el niumero de referencia t. (Recién calculado)
2. Encontrar el punto sobre la circunferencia Q(a, b) definido por t.

3. El punto determinado por t es P(+a, +b), donde los signos se eligen de acuerdo con el
cuadrante en el cual estd este punto sobre la circunferencia.

. . . . . 51 ’
a) Resolveremos sélo el primer caso, el resto se deja al estudiante. Si t = - el nimero de

. T . V3 1 . .
referencia es gzg, el cual define el punto Q(7;§) sobre la circunferencia conforme

calculamos antes.

Puesto que el punto determinado por t esta en el segundo cuadrante, su coordenada X es
negativa y su coordenada Y es positiva. Por consiguiente, el punto sobre la circunferencia

deseado es P (—g,%)
5
(-3) “11? (v3r23)
P\l ov3/at
F=c ] _

0 1 2
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Ejercicio N°9
34
s

Suponga que el punto definido por t es el punto (5 ) de la circunferencia unitaria. Encuentre las

coordenadas del punto sobre la circunferencia definido por cada uno de los siguientes valores:
a.m—t
b. -t
c.m+t
dt—m
Ejercicio N° 10
Calcule el numero de referencia para cada valor de t y el punto determinado por t.

5
e.t=z7'[
f. t=zn

3

4
g. t——gn
h. t ==
6

4. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE NUMEROS REALES.

Una funcién real de variable real es una regla que asigna a cada nimero real un Gnico nimero real.
En la Unidad 4 nos referiamos a este hecho como unicidad y existencia.

Usaremos los puntos sobre la circunferencia unitaria para definir las funciones trigonométricas de
numeros reales.

Sea entonces
fiR- C0’1
t—f(t)=(x,y) talquex®>+y?>=1

Con estas coordenadas de P(x, y) definimos las funciones trigonométricas asi:

Definicion de las funciones Trigonométricas

Sea t un numero real y sea P(x,y) el punto de la circunferencia unitaria determinado por t.
Definimos

sen(t) =y cos(t) =x tan (t) =% (x #0)

cosec(t) =§ (y #0) sec(t) = % (x #0) cot (t) =§ (y #0)
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Dado que estas funciones se pueden definir en términos de la circunferencia unitaria, se las llama
también funciones circulares.

Podemos esquematizar una de las funciones, a manera de ejemplo, de la siguiente manera:

R Co1 R
/ seno
sen: oy — R cos: Cp; — R tan: Cpy; — R
xy) =y (xy) - x

(x,y) - % parax # 0

Ejemplo 8: Evaluacién de las funciones trigonométricas

Calcule las seis funciones trigonométricas de cada numero real t dado.

s s
a) t= ; b) t= ;
Vi Segun la tabla, vemos que el punto determinado por t = ges
f (3 l ﬁ
P(_.l" Y. ) P (2, > )

» | Por lo tanto, las funciones circulares son:

\\, = - Las coordenadas son x =% ey= \/2—5
!/ |

{)=r=1 §)=x=4
sen 3 _y_Z Ccos COoS 3 —X—Z
V3

tan tan (g) = % =3 cosec (g) _ 23
2

B
P(0, 1)

3
| .
Por lo tanto, las funciones circulares son:
0 I (E) Y= T =y =
sen (3 =y=1 coscos(z)—x—O
. . 1
tan tan (g) no esta definida cosec G) =1= 1

4 p .. T _9_
sec (5) no esta definida cot cot (5) =1=0

Segun la tabla, vemos que el punto determinado por

t =§es P(0,1).

S

Las coordenadasson x =0 e y=1
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Tanto tan tan (%) como sec (E) no estan definidas porque

x = 0 aparece en el denominador en cada una de sus
definiciones.

*

Podemos hacer la siguiente tabla, de forma nemotécnica:

t 0 Vs Y Vs T
6 4 3 2
seno o Vi 2 3 Vi
2 2 2 2 2
Coseno E ﬁ E ﬂ ﬁ
2 2 2 2 2
Al resolver y simplificar nos queda:
sen (g) =y=1
t 0 s m [ [
6 4 3 2
Seno 0 1 E \/_§ 1
2 2 2
Coseno 1 \/_§ \/_E 1 0
2 2 2
Esta tabla puede ser completada con las demas funciones trigonométricas:
t 0 s m s i
6 4 3 2
1
sen(t) 0 - \/_E E 1
2 2 2
1
cos(t) 1 \/_§ \/_7 - 0
2 2 2
tan(t) 0 \? 1 V3 —
cosec(t) - 2 V2 ZT\/§ 1
sec(t) 1 ? 2 2 —
cot(t) - V3 1 \/?§ 0

Como podemos observar, existen algunos valores de t para los cuales algunas funciones no estdn
definidas.

Dominios de las Funciones Trigonométricas

Como sen(t) =y y cos(t) = x, ambas funciones estdn definidas para todos los nimeros reales.
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Ya tan tan (t) =% (x#0) vy sec(t) zi (x #0) no estan definidas cuando P(x,y) tiene

. 3
coordenada x = 0. Esto ocurre, por ejemplo, para t = g y parat = ST

Yi T
[ ==
(€, 1) ,-'/ 2
~ Como P pasa por estos puntos cada nm - veces,
podemos sintetizar el dominio de la tan tan (t) vy
- de la sec(t) como
0 (1,00 x
T
{tER : t¢§+mr paratodo neZ }
3
Tt =g

Como cot cot (t) = g (y #0)y cosec(t) = i (y # 0) no estan definidas para y = 0, estos casos
deben ser excluidos del dominio.

¢Cuando el punto final P tiene ordenada y = 07?

Esto ocurre cuando t =0, m, 2m, 3m,...., nmw,
I6gicamente, estos valores deben ser retirados del
dominio de estas funciones. El dominio queda asi:

{teR: t+nm paratodone Z}

Dominio de las funciones trigonométricas

Funcién Dominio

seno, coseno Todos los numeros reales

, . T .
Todos los numeros reales diferentes de E+mr para cualquier

tangente, secante
enteron

cotangente ,cosecante | Todos los nimeros reales que no sean nm para cualquier entero n
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Conocemos los valores de las funciones trigonométricas para los t que determinan puntos en el
primer cuadrante. Para calcular los valores de las funciones en los demds cuadrantes, lo primero que
necesitamos conocer son los signos que toman las mismas en los diferentes cuadrantes.

Los signos de las funciones trigonométricas dependen del cuadrante en el cual se encuentre el punto
determinado por t, conforme indica el siguiente cuadro.

Signos de Las Funciones Trigonométricas
Cuadrante Funcién Positiva Funcién Negativa
I Todas Ninguna
11 Seno, Cosecante Coseno, Secante, Tangente, Cotangente
111 Tangente, Cotangente Seno, Cosecante, Coseno, Secante
% Coseno, Secante Seno, Cosecante, Tangente, Cotangente

Ejemplo 9: Calculo de todas las funciones trigonométricas a partir del valor de una.

. 3 . . . -
Sicos (t) = oY t estd en el cuadrante IV, calcule los valores de todas las funciones trigonométricas

ent.

Solucidén

Sabemos que x =cos cost e y = sen t, también sabemos que P(x, y) el punto de la circunferencia
unitaria determinado por t y vale la ecuacién x? + y% = 1, por lo que:

sen?(t) + cos?(t) =1

sen?(t) + (g )2 =1

Sustitucion de cos cos (t) = %

9 16 .
sen®()=1—-=== Despeje de sen?(t)
25 25
4 ., ,
sen(t) = i; Obtencién de las raices cuadradas
Puesto que este punto esta en el cuadrante IV, sen(t) es negativo, de modo que sen(t) = —g .

Ahora que ya conocemos tanto sen(t) como cos(t), podemos calcular los valores de las otras
funciones trigonomeétricas usando sus definiciones:

4
y=sen(t) = —¢ (®)

1
cosec(t) =—=
y

5

1 —
sen(t) 4

5 1
—— sec(t) =—-=
x

3 _y _ sen(t)
—g tantan(t)—;—m
-4
_5 __ 4
33
1 5 51
x
cos(t) 3 cot(t) y tan(t)

4
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Trabajo Practico
Ejercicio N° 11
Determine sin calculadora el valor exacto de la funcidn trigonométrica en el nimero dado.
21 51 7
a. sen— b. cos— c. tan—
3 6 3
d. cotZ e. secZ f. cosec —=
4 3 2
Ejercicio N° 12

Estime el valor aproximado de la funcién trigonométrica dada usando a) la figura y b) una
calculadora. Compare los dos valores.

a) sen(1) b) cos(0.8) c) sen(1.2) d) cos(5)

e) tan(0.8) f) tan(—1.3) g) cos(4.1) h) sen(=5.2)

Ejercicio N° 13
Se proporciona el punto P(x,y) determinado por un nimero real t. Encuentre sen (t), cos (t)y
tan (t).

0 E) W ED 0 (2D @ (5D

4. GRAFICAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

La grafica de una funcién describe el comportamiento de ésta.

Las funciones trigonométricas pueden ser graficadas y se les pueden aplicar las mismas
transformaciones que se estudiaron en la unidad 4, a saber, sumar (dentro y fuera del argumento),
multiplicar (dentro y fuera del argumento) y reflejar.

Comenzaremos graficando el seno y el coseno.

Algunas observaciones se imponen. La primera es que dichas funciones, al estar definidas en funcién
de las coordenadas del punto P(x,y) sobre la circunferncia unitaria, necesariamente, repiten su

valor segun cierto patroén.
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Recordemos que la longitud de la circunferencia unitaria es 2m. Podemos inferir entonces que el
punto P(x,y) determinado por (t) es el mismo que el determinado por (t + 2m). Este hecho lo
podemos expresar en término de las funciones trigonométricas. Asi:

sen(t + 2nm) = sen(t) para cualquier enteron

cos cos (t + 2nm) = cos(t) para cualquier enteron
A este tipo de funciones se las conoce como funciones periddicas.
Una funcidn se dice periédica si existe un nimero positivo "p" tal que f(t + p) = f(t) para todo t.
Tal nimero positivo minimo "p" , si existe, es llamado de periodo de la funcién f.

Si f tiene periodo p, entonces se dice que la grafica de f en cualquier intervalo de longitud p es un
periodo completo de f.

Propiedades periddicas del seno y el coseno

Las funciones seno y coseno tienen periodo 2:

sen(t + 2m) = sen(t) cos (t + 2m) = cos(t)

Por tanto, las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de longitud 2.
Generalmente graficamos un periodo. En este caso, el comprendido entre 0 <t < 27w

Podemos usar varios Métodos:

Método 1. Mediante calculadora: completar una tabla de valores, localizar los puntos en el plano
cartesiano y trazar la gréfica.
Método 2. Usar los elementos aprendidos en la unidad de funciones sobre la caracterizacion de

éstas: Dominio, aqui 0 < t < 2m , ceros, puntos de mdximo y de minimo, junto con
algunos recursos del item anterior, si se hace necesario.

Método 3. Usar un método geométrico, el cual creemos mas apropiado, por lo menos en la
construccion de la grafica de la funcién seno.

Veamos como procedemos con cada uno de estos métodos, sus ventajas y desventajas.

Usando esta tabla de valores construida con ayuda de la circunferencia trigonométrica (reduccion al
primer cuadrante- ejemplo 4 y 5), localizamos los puntos en el plano cartesiano y los unimos.

i 0 o .
6 3

w [ sw | [ 1| 4 (3] &= [11s

z o I
f 6 ] 2 i f

= e
| V3 i | | 3 el |

q i
senf 0 5 5 I % a ) 5 5 I ] ¥
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o

s
£\

Un periodo de y = sen(t)
0<t<2m

La principal dificultad de este método consiste en la localizacién de puntos tales como (g,ﬁ),

2
incluso del propio (m, 0)

Funcion Coseno

Analizaremos ahora la funcion coseno. Al igual que en el caso de la funcidn seno usamos una tabla
de valores construida con ayuda de la circunferencia trigonométrica, localizamos los puntos en el
plano cartesiano y los unimos.

clol = |z | 2| 2| 57 In | 4x |37 | 5¢ | = |,
6 3 | 2] 3 6 "7 6 3 2 3 6 o
V3 1 I V3 V3 1 1 V3

= LA e =1 RS e e il e el A i e

Un periodo de y = cos(t)
0<t<?2m

La principal dificultad continda siendo la misma, o sea, la localizacién de puntos tales como (g,— ),

2
incluso del propio (7, 0)
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5. GRAFICAS DE TRANSFORMACIONES DE SENO Y COSENO

A partir de ahora, como no utilizaremos mas la circunferencia trigonométrica, haremos uso de la letra
X para representar la variable independiente de las funciones trigonométricas.

Consideraremos las graficas de funciones que son transformaciones de las funciones seno y coseno.
Podemos utilizar las mismas técnicas de graficacién de las funciones de la Unidad 4.

Ejemplo 8: Curvas del coseno
Trace la graficas de cada funcion.

a) f(x) =2+ cos(x) b) g(x) = —cos(x)
Solucion

a) Lagréaficade y = cos(x), se desplaza hacia arriba 2 unidades, como ocurriria con cualquier
funcidn estudiada en la Unidad 4.

finka

flx) =24+ cos(x)

b) Al multiplicar por (—1) se produce una reflexién respecto del eje x de la grafica y = cos(x),
como ocurriria con cualquier funcidn estudiada en la Unidad 4.

witls

gl{x) = —cos(x)

P S

i

Trabajo Practico
Ejercicio N° 14
Dibuje la grafica de las funciones

a) y =3+ cos(x) b) y = -2 —sen(x) c) y=|sen(x)|
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Observacion importante:

En todas las graficas, en el e¢je x, las unicas unidades de medida que se deben representar son de
longitud. Jamds deben colocarse grados sexagesimales, ya que estamos trabajando con funciones
de Dominio e Imagen reales.

8. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS.

Relaciones entre las funciones trigonométricas

Ahora que conocemos las varias funciones trigonométricas, veremos algunas importantes relaciones
que las vinculan.

_____ P (cos x, sen x}
X

L

X
-

La distancia de P(cos cos (x),sen(x)) al origen del sistema (0, 0) es 1. Entonces:

\/(cos cosx —0)2 + (senx —0)2 = 1 = Vcos?x + sen?x = 1 elevando al cuadrado
cos?x + sen?x = 1 relacién fundamental

A partir de esta relacién podemos obtener las siguientes relaciones conocidas como ecuaciones
pitagdricas.
Dividiendo ambos miembros de la relacién fundamental por cos?x queda:

cos’x = sen’x 1

cos?x = cos?x cos?x

= sec’x

1+ tan®x = —;
cos“x

Dividiendo ambos miembros de la relacién fundamental por sen?x queda:

cos®x = sen?x 1

sen?x  sen2x senZx

1
cotan®*x + 1 = —— = cosec?x
sen<x

Resumiendo, tenemos que para cualquier valor real de X, para el cual las funciones existen, son
verdaderas las siguientes ecuaciones.

Identidades Pitagoricas

cos’x + sen’x = 1 | 1+ tan’x = sec®x | cotan®x + 1 = cosec®x

Ecuaciones de este tipo, que producen sentencias numéricas verdaderas para cualquier valor de x -
siempre que x pertenezca al dominio de las funciones involucradas - son llamadas IDENTIDADES.
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Veamos otras identidades importantes:

Identidades Reciprocas
1 1
cosec(x) = sen(o) sec(x) = cos (D) cot(x) = tan ()
tan(x) = izzgi cot(x) = gz:lg;
Identidades pares-impares
sen(—x) = —sen(x) | cos(—x) = cos(x) | tantan (—x) = —tan(x)

Estas identidades permiten simplificar expresiones trigonométricas.
Para simplificar las expresiones algebraicas, usamos

la factorizacion,

denominadores comunes y

las formulas de productos especiales.
Para simplificar expresiones trigonométricas usamos

estas mismas técnicasy

las identidades trigonométricas fundamentales
Veamos algunos ejemplos y aplicaciones:
Simplificacion de expresiones trigonométricas
Ejemplo 11: Simplificacion de una expresion trigonométrica
Simplifique la expresién cos cos (t) +tan tan (t) sen(t)
Solucion
Primero volvemos a escribir la expresion en términos de seno y coseno.

cos! -+ lanfsent = cos ! + (fu" f) sen f ldentidad reclproca
cost

cos’t + sen’t )
e Denominador comin
cos 1

cos |

Identidad pitagérica
sec | ldentldad reclproca

Ejemplo 12: Simplificacion mediante combinacion de fracciones

senf cos@
0s0 1+sen

Simplifique la expresion
Solucion
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Combinamos las fracciones usando un denominador comun.
sen . __cos 0 sen (1 + sen 0) + cos’d B ’ b
- enominaaor comun
cosf@ 1+ send cos B (1 + senfl)

~ senf + sen’d + cosf
cos 0 (1 + sen B)

Distribucién de sen @

gop 0 + 1 ldentidad pitagdr
e 11 Aa pitagorica
cos 8 (1 + sen B) N

| Cancelacién y uso de la

= = gec B
L 4

cos f ldentidad reclproca

Demostracion de Identidades Trigonométricas.

Ahora estamos en condiciones de trabajar con ecuaciones que contengan expresiones
trigonométricas y verificar si dichas ecuaciones son identidades o no lo son.

Resulta util tener un criterio o procedimiento sugerido para tal fin.

Primero, es facil decidir cudndo una ecuacion no es una identidad. Todo lo que necesitamos hacer es
demostrar que la ecuacién no se cumple para algunos valores de la variable (o variables). Por
consiguiente, la ecuacién:

sen(x) +cos cos (x) =1
no es una identidad, porque cuando x = %, tenemos:

i T V2 2
sen(—) +cos cos (—) =—4+—=+2=%1

4 4 2 2
Para comprobar que una ecuacion trigonométrica es una identidad, transformamos un miembro de
la ecuacion en el otro mediante una serie de pasos, cada uno de los cuales es en si mismo una
identidad.

Criterios para demostrar identidades trigonometricas

1. Empezar con un miembro. Elija un miembro de la ecuacién y escribalo,
Su objetivo es transformarlo en el otro miembro. Por lo regular es mas facil
iniciar con el lado mas complicado.

2. Aplicar identidades conocidas. Use el dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empezo. Obtenga el comiin denominador
de las expresiones, factorice y aplique las identidades fundamentales para
simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos y cosenos.  Si encuentra dificil continuar, es ttil volver
a escribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.

Veremos algunos ejemplos importantes, pero que no agotan los recursos del procedimiento.

Ejemplo 13: Demostracion de una identidad mediante la reescritura en términos de
seno y coseno

Compruebe la identidad cos cos 8(sec — cosf) = sen?8
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Solucién

El primer miembro se ve mds complicado, asi que iniciamos con él y tratamos de transformarlo en el
segundo miembro.

PM = cos 0 (sec ) — cos 6)
|
=cosfl | —— — cos ldentldad reclproca
cos )
=1 — cos’f Desarrollo
= sen’l = SM ldentidad pitagérica

Ejemplo 14: Demostracion de una identidad mediante la combinacion de fracciones

1 1
Verifique la identidad 2tan (x) sec (x) = s o Trsencd

Solucion

Mediante un comun denominador y la combinacion de las fracciones en el segundo miembro de esta
ecuacién obtenemos

1 1
SM :

| — senx | + senx

(1 + senx) — (1 — senx)

Comin denominador
(1 —senx){1 + senx)

2 senx . g
——— SAmplifcacion
1 — sen”x
2senx
- : ldentidad F.ll'.,;l,'?_k{lr'll.'..l
Cos°x
SN X |
=7 ( ) Factortzacin
COSR X\ COS X
=2unxsecx =PM ldentidades reclprocas

¢

Veremos otras identidades utiles (sin demostracién) que se usan con mucha frecuencia.

Féormulas de adicion y sustraccion.

sen(a +ﬂ) = sen(a)cos(ﬂ)+cos(a)sen(ﬂ)
sen(a—ﬂ) = sen(a)cos(ﬂ)—coscos(a)sen(ﬂ)
cos(a+,8) = cos(a)cos(ﬂ)—(a)sen(ﬂ)
cos(a—ﬂ) = cos(a)cos(ﬂ)Jrsen (a)sen(ﬂ)
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Trabajo Practico
Ejercicio N° 15
Verifique las siguientes identidades trigonométricas

a. (senx +cosx)? =1+ 2senxcosx

secx cotx
b, —————=1
cscx
cscx-—cotx
c. ———— =cotx
secx—1

d. cscx [cscx —senx] = cot? x
e. tan® x — sen” x = tan”® x sen®x
f. cot(—x) cos(—x) + sen(—x) = —cscx

g. sen 8x = 2 sen 4x cos 4x

2tanx

h.——=—=15enlx
1+tan= x

. 2(tanx-cotx)

. ———S—-=-senlx
tan< x-cot< x

, 1-tan? x

jo cot2x = —

2tanx

9. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS.

Una ecuacién que contiene funciones trigonométricas se denomina ECUACION TRIGONOMETRICA.
Ejemplos:
sen?(x) + cos?(x) =1

2sen(x)—1=0

tan’(x) =3 =0
La primera ecuacién, como ya vimos, es una identidad, o sea, es una sentencia verdadera para todo
valor de la variable x.
Las otras dos ecuaciones se cumplen sélo para ciertos valores de x.

Para resolver una ecuacién trigonométrica, calculamos todos los valores de la variable que hacen que
la ecuacién sea verdadera.

Siempre usaremos radianes para la variable excepto en algunos problemas de aplicacién.

¢Qué tipo de ecuaciones trigonométricas veremos en este curso?
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1. Resoluciéon de ecuaciones trigonométricas del tipo:
2sen(x) —1=0
tan’(x) =3 =0

2. Una ecuacion del tipo cuadratico

2cos?(x) — 7cos(x) +3 = 0.2

3. Funciones trigonomeétricas de dngulos multiples

ﬁtan(g) -1=0

Resolucion de ecuaciones trigonométricas

Aplicamos las reglas del algebra y aislamos la funcién trigonométrica en un lado del signo igual.

Luego usamos los conocimientos de los valores de las funciones trigonométricas para determinar la
variable.

Ejemplo 15: Resolucion de una ecuacion trigonométrica
Resuelva la ecuacién 2sen(x) —1=0
Solucion
Empezamos por aislar sen (x).
2 sen(x) — 1 = OEcuacién dada

2sen(x) =1 Sumando 1 en ambos miembros

sen(x) = % Dividiendo por 2 ambos miembros de la igualdad

Puesto que el seno tiene un periodo de 27, primero calculamos las soluciones en el intervalo [0, 21).
Estas son x = /6 y x = 5m/6. Para determinar todas las otras soluciones sumamos cualquier
multiplo entero de 27 a estas soluciones. Por lo tanto, las soluciones son

x=%+2k7t , x=5?n+2k7r
donde k es cualquier entero.

En la figura 1. se ilustra una representacién grafica de las soluciones usando las funciones
trigonométricas.
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En la fig 2. se ilustra una representacidon grafica de las soluciones usando la circunferencia

trigonométrica. Esta representacion suele ser muy util.

Fig 2

Ejemplo 15:Una ecuacion de tipo cuadratico
Resuelva la ecuacion 2cos?(x) — 7cos(x) + 3 = 0.2
Solucion

Factorizamos el primer miembro de la ecuacion:

2cos’x—7cosx+3=0

Ecuacion de tipo cuadratico (2 cosx — I)(cosx—3)=0

W -7C+3=0

2C-1D(C-3)=0 cosx—3=10

2cosx—1=0 0

cosx =1 0 cosx =3

Ecuaclén dada
Factorizaclon
Cada factor se lquala a O

Determinaclon de cos x

Puesto que el coseno tiene periodo de 27, primero calculamos las soluciones en el intervalo [0, 27).
En el caso de la primera ecuacién, sonx = /3y x = 5m/3. Lasegunda ecuacién no tiene soluciones

porque cos (x) nunca es mayor que 1. Por consiguiente, las soluciones son
x=§+2k7t , x=5§+2kn

donde k es cualquier entero. ¢

Ejemplo 16: Uso de una identidad trigonométrica

Resuelva la ecuacion 1 + sen(x) = 2cos?(x)

Solucion

Usamos una identidad trigonométrica para volver a escribir la ecuacion en términos de una sola

funcidn trigonométrica.
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g
| + senx = 2 cos'x Ecuacitn dada
1 + senx = X1 — sen'x) dentldad pitagdrica

z - i
2sen‘x+senx—1=0 odos los términos se

Ecuacion de tipo cuadratico (2senx — 1)(senx + 1) = 0 Factortzacién
25 4 5 = 1=0 2senx—1=0 o senx+ 1=0 Todos los factores se
(25=-DS+1)=0 laualan a O
] "
senx = 2 0 senx = —1 determinacidn de een X
T 5w 3w
X ==, — o X =—

Como el periodo del seno es 21, obtenemos todas las soluciones de la ecuacién sumando cualquier

entero multiplo de 21 a estas soluciones. Por lo tanto, las soluciones son
3

x=g+2k7r, xzs?”+2k7r , x—zn+2k7r

donde k es un entero cualquiera. 4

Trabajo Practico
Ejercicio N° 16
Encuentre todos los valores de x para los cuales se verifica:
senx + 2 = —sen?x +§ sen x +§

Ejercicio N° 17

Resuelve cada ecuacidn trigonométrica en el intervalo [0,2m) y verifique las soluciones.

a. 2cos’x+5cosx +2=0 a. (tanx ++v3)(cosx +2)=0 e sen’x = 4 — cos’x

2 _
b. sen®x —cosx =0 b. cosx.senx —2cosx=0
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