Unidad 3

Ecuaciones: rectas y parabolas

En este apunte los estudiantes encontraran contenidos bésicos de:

Funcion afin.

Funcién cuadratica.
Ecuaciones de primer grado
Ecuaciones de segundo grado.
Ecuaciones con valor absoluto
Inecuaciones.

Sistemas de ecuaciones.
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1. Funcion Lineal - Afin

Una funcién f definida por la expresién f(z) = mz + n se denomina funcién
afin (o funcién polinémica de primer grado). Su grafica corresponde a la recta
representada por la ecuacién y = mz + n, donde m es la pendiente y n la ordenada
al origen.

Ejemplo:

rdenada al origen 2

Funcién Afin

Una funciéon afin tiene la forma general:
flz) =maz+n

donde m es la pendiente y n la ordenada al origen. Su gréfica es una recta que no
necesariamente pasa por el origen, ya que n puede ser cualquier niimero real.
Funcién Lineal
Un caso particular es la funcién lineal, que tiene la forma:

f(z) =mzx

En este caso, al ser n = 0, su grafica es una recta que siempre pasa por el origen
de coordenadas.

Rectas paralelas y perpendiculares
Rectas paralelas

Dadas dos rectas L1 (z) = myz+ny y Lao(x) = moz+ns, se dice que son paralelas
cuando sus pendientes son iguales, es decir, m; = msy.
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Rectas perpendiculares
Dadas dos rectas Li(z) = mix + ny y Lo(x) = max + ng, se dice que son

perpendiculares cuando sus pendientes son opuestas e inversas, es decir:

1
my-me = —1 o0 equivalentemente my = -
1
Y L,
T
Ly
LlJ—LQ@ml‘mQZ—l

Trabajo Practico
Ejercicio 1. Dada la recta y = %x —2, jcudles ecuaciones representan rectas paralelas
a ella?

a.y:%x+5 c. 3xr—4y+8=0 e.y:§x+2
b.yz—%x—l d. 6z — 8y =10 f.r=4

Ejercicio 2. Para la recta 2x + by = 7, selecciona ecuaciones de rectas perpendi-
culares perpendiculares:

a.y:gx—S c.yz—%x—i—l e. r =

(23] ] oot
8

|

W

b. bz — 2y =10 d. 10x +4y =9 f.y=
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Ecuaciones de la recta

Dos puntos en el plano P(x1,y1) y Q(x2,y) determinan una tnica recta. Si
queremos encontrar la ecuacion de la recta que pasa por esos puntos, podemos

utilizar las siguientes ecuaciones:

Conocidos dos puntos

Y2 — 1
To — I

Yy—mn = ‘(35—951)

= Esta forma se conoce como ecuaciéon punto-punto

22-% representa la pendiente (m) de la recta

s Fl término "

Conocidos un punto y la pendiente
y—y1=m-(r— )

= Esta forma se conoce como ecuacion punto-pendiente

= Requiere conocer un punto por el que pasa la recta (z1,y;) y su pendiente m

Trabajo Practico
Ejercicio 3. Dadas las siguientes rectas:

) 5 3
1

a. Represente graficamente cada una de ellas.

b. Encuentre de forma analitica el cero y la ordenada al origen de cada funcién.

4
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c. Halle la ecuacién de una recta paralela y otra perpendicular en cada caso.
Represente graficamente.

d. Encuentre para cada recta:

» La paralela que pasa por el punto P(—1,5)
» La perpendicular que pasa por el punto Q(3, —2)

Ejercicio 4.Dadas las rectas representadas graficamente:

a. Gréfico c)
Y

Gréfico a)

_= N W e

1 2 3 4

—=\.P

b. Grafico d)
Y

Y

41
\\0 N
' + + —0 + + + i\
-4-3-2-101234

4
Gréfico b) 37

2

1

NEEER 3
44

24

31

41

a. Halle la expresién algebraica explicita (y = mx + b) de cada una de ellas.

b. Encuentre de forma analitica el cero (raiz) y la ordenada al origen de cada
funcion. Verifique graficamente.

c. Halle, para cada recta:

» La ecuacién de la recta paralela que pase por P(2,2)

» La ecuacién de la recta perpendicular que pase por Q(—3, —1)

d. Represente graficamente las rectas del inciso anterior.
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Ejercicio 5. Dados los puntos:

A(0,3) 'y B(—4,0)
a. Representarlos en el grafico, identificando cada uno de ellos.
b. Trazar la recta que une A y B.

c. A partir del grafico, completar la siguiente tabla:

Ecuacién Pend. Ord. Cero |Perpendicular

d. Representar graficamente la recta perpendicular que fue elegida en el inciso
anterior.

2. Funcion Cuadratica

Una expresion de la forma f(z) = az?+bx +c, donde a, b y ¢ son niimeros reales,
con a distinto de cero (a # 0) representa la formula de una funcién cuadratica, o
funcion polinémica de segundo grado.

La grafica de una funcién cuadratica es una parabola.

Ordenada

4
Vértice

Forma candnica

Una funcién cuadrética f(z) = ax? + br + ¢ se puede expresar en la forma
estandar o candnica:

f(x)=a(xr —h)?+k

donde el vértice esta en V'(h, k). La pardbola se abre:



it FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS

CICLO DE INGRESO =

s Hacia arriba sia > 0

» Hacia abajosia <0

Y Y
‘ /.%w
i w(h,k)
T T
0 h 0 h
fl@)=alz—h)?>+k f(z)=a(z—h)?+k

Maximos y minimos
Sea f una funcién cuadratica en su forma estdndar f(z) = a(z —h)?+k. El valor

maximo o minimo de f ocurre en x = h.

» Sia >0, la pardbola abre hacia arriba y f(h) = k es el valor minimo de la
funcion.

» Sia <0, la pardbola abre hacia abajo y f(h) = k es el valor maximo de la
funcion.

Para una funcién cuadratica en su forma general f(z) = ax? + bz + ¢, el vértice
(punto critico) se encuentra en:

b

r=——
2a

= Sia > 0, la funcién tiene un minimo en f (—i).
» Sia <0, la funcién tiene un maximo en f (—%)

Nota: Una forma equivalente de calcular la ordenada del vértice es mediante la

., 2 .
expresion k = ¢ — Z—a, pero como con otras expresiones no alentamos aprenderlas de

memoria, si no recordar que es la imagen que corresponde a x, y calcular.

Forma factorizada

Se llama expresion factorizada de la funcién cuadratica a aquella que se forma
en funcién de los ceros:

fx) = a(x — z1)(x — z2)
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Formula para encontrar las raices

Para encontrar las raices de una funcién cuadrética podemos utilizar la formula
estudiada en la Unidad anterior, llamada formula resolvente o formula de Baskara:

—b+ Vb — 4dac

2a

T12 =

El discriminante

A = b — dac

Esta expresiéon se llama discriminante y nos brinda informacién sobre las raices:

s Si A > 0: Dos raices reales diferentes
» Si A =0: Una raiz real doble

» Si A < 0: No tiene raices reales

Trabajo Practico
Ejercicio 6. Observe cada una de las parabolas y complete el signo de los coeficientes
a, ¢y del discriminante A.

Grafico A Y
2 4
t %}/\ + — X
-2 — 2
14
_91
" q
" C
% - s A
1 2 Grafico C
)
. 9 1
" C 14+
n A x % % -
2 1 \yz
14+
" q
" C
Grafico B . A
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Grafico D Y
+ — T
i\ 2
= a
. C
= A
Ejercicio 7.Dadas las siguientes expresiones:
» oy =22 —3v+4 » y3 = —a? + 5x w ys =22 — 3w +4
oy = 222 - 31+ 2 w oy = —22416 wy =224+ 22+5

a. Calcule el vértice, eje de simetria, ordenada al origen y ceros, si existen en los
numeros reales.

b. Represente graficamente.

c. Halle la forma candnica y la factorizada, cuando sea posible en los reales.

Ejercicio 8. Dado el grafico, completa las siguientes representaciones de la parabo-
la representada

a) Forma factorizada:  f(x) =

b) Forma canénica: f(x) =

¢) Forma polinémica:  f(x) =
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a) Forma factorizada:  f(x) =

b) Forma canénica: f(z) =

¢) Forma polinémica:  f(x) =

3. Ecuaciones

Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion es un enunciado en el que se establece que dos expresiones ma-
tematicas son iguales. La mayor parte de las ecuaciones que se estudian en el Algebra
contienen incognitas, es decir, letras que representan nimeros.

Llamamos solucién de una ecuacion, al nimero real que hace verdadera la igual-
dad. Y denotaremos por Conjunto Solucion, a todos los valores que hacen cierta

la igualdad.
Ejemplo 1: Resolver la ecuaciéon 2z +3 =7

Resolucién: Verificacion:
20 +3=7 2(2)+3="7
20 =4 443="7
=2 T=7 V
Conjunto solucién: S = {2}
Ejemplo 2: Resolver 22 — 4 = 0
Resolucién: Verificacion:
2 —4=0 (2 —4 =
2’ =4 4—-4=0 Vv
T =42 (-2 —4=
4—-4=0 vV

Conjunto solucién: S = {—2,2}

10
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Trabajo Practico
Ejercicio 9.Determine en cada uno de los casos si los valores propuestos son soluciéon
de la ecuacién:

3
(a) (br —3)-4=(2—2x)-6 $1:0;$2:Z
1
(b)y 3—[4—(2—m)] =3m—(—4+m) mlz—l;mgzé
2 1 2 3
<C)5+x—3_§ 371—5,33'2—3
(d) vV4d—2xz=-1 r1=5;19=23

Consideramos a la letra como la “incégnita” de la ecuacién, por lo que el objetivo,
ahora, es determinar el valor de la incégnita que hace que la igualdad en la ecuaciéon
sea cierta, y el proceso para determinar las soluciones se llama resolucién de una
ecuacion. También es importante verificar las soluciones obtenidas, sobre todo co-
mo veremos mas adelante en el caso de las ecuaciones logaritmicas o trigonométricas.

Resolucion de ecuaciones

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones se llaman ecuaciones
equivalentes. Para resolver una ecuacion, tratamos de encontrar una ecuacion mas
simple y equivalente en la que la variable esté sola en un lado del signo de “igual”.
Las propiedades que aplicamos para resolver una ecuacion son:

Aqui A, B y C representan expresiones algebraicas y el simbolo < significa
“equivale a”.

Propiedad Ejemplo Descripcién

A=B +<— A+ C=B+C x2—-3+3=5+3=2=8 Sumarlamisma cantidad
a ambos miembros man-
tiene la equivalencia.

A=B <= (C-A=C-B 2:2=4-2=y=8 Multiplicar ambos miem-
bros por el mismo nime-
ro (distinto de cero) man-
tiene la equivalencia.

Resolvemos la ecuacién cambiandola a una equivalente en la que todos los térmi-
nos que tienen la variable estan en un lado y todos los términos constantes estan en
el otro.

Ejemplo:
p+1

4
= _3_£r-
sPtP 2

11



5
&

i FCEN e
CICLO DE INGRESO
4 1
3P +p—3= I% Ecuacién dada
3 1
3P + 3P 3= ]% Fraccién equivalente a p
7 p+1 P .
P 3= Sumar términos semejantes
7
2 - <§p — 3) =p+1 Multiplicar ambos lados por 2
14
—p—6=p+1 Distribuir
3
14
3P—P= 146 Restar p y sumar 6 a ambos lados
11
Ep = Simplificar
3
p="7- Tl Multiplicar por el reciproco
21
p=—= Solucion
11
Verificacion:

3

1) "1 0 2
8,2 B
33 ' 11 2
84+63 99 16

33 33 33 11

21
4(21) 20, f+l

48 16
33 11
16 16
a1 v

En los desarrollos anteriores incluimos todos los pasos, sin embargo algunos o su
justificacién escrita pueden omitirse. Lo importante es que el propio proceso de
resolver pueda seguirse, y pueda entenderse por otra persona.

Trabajo Practico
Ejercicio 10.Resuelva y verifique cada una de las ecuaciones:

a. —3(8r —2) =718 4 B :p+1
5 e. 3p—|—p 3 _2
b. <§m+2>+(—3)——5 s 346
) 3 3 3
c. -t—2=—t——
’ 2 y )
d. 3(2—22) = —2(3+22)—5 k-\/§$+\/ﬁz\/§

12
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Otra situacién que se da frecuentemente en Fisica determinar una expresion en
funcion de otras conocidas, lo que conocemos como despejar alguna variable. Por
ejemplo:

Despeje de S en la ecuacion T = 4/ R%g

T =1/ RT_S Expresiéon dada
2 R - S ? .

T = —g Elevar al cuadrado ambos miembros

2 -5 L :
T = —5 Simplificar radical
S-T>?=R-S Multiplicar ambos lados por S
ST?+S=R Sumar S a ambos lados
S(T*+1)=R Factorizar S en el lado izquierdo

R

S = TPl Dividir ambos lados por T2 + 1

Trabajo Practico
Ejercicio 11.Despeje la incognita encerrada entre llaves en cada una de las siguientes

igualdades.

. nk ]{72+h2
a. {n}]_R—i—m" e. {K}T=2r ah
Pgt?
b {P}o= 2u(l +m) f. {c} 2ax = v/b—4ac—1b
e faya— b (R} I = BVRET 0202
Az a_1+b(x—1) AR} I =EVR?+w
W (u® — 2gt) ) 1 <1 1>
Ay = 229 TR
d. {L} J ik == D~

Ecuaciones de segundo grado

Para resolver ecuaciones de segundo grado de la forma ax? + bx + ¢ = 0, dispo-
nemos de varios enfoques equivalentes:

1. Férmula resolvente (general):
~ —bE Vb —dac
B 2a

Este método universal proporciona directamente las soluciones mediante sus-
titucion algebraica.

T

13
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2. Propiedad de las soluciones (Relaciones de Cardano-Vieta): Sir y ro
son las soluciones, se cumple:
c

ritre=—— Yy T1-T2=—
a a

Particularmente 1til cuando se conocen relaciones entre las soluciones.

3. Completar cuadrados: Transformacién a la forma:
alr+h)?+k=0

2 , . L.
donde h = % yvk=c— Z—a. Este método revela directamente el vértice de la
parabola, como se vio anteriormente

Cada técnica ofrece distintas perspectivas: mientras la férmula resolvente propor-
ciona soluciones inmediatas, completar cuadrados muestra propiedades geométricas,
y las relaciones entre raices son valiosas para analisis algebraicos. En general no se
pedira un método especifico, sino la capacidad de resolverlo; pero es importante des-
tacar que la estrategia de completar el cuadrado se utiliza con frecuencia en Célculo
y en materias siguientes.

Veremos cada estrategia con el mismo ejemplo:

Resolucién de la ecuacién cuadrética a2 — 5x + 6 = 0

1. Férmula resolvente (general)

Identificamos los coeficientes a = 2;b = —5;¢ = 6. Recuerde que siempre co-
rresponden con el término cuadratico, con el lineal y con el término independiente
respectivamente.

—b+ Vb —dac  5+./(-H)>—4-1-6

L12 =

2a 2
52524 5+V1 541
B 2 S22
541

IL‘lzTZS
5-1
l’gITIZ

2. Propiedad de las soluciones

Para la ecuacién z2 — 5x +6 = 0:

Suma de soluciones = —é =5
a

c g

Producto de soluciones =
a

Buscamos dos niimeros que sumen 5 y multipliquen 6:
3+2=5y 3x2=6

Por tanto, las soluciones son 1 = 3 y x5 = 2. El problema con esta estraegia es que
encontrar tales nimeros puede ser mas complicado que resolver la ecuacién original
en algunos casos

14



FAcTAD DE NS CICLO DE INGRESO

3. Método de completar cuadrados

En este caso, el coeficiente principal es 1, es decir a = 1. Si no fuera asi, el
primer paso obligatorio es dividir a todos los términos por el coeficiente a

22 =5 +6=0 Ecuacion original
22— 5r = —6 Asociamos términos con x
5\ 5\
z? — b + <§) =—6+ (§> Completamos el cuadrado
5\ 25 . o
T — 5) = —6 + T Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto
5 1 I o
T-5) =1 Simplificamos términos
5 1 . )
|z — 5l = :l:§ Aplicamos raiz cuadrada a ambos lados
_0 + L D '
T=5E espejamos x
5 1 . .
T = 3 + 3= 3 Primera solucién
5 1 .
Ty = 273 = Segunda solucién

Con cualquiera de las estrategias, tenemos las mismas soluciones xry = 3, x5 =2
, por lo que deberia quedar presente que se puede elegir la de preferencia, atendiendo
a las particularidades de cada una. A modo de practica se propone cada estrategia,
pero recordamos que al evaluar, se podra utilizar cualquiera

Trabajo Practico
Ejercicio 12.Resuelva las ecuaciones cuadraticas mediante la férmula resolvente:

a. 22 —5r—-6=0 d. 2> +42+4=0 g. 212 +5r—-3=0
b. 222 —8x4+6=0 e. 422 —122+9=0 h. 22—-9=0
c. 322 =122 +9=0 f.22—2x—-6=0 i. 224+62=0

Ejercicio 13.Resuelva las ecuaciones cuadraticas completando el cuadrado:
a. 12 —4r—-12=0 c. 2m? —8 = —6m

b. p> —15=—-2p e. 352 —s5=0

Ecuaciones con valor absoluto

El dltimo caso de ecuaciones que veremos en esta unidad es el de ecuaciones
con modulo o valor absoluto Recordamos la definicién de valor absoluto de la
Unidad 1. Para cualquier nimero real x, su valor absoluto se define como:

15
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z six>0
|z| = .
—x six<O0

En el caso de las ecuaciones tendremos: Para resolver |A| = B (B > 0):

A=DB
|[Al=B < <o
A=-B

Vemos un ejemplo resuelto para una ecuacion:
|3z + 5] =1 (Ecuacién original)
Por definicion de valor absoluto, se plantean dos casos:

3r+5=1 (Casol)
0
3z+5=-1 (Caso 2)

Resolucién del Caso 1: 3z +5=1

3r+5=1
3r=1-—5
3xr=—-4

4
T=-—3 (Solucion 1: )

Resolucién del Caso 2: 3z 4+ 5= —1

3r+5=-1
3r=—-1-5
3z = —6
6
T3
x =—2 (Solucién 2: z5)

Verificacién de las soluciones
4

» Para z; = —5:

3
=|—4+5|
= [1]
=1 v (Verifica)

EEE

16
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s Para 2o = —2:

13z + 5| = [3(=2) + 5|
=|—-6+5|
=|-1]
=1 v (Verifica)

Conjunto solucién

Trabajo Practico
Ejercicio 14.Resuelve:

a. [bs —2| =7 c. |2t—5]=0

Yy
b. 3z 41| = —4 d. |5+3|=4

4. Inecuaciones

Desigualdades de primer grado o lineales

A diferencia de las ecuaciones que tienen soluciones que por lo general son nime-
ros, las desigualdades presentan intervalos solucion:

» Ecuaciones: Determinan valores exactos que satisfacen la igualdad.
2e+3=7 = x =2 (solucién tnica)
= Desigualdades: Definen rangos de valores que cumplen la relacién.
20 +3<7 = € (—00,2) (intervalo solucién)

Propiedades de las desigualdades

La estrategia para resolver desigualdades es similar a la que vimos para ecuacio-
nes, pero debemos tener en cuenta estas propiedades:

17
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Propiedad Enunciado Matematico Ejemplo

Transitiva a<b ANb<c = a<c Si2 < 5y5 <9 entonces
2<9

Suma de desigualdades a<b A c<d = a+c<b+d Si3 <7yl <4entonces
3+1<7+4

Suma de constante a<b = a+c<b+c Si5 < 8 entonces 5+ 2 <
8+2

Multiplicacién por ¢ >0 a<b = ac < bc Si4 <6y c=2 entonces
8 <12

Multiplicacion por ¢ <0 a<b = ac > bc Si3<byc=—1 enton-
ces —3 > —5

Observacién clave: La

propiedad de multiplicaciéon por negativo es critica en

la resolucién de desigualdades, ya que:

= Es la principal diferencia operacional con las ecuaciones

» Su olvido es fuente comin de errores

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1:

dor +7<9x —2
e +7—-T7T<9r—-—2-7

4r <9z —9
4dr — 9 < -9
—bxr < -9
31:>9

— 5

dor +7<9x —2
Inecuacion dada
Sumando (—7) en ambos miembros
Resolviendo
Sumando (—9z) en ambos miembros
Resolviendo

Dividiendo por —5 (invertir desigualdad)

S = {%,%—oo)

Y representamos graficamente:

Ejemplo 2:
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1 2t—13 2
— < - 1 e
5 < 7 =3 necuacion dada
1 2t — 13 2 oo .
12 - G <12 12 <12 3 Multiplicando por 12 en ambos miembros

2 < 2t —13 <8 Resolviendo
2+ 13 <2t—13+13 <8+ 13 Sumando 13 en ambos miembros

15 < 2t <21 Resolviendo

1 1 1 1
5 15 < 5 2t < 3 21 Multiplicando por <§> ambos miembros

1 21
—5 <t < — Resolviendo
2 2
15 21
(5
272
4 6 53 10 21 12

Trabajo Practico
Ejercicio 15.Resuelva cada desigualdad.
Escriba el conjunto solucién como intervalo y represente graficamente:

(a) Tm —3>2m+3 (e) —2(2r+5) > 3r—2
(b) 5—22>32+10 (f) <=t <]

(c) %y+2<%y—1 (g) _%§4_538§111

(d) =5(z—2) < =3 (52 +2) (h) Zp—1>3p+1

Desigualdades no lineales

Hay expresiones que involucran desigualdades, pero las expresiones involucradas
comprenden potencias mayores que 1, o expresiones fraccionarias. Cada uno de ellos,
responde a un tipo particular de resolucién. Pero todos comparten el hecho de que
se debe dejar de un lado de la inecuacién los factores (polinomios factorizados y
factores numéricos) y del otro lado, debe quedar un 0 (cero).

Ejemplo 1

2z —4)(x+3) >0

Dominio de la inecuacion: R
Decimos domino en el sentido de los posibles valores de x en la inecuacion. Esta
epxresion cobrard sentido en los ejemplos siguientes
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2z —4)(x+3) >0

La expresion ya estd factorizada en este caso. Las raices de las ecuaciones son
r1 =4y =—3.

El producto de los 3 factores debe ser positivo. Deberiamos considerar todas las
posibilidades de signo de los factores (excepto 2 que es positivo) y resolver cada una
de éstas, para luego hacer la unién de todos los intervalos.

En lugar de esto, usaremos un excelente recurso: construiremos una tabla de
doble entrada.

Las raices dividen a la recta real en tres intervalos: (—oo, —3); (—=3,4) y (4,00) ; y
esas seran las columnas de nuestra tabla.

Numero testigo —4 0 5
Factores Intervalo | (—oo,—3) | (—3,4) | (4,00)

(x —4) - - +

(z +3) - + +

2 + + +

2(x — 4)(x + 3) + — +

Parece innecesario colocar el 2 como un factor mas en la tabla. Sin embargo, si
fuese un ntimero negativo, influiria en el signo del resultado.

En cada intervalo, elegimos un "nimero testigocon el cual evaluamos cada factor.
Asi obtenemos el signo del factor en cada intervalo.

Ejemplo:

= Numero testigo: © = —4
Factor:

(x—4)=—-4—-4=—-8<0 se coloca un signo (—) en la tabla
(x+3)=—-443=—-1<0 secoloca un signo (—) en la tabla

= Numero testigo: x = 0
Factor:

(x—4)=0—-4=—-4<0 se coloca un signo (—) en la tabla
(x+3)=0+3=3>0 secoloca un signo (+) en la tabla

Luego, la inecuacion 2(z — 4)(z + 3) > 0, sera positiva en (—oo, —3) U (4, 00).

S = (—00, —3) U (4, 00)

Y representamos graficamente:

4 -3 2 0 2

\
4

=~
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Ejemplo 2

277 — 5 < 3(x — 8)

Dominio de la inecuacién: R
2% — 5z < 3(z — 8) Inecuacién dada

22% — 5x — 3(r —8) <0 Sumando —3(z — 8) en ambos miembros
202 — 51 — 32 +24 <0 Propiedad distributiva
202 — 8x 4+ 24 <0 Sumar términos semejantes

2?2 —4x+12<0 Factor comtin

En este caso, el polinomio 22 — 4z + 12 no tiene raices reales, por lo tanto, no
lo podemos factorizar en R. Como el coeficiente del término cuadratico es positivo,
este polinomio es positivo para todos los z € R. Tenemos entonces:

2>0 v 22—42+12>0

Como el producto de dos niimeros positivos es siempre positivo, concluimos que
no existe ningin nimero real que satisface la desigualdad. Por lo tanto:

S=10
Ejemplo 3
4o,
r—1 x—

Condiciones de existencia: Como la incégnita esta en el denominador, x # 1
y x # 0.

Dominio de la inecuacién es R — {0, 1}.
Recordamos lo dicho anteriormente, en esta desigualdad x podra ser cualquier nime-
ro que la verifique, excepto 0 y 1, ya que anulan los denominadores.
Aqui debemos recordar la recomendacion de dejar de un lado de la inecuacion los
términos (o los factores, segun el caso) y del otro lado, debe quedar un 0 (cero).
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3 4
— — > 1 Inecuacion dada
r—1 =
3 4 )
T +(—=1) > 1+ (—1) Sumando —1 en ambos miembros
x — x
4
S — —12>0 Resolviendo
r—1 =
3r—4(x—1) — —1
* (-1 —az—1) >0 Sumando fracciones algebraicas
x(r —1)
—d4x +4 — (22 —
32 — 4z + (27— z) >0 Propiedad distributiva
z(z —1)
— 4 — g2
vt T >0 Sacando el paréntesis
z(z —1)
4 — 2
oo >0 Simplificando
x(x—1)
2 2 —
( +(x)( 0 ?) >0 Inecuacién totalmente factorizada
x(x —
Factores de la inecuacién: (2 + z); (2 — z); z; (x — 1)
Raices de los factores: t =0; x =2, 0= -2,z =1

Intervalos: (—oo, —2); (—2,0); (0,1); (1,2); (2,00)

Nimeros testigo -3 —1 0,5 1,5 3
Intervalo factores | (—oo,—2) | (=2,0) | (0,1) | (1,2) | (2,00)
(2+x) - + + + +
(2—1x) + + + + —
x — — + + +
(x—1) — - - + +
24+z)2—2x
| :U(a:)(— 1) ) - i - * -
Luego, la inecuacion (2 —; (i)(—Ql_) ?) > 0, serd positiva en, en primera instancia
en:
(—2,0)U(1,2)

Como la inecuacién admite la igualdad, debemos analizar en los extremos, ex-
cluyendo los valores que no pertenecen al dominio de la inecuacién. Luego:

S =[-2,0)U(1,2]

Se deja como tarea representar graficamente.

Trabajo Practico
Ejercicio 16.Resuelve cada desigualdad.Exprese la solucion como intervalo y grafi-
camente.

22



it FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS é‘u:
EXACTAS ¥ NATURALES CICLO DE INGRESO

a. 3m? > 9(m — 6) e. x—1<0 h. 1+ 2 SE

) T+ 2 m+1 m
b. r <16 _9
AP
c. (s—=4)(s+3)(s—=1)<0 T +3 . .
8s .
3 .4 i, — 4+ ——<0
d. 25x <z g <25+3 p+1 p+2°

Ejercicio 17.Escribe como intervalos el mayor conjunto que cumple con cada
enunciado:

a. El siguiente de un nimero es mayor que 3.

b. La suma entre el cuadrado de un nimero y el propio niimero es menor o igual
que 2.

c. El producto entre un nimero y su siguiente es negativo.
d. El cociente entre un nimero y su siguiente es positivo.

e. El cociente entre un nimero y su anterior es menor que 1.

Desigualdades con valor absoluto

Recordamos nuevamnete que el valor absoluto (o médulo) de un nimero real
x, denotado por |z|, representa la distancia entre z y el cero en la recta numérica.
Por definicion, esta distancia siempre es no negativa:

|z|] >0 paratodo z € R

Propiedades de desigualdades con valor absoluto

Las siguientes propiedades son fundamentales para resolver inecuaciones con va-
lores absolutos:

Desigualdad Forma equivalente Interpretacion geométrica
lz] < ¢ —c<zr<c Todos los nimeros entre —c y ¢
lz| < ¢ —c<z<c Incluye los extremos —c y ¢

|z| > ¢ r<—cbxr>c Numeros fuera del intervalo [—c,
lz| > ¢ r< —cbx>c Incluye los extremos —c y ¢

» Las propiedades 1 y 2 describen intervalos acotados alrededor del origen (dis-
tancia menor o igual a c).

= Las propiedades 3 y 4 corresponden a valores no acotados a un intervalo
centrado en el origen (distancia mayor que c).

» En todos los casos, ¢ debe ser un nimero positivo (¢ > 0).
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Ejemplo 1: Resuelve la siguiente inecuacion:
8— 1|2z —1/>6
8—|2¢—1/>6 Inecuacion dada
8+ (—8) — |2z — 1| > 6+ (—8) Sumamos —8 a cada miembro
—2z —1| > -2 Simplificamos
—2z —1 -2
2 — 1] < Dividimos por —1 (cambia el sentido)
) =
20 —1] <2 Simplificamos
—2<2r—1<2 Aplicamos la propiedad de valor absoluto
—241<2x—-1+1<2+1 Sumamos 1 a cada parte
—-1<2x<3 Simplificamos
1 1 1 1
—1- <§> <2zx- <§) <3 <§> Multiplicamos por 3
1 3 L
—3 <z < 3 Solucién final

El conjunto soluciéon de la inecuacién es todos los nimeros reales x que satisfacen:

IEE
v 22

Dejamos la representacion grafica como tarea.

En general, resolver una desigualdad que contenga una variable significa encon-
trar todos los valores de esa variable que hagan verdadera la desigualdad. Por lo
general, a diferencia de una ecuacién, la desigualdad tiene infinidad de soluciones
que forman un intervalo o una unién de intervalos en la recta real.

Ejemplo 2: Resuelve la siguiente inecuacion:

5/m+3|—5>3
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5/m+3|—5>3 Inecuacién dada
5m+3|—-5+5>3+5 Sumamos 5 a ambos miembros
5/m + 3] > 8 Simplificamos
1 1 - 1 .

E 5|m + 3] > 5 8 Multiplicamos por = ambos miembros
8
|m + 3| > R Simplificamos

Aplicamos la propiedad de valor absoluto para desigualdades mayores:

8 8

8 8
m+3-3>--3 m43-3< -2 -3
815 _ 8 15
M=y~ MS"57 5

7 23

m > —— m< ——

El conjunto solucién de la inecuaciéon es la unién de dos intervalos:

Trabajo Practico

Ejercicio 18.Resuelve:

5—2
3

a. |2z — 6| <4

<2

b. |5z —2|>9 d. 4]3p — 5|+ 7 < 10

5. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas incégnitas.
Una solucién de un sistema es una asignacién de valores para las incognitas que
cumplen cada una de las ecuaciones. Resolver un sistema significa encontrar todas
las soluciones del sistema.

Ejemplo:
2 —y=5 Ec. (I)

r+4y=7 Ec. (II)

Se puede comprobar que x = 3 e y = 1 es una solucién de este sistema.
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FEcuacion (I) FEcuacion (II)
2v—y =5 T4y =17
2-3)—(1)=5 B)+4-(1)=7
6-1=5 344=7

La solucion se puede escribir como par ordenado (3, 1).
Ademas de la solucién analitica, siempre existe la interpretacion geométrica o
grafica.

\G) w e~ [t
. . . .

Existen varios métodos analiticos de resolucion, que a continuacion detallaremos
aplicandolos a la resoluciéon del mismo sistema. Es posible que a lo largo de la
escolaridad haya visto otros, al momento de resolver se puede elegir cualquiera de
ellos.

Método de sustitucion

En este método comenzamos con una ecuacién del sistema y despejamos una
incognita en términos de la otra.
Procedimiento

1. Despejar una incégnita:
Seleccione una ecuacion y despeje una incognita en términos de la otra.

2. Sustituir:
Sustituya en la otra ecuacién la expresion obtenida en el paso 1, luego resuelva
para la incégnita restante.

3. Sustituir hacia atras:
Sustituya el valor encontrado en el paso 2 en la expresion del paso 1 para hallar
la segunda incégnita.

Ejemplo resuelto Resolver el sistema:

r+y=4 (Ecuacién I)
2z —y =2 (Ecuacién II)
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1. Despejar una incégnita (de Ecuacién I):

y=—x+4

2. Sustituir en Ecuacién II):

2 — (—x+4) =2
20 +x—4=2
3r=6 = x=2

3. Sustituir hacia atras:

y=—(2)+4=2
El conjunto solucion del sistema es:

S=1{(2 2)}

Método de igualacion

En este método despejamos en ambas ecuaciones del sistema la misma incégnita

(cualquiera de las dos) y posteriormente igualamos ambas expresiones.

Procedimiento

. Despejar la misma incégnita:
Escoja una incégnita (z o y) y despeje en ambas ecuaciones esa incognita en
términos de la otra.

. Igualar:
Iguale ambas expresiones obtenidas y resuelva algebraicamente para encontrar el
valor de una incognita.

. Sustituir hacia atras:
Sustituya el valor encontrado en cualquiera de las expresiones del paso 1 para
hallar la segunda incognita.

Ejemplo Resuelto Resolver el sistema:

r+y=4 (Ecuacién I)
20 —y =2 (Ecuacién II)

. Despejar y en ambas ecuaciones:

De (I): y=—x+4
De (II): y = 22 — 2

. Igualar y resolver:

—r+4=2x—-2
—r—2r=-2-4
—3r = -6
—6
:—:2

T3
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3. Sustituir hacia atras (usando Ecuacién I):
y=—(2)+4=2
Verificacion con Ecuacion II:
y=2(2)—2=2

El conjunto solucién del sistema es:

S=1{(2 2)}

Observacion Este método también puede aplicarse despejando la incégnita x en
ambas ecuaciones. jInténtelo como ejercicio adicional!

Método de eliminacién

Para resolver un sistema con este método combinamos las ecuaciones mediante
sumas y restas para eliminar una de las incognitas.
Procedimiento

= Ajustar los coeficientes: Multiplique una o ambas ecuaciones por nimeros
adecuados, de modo que los coeficientes de una incognita sean opuestos.

= Sumar las ecuaciones: Sume las ecuaciones para eliminar una incognita y
despeje la restante.

» Sustituir hacia atras: Sustituya el valor encontrado en una ecuacion original
para hallar la otra incognita.

Ejemplo Resuelto:
Sistema dado:
r+y=4 (Ec.I)
20 —y =2 (Ec. II)
Paso 1: Ajustar coeficientes
Los coeficientes de y ya son opuestos (1 y —1), por lo que podemos sumar directa-
mente.
Paso 2: Sumar ecuaciones

r+y=4

20 —y =2

3z =6

6
r=-=2

3

Paso 3: Sustituir hacia atras
Sustituimos z = 2 en la Ec. I:

24y=4
=4-—2
y=2

Vemos que el conjunto soluciéon no depende del método elegido y es:

S={(2,2)}
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Interpretacion grafica

Consiste en representar graficamente las rectas del sistema.

—2r—y=2

La grafica muestra que las rectas se intersectan en el punto (2,2), que es la
solucion que habiamos obtenido. La representacién grafica es una herramienta tutil
para visualizar el sistema, pero debe recordarse que es una aproximacion y que las
soluciones exactas deben verificarse algebraicamente preferentemente.

Trabajo Practico

Ejercicio 19.Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por un método analitico:

1 r+y=4

| 2r—y=2

N Fm+y—n
r—2y=4

3 {Qx— 3y =12
-z + y—4

n 20 +6y =0
—3r —9y =18

. —z+3y=—5
2¢ —y =10

6. 122 + 15y = —18
2x+2y——

or — 2y =8

z 4
dr — y—lO

wle

8.

{
7{m+@_m
{

Modelado de problemas

En diversas areas de estudio, al utilizar ecuaciones para resolver problemas, fre-
cuentemente obtenemos sistemas como los ya estudiados. A continuacién se presenta
una metodologia sistematica para trabajar con sistemas de ecuaciones lineales:

Procedimiento

1. Identificar las incognitas

Determine las cantidades desconocidas que el problema requiere encontrar. Esto
se logra mediante una lectura cuidadosa del enunciado. Asigne notacién adecuada
(por ejemplo, z, y, etc.) a cada incdgnita.
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2. Expresar cantidades en términos de las incognitas
Relea el problema y exprese todas las cantidades mencionadas utilizando las
incégnitas definidas en el paso anterior.

3. Establecer el sistema de ecuaciones
Identifique las relaciones clave entre las expresiones obtenidas en el paso 2. Plan-
tee un sistema de ecuaciones que modele matematicamente estas relaciones.

4. Resolver e interpretar
Resuelva el sistema planteado, verifique las soluciones obtenidas y presente la
respuesta final como una solucién completa al problema original.

Nota: Este procedimiento sistematico garantiza que no se pasen por alto aspec-
tos importantes del problema y facilita la obtencion de soluciones consistentes.

Ejemplo
A un empleado de una carpinteria se le olvidé anotar cuantas mesas de 3 patas y
cuantas de 4 patas tenia que preparar para un pedido. Si le trajeron 27 tableros y 93
patas, jcuantas mesas de cada tipo puede armar para que no le falten ni le sobren
patas?

Resolucién:

1. Identificar las incégnitas:

x: cantidad de mesas de 3 patas

y: cantidad de mesas de 4 patas

2. Expresar cantidades:

Mesas de 3 patas: 3x patas

Mesas de 4 patas: 4y patas

3. Plantear sistema de ecuaciones:

r+y=27 (Total de mesas)
3z +4y =93 (Total de patas)

4. Resolver el sistema:
1. Despejamos x en la primera ecuacion: z = 27 — y

2. Sustituimos en la segunda ecuacion:

327 —y)+4y =93
81 — 3y +4y =93
y=12

3. Hallamos z: x =27 — 12 =15

Verificacion:
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s Total de mesas: 15+ 12 =27 v

» Total de patas: 3(15) +4(12) =45+ 48 =93 v

Respuesta final: Puede armar 15 mesas de 3 patas y 12 mesas de 4 patas,
utilizando exactamente los 27 tableros y 93 patas disponibles.

Trabajo Practico
Ejercicio 20.Resuelve los siguientes problemas planteando sistemas de ecuaciones:

A.
B.

Determine dos niimeros cuya suma sea 34 y cuya diferencia sea 10.

Con dos camiones cuyas capacidades de carga son respectivamente de 3 y 4
toneladas, se hicieron en total 23 viajes, para transportar 80 toneladas de
madera. ;Cuantos viajes realizé cada camién?

. Un rectangulo tiene un perimetro de 28 cm, y la diferencia entre su base y su

altura es de 2 cm. Calcua el area del rectangulo.

. Un rectangulo tiene un perimetro de 60 cm. Si el largo es el doble del ancho,

icuales son sus dimensiones?

Si la cantidad de alambre necesaria para cercar un campo rectangular es de
3000 m. ;Cuales son las dimensiones del campo si se sabe que la diferencia
entre el ancho y el largo es de 50 metros?

. En una bicicliteria hay entre bicicletas y triciclos 23 vehiculos. La cantidad de

ruedas es 49. ;Cudantas bicicletas y cuantos triciclos hay?

. Un lado de un tridngulo isésceles mide 3 cm menos que la suma de los dos

lados iguales. El perimetro es de 33 cm. ;Cudles son las medidas de los lados
del tridngulo?

Si aumenta en dos centimetros el largo y el ancho de un rectangulo, el perimetro
resulta ser de 24 cm. Si el largo se disminuye en dos centimetros el rectangulo
se transforma en un cuadrado. ;Cual es el area de dicho rectangulo?

. La suma de las edades de un padre y su hijo es 45 anos. Dentro de 5 anos, la

edad del padre sera el doble que la del hijo. ;Qué edad tienen actualmente?

. En una granja hay conejos y gallinas. Si contamos las cabezas hay 35 y si

contamos las patas hay 94. ;Cuantos conejos y gallinas hay?

TRABAJO PRACTICO - EJERCICIOS ADICIONALES
Ejercicio 1: Resuelva las ecuaciones.

a.

b.

C.

t—3r—38—5=0 d A+ 2=
2m — 2+ 2t = 6m e. bx(x—1)=21—z
(t—4)2 = (t+4)2 + 32 £ 3y% + 5y = 2
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g. —plp+3)=1 jo2x+Vr+1=28
h. m? = %m — %
j o8- 5 _ 28 k. 2 — 1322 +40 =0

Ejercicio 2: Despeje la incognita encerrada entre llaves en cada una de las si-
guientes igualdades.

ar +b O\ 2
a {z} =2 d{@A:F(1+ﬁ%>

1 -1 b+1
b fa} -ty 2% !
b b a e. {t} h= §gt2 + vot

mM
> f. {n} ;:(n—npi—gg

Ejercicio 3: Resuelva cada una de las siguientes desigualdades. Exprese la solucion
usando notacion de intervalos y grafique el conjunto solucién.

c. {r}F=¢Gg

a. —1l<r+5<4 g. 2m—|—1<3
m—5
b. 2(7x — 3) < 12z + 16
(7w —3) <122 L
r—1 =z
c. =3(y—75)>2(3y+2) r+2 z-—1
1. <
1:1:+3 x—2
4 3
d —=(m+3) < -2 (—m - 2) 1
3 1 j.r;‘24

2 2
e. 3z 3r < 2x° +4 k.3—|2a7—|—4|§1

f. 23 —4x >0 L |20 —3]<0,4

Ejercicio 4. En cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones, calcula los
parametros que cumplan lo indicado.

a. Halla los valores a y b para que el sistema

ar —y=2b+3
2v+by=a-3

tenga por solucién a S = {(1, —2)}.
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b. Determina los valores m y n para que el sistema

mr+3y=n—1
dr —ny =2m+5

tenga como solucién tnica S = {(—1,2)}.

c. Encuentra, si es posible, los parametros p y ¢ que hacen que el sistema

(p+ 1)z —2y=¢
3x+(g—1)y=2p

no tenga soluciéon

Ejercicio 5. ;Cuales pueden ser los valores de h, si existen, para que las siguientes
ecuaciones tengan la cantidad de soluciones indicadas?

a. La ecuacién 3hx?® + 2x + 9 = 0 tenga dos soluciones reales.

b. La ecuacién —3z2 + 5z + h = 3 tenga dos soluciones reales.

c. La ecuacién 3z% + 6z — (h — 1) = 0 tenga solucién unica.

d. La ecuacién 2x? — 6z — (3 — k) = 0 no tenga soluciones reales.

e. 422 — 3z + 2h = —ha? + 3 tenga dos soluciones reales.
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