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Expresiones algebraicas

Un poco de historia...

El Algebra es una invencion de los arabes que introdujeron en la peninsula
Ibérica en el siglo XII. En el Siglo XIIl en Toledo el principe Alfonso X “El Sabio”
cred la Escuela de Traductores donde las ciencias griega y drabe se
esparcieron por toda Europa. El principal tratado de Algebra del siglo Xil se
debe a un italiano, Fibonacci (a quien mencionamos en el moédulo de
numeracién ya que, entre otras cosas, introdujo la barra horizontal para
anotar los numeros racicnales), influido por la cultura drabe.

En el Renacimiento, siglo XVI, se destacaron como algebristas, Cardano
(italiano) y Vietta (francés). Este dltimo fue el que representé nimeros
arbitrarios por letras en las ecuaciones y férmulas algebraicas.

En el siglo XVII, el progreso del algebra sirvié a Descartes para combinarla con
la geometria cfeando una herramienta matematica poderosa: la Geometria
Analitica con la que se pudo resolver algunos problemas geométricos
planteados por los griegos en el siglo Il a.C'.

Le presentamos la siguiente situacién:

Un famoso Mentalista me dijo:

- Piensa un ndmero.

- Afiddele 15.

- Multiplica por 3 el resultado.

- A lo que salga réstale 9.

- Divide entre 3 lo que te haya quedado y luego réstale 8.
- sQu resultado obtienes?

Yo le dijer

-51

Y el Mentalista me dijo instantaneamente

- El nimero que pensaste es el 47.

No sé bien por qug, pero sospecho que es un trucho.

Transcribiendo uno a uno los pasos pedidos por el Mentalista, tenemos:

piensa en un numero: x

Afiddele 15 : x + 15

Multiplica por 3 el resutado: (x + 15) . 3 =3x + 45

A lo que salga réstale 9: 3x + 45 -9 =3x+ 36

Divide entre 3 lo que te haya quedado: (3x+36):3=x+12
Luego réstale 8: x+12-8=x+4 '

Evidentemente no adivind gran cosal!l

"Historia de la Matematica de |. Rey Pastor v |. Babini pag. 83
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El lenguaje algebraico

Sabemos que la Aritmética se ocupa de los conjuntos numéricos, las
operaciones y sus propiedades. Pero por ejemplo, al enunciar las propiedades
de las operaciones, interpretar y resolver problemas, escribir y/o obtener
relaciones es conveniente utilizar simbolos especificos de la Mateméticay
letras que representan cualquier numero. Para estas ocasiones se utiliza un
leguaje simbélico, tlamado lenguaje algebraico.

Expresiones algebraicas

Con frecuencia habra observado en los libros de estudio expresiones como:

a)2xy

d)x—-\f.s’_

b5 o’ bx c}3abzx—10ab+5

3x+2

e)x— f).s-,%-‘r; g)4 x% + 3x
Xty

O transcripto del lenguaje coloquial al simbélico una situacion como la
siguiente:

si compramos dos cajas de CD y un mouse, siendo x el precio de cada caja e
y el precio del mouse, el costo total de la compra se puede expresar como:
cerin e SEEUramMente coincidimos en que la expresion que nos da el
costo es: 2 x+y.

:Como se llaman este tipo de expresiones?

Se denomina expresién algebraica a una combinacion cualquiera de
numeros representados por letras, o por letras y cifras, relacionadas entre s

par las operaciones de sumag, resta, multiplicacion, division, radicacion y la
potenciacion.

Antes de seguir avanzando, te proponemos que observes el siguiente
esquema en el que se han sefialado algunos conceptos que seran Utiles para
clasificar las expresiones algebraicas.

4 +5%x%-05%x+3,8

,_|\ ‘_L| r_L\ '_L\ > | Términos algebraicos

4x® + 5x*-0.5x +3.8
AA AA

AA_ A | Coeficientes o factores numéricos

v

Variables, indeterminadas o
factores literales.
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Clasificacion de las
expresiones algebraicas

Si presta atencion a las expresiones que vimos antes:
a) 2xy

b)5a’bx

c)3 ab?x—10ab+5

d)x—\/g

3x+2
e)
xX+y

£)5+3x
g)4 x2 + 3x

Liste cuales son las operaciones que relacionan a las indeterminadas o
variables en cada uno de los ftems.

Clasificacion de expresiones algebraicas

A partir de estas diferencias, las expresiones algebraicas se clasifican como se
visualiza en el siguiente cuadro:

Expresiones algebraicas

Se clasifican de acuerdo a la operacidnen
que esté involucradalaindeterminadaen:

y

A 4 4

Racionales Irracionales

En la que algunavariable esun radicando o
la base de una potencia con exponente

A 4 v l
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Enteras Fraccionarias
Las variables En la que alguna
son términos o variable esdivisoro
factores con un término con
exnonente exponente entero
l A 4
Por ejemplo: Por ejemplo: Por ejemplo:
. ,\E—xza—xs e« S X =2 05—«1{;
. 4x5+3 Xx=Y o 2x+1
; .4 1
., S50°bx ' x+ 2 e« 72v2 4
. 3 ab?x—-050b

Expresiones algebraicas enteras

Monomios

Recordaremos en este apartado algunos conceptos importantes como apoyo
para encarar polinomios. Para ello nos centraremos en reconocer 0os mono-
mios, determinar su grado, identificar monomios semejantes y las opera-
ciones con los mismos.

Comenzamos definiendo:

Una expresion algebraica de solo un término, cuyas indeterminadas son
potencias de exponente natural o cero, recibe el nombre de monomio.

Ejemplos:

a) —2ab?c? b) —5xz3 c) 7x%z d -8

Cada una de ellas esta compuesta por un coeficiente, o factor numérico, e
indeterminadas, o factores literales, de exponente en | .
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Crado de un monomio

Una caracteristica a tener en cuenta, es la que se refiere al grado de este tipo
de expresiones.

El grado de un monomio, es la suma de los exponentes de las
indeterminadas del mismo

Para interpretar este concepto analicemos algunos de los ejemplos dados:

- Sea el monomio - 2a b? ¢, los exponentes de las indeterminadas, o
variables, son:

- 1 que corresponde a la indeterminada (o variable) a

- 2 es el correspondiente a la indeterminada (o variable) b

- 3 es el exponente asignado a .

La suma de los exponentes individualizados es 6. Podemos concluir entonces
que el grado de este monomio es 6.

- ;Cudl es el grado del monomio -8? ;En realidad es un monomio?

Las constantes, como en el caso de - 8, son monomios de grado cero, ya que
cualquier constante k puede ser expresada como:

k=k.1=k.k°
y particularmente podemos ver que:

-8=-8.1=-8.%°

Monomios semejantes

Por ultimo, nos referiremos a los monomios semejantes. Para ello le
proponemos que observe los siguientes términos y particularmente preste
atencion a los factores literales de cada uno de ellos y a su grado:

1
J5x%y 3x%y EXZ y
Estamos de acuerdo que presentan exactamente los mismos factores
literales, tienen el mismo grado pero difieren en los coeficientes. Por la
particularidad de tener los mismos factores literales e igual grado decimos
que los tres monomios son semejantes.

Definimos entonces que:

Dos o mas monomios son semejantes si tienen el mismo grado y los
factores literales o variables estan elevados a los mismos exponentes.
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Operaciones con monomios

Suma yresta

Para realizar estas operaciones, necesariamente los monomios deben ser
semejantes de modo tal que el resultado sea también un monomio.

Observe y analice los pasos que se realizan a continuacién para sumar los

monomios:

3x3y4 y 10x3y4

se tiene:

3x°y* +10x°y* = (3+10) XPy* = 13x%y*

Luego de haber analizado los pasos anteriores podemos concluir entonces que:

La suma de monomios semejantes, es igual a un monomio cuyo
coeficiente es igual a la suma de los coeficientes de los monomios dados
y cuyo factor literal es el factor literal de los monomios dados.

Seguimos con el calculo de resta de monomios. Para ello nuevamente le
proponemos que observe y analice los pasos para realizar este célculo:

5x3y4 y 10x3y4
Y restamos:
5x3y4 —10x3y4 = (5-10) x3y4= —5x3y4

Terminado el analisis de cada uno de los pascs, concluimos que:

La resta de monomios semejantes es igual a un monomio cuyo
coeficiente es igual a la resta de los coeficientes de los monomios dados y
cuyo factor literal es el factor literal de los monomios dados.

Producto de monomios

Al multiplicar dos 0 mds monomios, el resultado es otro monomic, no
importa si son semejantes o no.

El producto de dos 0 mas monomios es un monomio cuyo coeficiente es el
producto de los coeficientes de los monomios dados y cuyo factor literal es
el producto de los factores literales de los estos mismos monomios.

El grado del monomio producto es la suma de los grados de los factores
literales, si estos no son nulos. Si alguno de los monomios es el monomio
nulo, el producto es el monomio nulo.
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Luego, para multiplicar monomios debe tener presente la propiedad asociada
al producto de potencias de igual base. Por ejemplo, si queremos multiplicar
los siguientes monomios:

6aixtyt(-2x3yDax?y

Para obtener el producto:
« Primero se multiplican los coeficientes:
6.(-2)=-12

« Luego se multiplican los factores literales, aplicando la propiedad del
producto de potencias de igual base cuando sea necesario:

(a®.a). (X %) . (y*.y°.y)=

i 1 L J L i

3

a® . x.y"°

Con lo cual, el monomio resultante es: - 12 ax"y™

Divisiéon de monomios

Para calcular el cociente entre dos monomios, sera necesario que tenga
presente la propiedad asociada al cociente de potencias de igual base.

Veremos que el resultado no siempre es un monomio.

Preste atencién a cada uno de los ejemplos analizados, paso a paso, a

continuacion, para entender las conclusiones posteriores:

a) (4a%x*y?}:(2a%x*y) que tiene como expresion equivalente a:

4a® x* y?
2a%x3 y
Al dividir los coeficientes y operar con los factores literales resulta:

4a° x*y’? _ - -
- 3)’ - 2a(sz)x(zza)y(z D = 2a*xy
2a°x°y
Observe este otro ejemplo y preste especial atencién a los exponentes
remarcados del resultado:
5a° b’c?

b) 502b3C2 :3a4bC3 =3 -
3a°bc

— ia—ZbZC—l
3
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¢La expresién obtenida es un monomio?

Obviamente que no lo es. De acuerdo a la caracterizacién de los monomios,
los factores literales son potencias con exponentes naturales o

Concluimos entonces que:
El cociente de dos monomios no siempre es otro monomio.

El cociente de dos monomios es otro monomio, sélo si las indeterminadas del

monomio del numerador tienen exponente mayor o igual que las respectivas
indeterminadas del monomic del denominador.

Ejercitacion:

Ejercicio 121:
Completar de modo que las siguientes expresiones sean verdaderas:

a) En el monomio - 5,6 a® b* se pueden diferenciar dos partes:
el coeficiente que es........ y el factor literal que es .................

b) Se llaman monomios semejantes a aquellos monomios que tienen .............

¢) Los monomios semejantes pueden sumarse, restarse o multiplicarse dando
POr resultado Otro. .. ..o

Ejercicio 122:
Observe la siguiente expresion y complete:

4ab’c® —5ab*c? = —-ab?c?

¢Qué operacién hemos realizado?.........ccceene. , obteniendo el mono-
MIO.crveercreennn cuyo grado es................

Ejercicio 123:
Resuelva los siguientes calculos e indique, cuando sea posible, el grado del
monomio resultante:

2 2 2
a) 0,5x2+1,25x2 —3x b) gaa_(_1,503+zas)
4 5 3
c) _2 x’a’ (Exz a’ ) d) ba x"y~
7 40 2a' x° y?
) 26 b* x° y? f N12x"
3a*x*y’ 5x"
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Polinomios

Seguramente ha estudiado "polinomios”. Pero....;qué son y para qué sirven los
polinomios?. Le proponemos el siguiente problema para introducirnos en el tema:

Matias compré un terreno y quiere instalar una pileta de natacion de forma
rectangular. El arquitecto le dijo que para que el disefio sea armonioso, su
pileta debe tener el doble de largo que de ancho, y los entendidos opinan que
la profundidad debe ser la mitad del ancho.

Para hacer un presupuesto, averigua que el material para las paredes y el piso
cuesta $65 el m? la soldadura para las juntas, $ 20 el m; la excavacion, $ 30 el
m? y el traslado de materiales, $100.

Se pretende:
a) Encontrar una férmula que permita calcular el costo de la pileta en relacion

de su ancho a.

b) Saber cual sera el costo de construir una pileta de 5 m de ancho.

c) Si Matias dispone de $15.000, saber si puede construir una pileta de 6 m
de ancho.

Para resolver esta situacion, indique con sus palabras lo que debe tener en
cuenta para calcular el costo total de la piscina.

Si ahora traduce lo que escribid anteriormente a través de una expresion
algebraica, en relacién al ancho de la pileta, obtendra una expresion similar a:

c(a)=65(5a% )+ 20(8a)+ 30a° + 100
Sefiale a continuacion el significado de cada uno de los términos de esta

expresion. Esta actividad le serd Gtil para corregir la suya, si ha cometido
errores, 0 para verificar, si es correcta:

65 ( 5a%)
20(8a)
3043
100

Operando sobre cada uno de los términos, la respuesta de la primera pregunta es:

C(a)= 300" + 3250 + 160a + 100
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Continuamos ahora con la segunda pregunta que dice:
Matematicamente seria calcular el valor numérico de .
O sea:

Entonces la respuesta a eSta PreguUNLa €5: ......oovvvecoreeerinreessisssseseessssnssecesee
A continuacién analizamos el tercer item:
Una pileta con un ancho de 6 metros le costard $ por lo que podemos

concluir que una pileta de esas dimensiones excede su presupuesto.
Escriba la expresién y los célculos que permiten verificar esta respuesta:

Creemos que con esta situacion tan sencilla, pero muy util, hemos
respondido la pregunta del comienzo.

Definimos y estudiamos el comportamiento de las expresiones como las que
obtuvimos en el problema, o sea en donde aparece sélo una variable o

indeterminada.

Para formalizar podemos decir que:

La expresion general de un polinomio, P(x), de grado n en la variable real x
es: p(x)=a,x" +a, x""+L +a,x’ +a,x+a,

Siendo:

*a,a,A,a_,a nameros reales, llamados coeficientes del polinomio, que
pueden ser nulos, a excepcion de a .

*n =0 es un ndmero natural 6 cero.

+ x es la variable real o indeterminada.

» a, el término independiente y coeficiente de x°.

Como a_# 0, es éste el coeficiente principal y el exponente n de la variable o
indeterminada es el grado del polinomio, ya que es el mayor exponente que
alcanza la variable del polinomio.

Particularmente sia =1, el polinomio se llama ménico.

En el siguiente esquema visualizaremos mejor los conceptos antes mencionados:
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Potencias dela
indeterminada

\ 4

v

Coeficientes

P(x)=a,x" +a, X"+ Atay +ax raxt + apx”

> Términos o
monomios

Damos a continuacion varias definiciones:

Un polinomio esté ordenado si sus términos estan ordenados en forma
creciente, o decreciente, respecto de sus potencias.

Un polinomio de grado n es completo cuando contiene todos los
exponentes sucesivos respecto a la variable o indeterminada desde cero
hasta el n-ésimo

En caso que el polinomio esté incompleto, se agregan los términos que faltan
con coeficiente cero, para obtener una expresién equivalente a la dada.

Ejemplo:
P(x)=4x*-3x*-0,5
es un polinomio incompleto.

Su equivalente completo, y ordenado en forma decreciente es:

P(x)=4x* +0x* —3x* +0x-0,5

Un polinomio es nulo cuando todos los coeficientes del mismo son nulos,
y en este caso el polinomio no tiene grado.
En simbolos es:

P(x)=0x" +0x"" + A +0x+0 o,simplemente P(x)=0

Dado un polinomio P (x) cualquiera, su opuesto - P (x) es aquel que tiene el
mismo grado y cuyos coeficientes son niimeros opuestos a los coeficientes
de P (x).
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Ejemplo:
Si se tiene el polinomio:

P(x)=4x" -3x*-0,5
su polinomic opuesto sera:

—P(x)=—4x* + 3x* + 0,5.
Ejercitacion:

Ejercicio 124:
Complete de modo gue los enunciados sean verdaderos:

Dado un polinomio P(x) cualquiera, un polinomio Q(x) es igual a P(x), si
tiene el mismo grado y los mismos coeficientes correspondientes.

Ejercicio 125:
Calcule a, b, ¢ y d de modo que P(x) = R(x):

P(x)=5x" —2x* +ex—d 'y Q(x)=ax® +bx’ +4x—d

Valor numérico de un polinomio

Para analizar el comportamiento de un polinomio, a veces nos interesara ver
cual es el valor que toma al sustituir la variable por un valor especifico, o sea
por alguin numero real, entonces:

El valor numérico de un polinomio es el que se obtiene al sustituir la variable
X por un numero real a y efectuar las operaciones indicadas en el polinomio.

Raices de un polinomio

También es importante conocer los ceros o raices de un polinomio:

Un nimero a real {0 complejo) es raiz de un polinomio P(x) si P(a) = 0, 0 sea,
que al evaluar el polinomio P en x obtenemos por resultado O.
En forma simbolica:

x=a esraiz deP(x) < P(a)=0
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Ejemplo:

« Si P(x) = 4x* - 3x? + x, el valor numérico del polinomio si:
x=1, es:P(1)=2
x=-1, es: P(-1)=0 esdecirque x=-1 es una raiz de P

Ejercitacion:

Ejercicio 126:

En el siguiente grupo de expresiones algebraicas algunas son polinomios,
indique cual de ellas lo son y justifique su eleccién. En aquellas elegidas
indique: grado, coeficiente principal, término independiente y ademas
complételas y ordénelas en forma decreciente.

x=0, es: P(0)=0 es decir que x=0 es otraraiz de P
a) P(x)=-3x° —3x+x? -1

b) R(t)=5.2"+1-3*

c) S(m)=o0m*+om®-3

d) Qlp)=3/2px —p°x*

e) A(s)=3(s—2a)" —2as’

fy T(r)= %r" —pr? =2r

Ejercicio 127:
Sefiale con una x la respuesta correcta.
a) El sucesor del numero natural 4 (x - 1) esté representado por:

)4 [ J4x-1 [14x-4 [J4x-3 [J4x-8

b) EL hermano de Andrea tenia x afios cuando ella nacié. Si ahora Andrea
tiene y afios. ;Qué edad tendré su hermano eny afics mas?

Cday [x+2y [dax+y [Ix-2zy [J2x-y

c) Si mes el antecesor de n + 2, entonces el doble del sucesor de m,
expresado en relacién de n es:

[den+2 [J2n+3 [ J2n+4 [J2n+6 [_J2n+8

d) La expresion que representa al enunciado “el cuadrado de la diferencia
entre dos nimeros” es:

[dax-2 [ax-y [Ie-y Ty [%-y
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e) La expresion “"Al nimero x se le suma (- 4), dicha suma se divide por a y el
resultado se muttiplica por y”, se representa con una expresion algebraica que es:

f) Si el inverso multiplicativo de _1__ es—6, entonces x es igual a:
x-4

D2 Do O2 O3 0.5

6

g) Sean a, b, y c niimeros enteros tales quea—b=c Sia=3yc=10 a, entonces
el cuadruplo de bees:

[J120  []30 |:|_ZT7 []-108 []-27

h) Sia =—32~ yb =%, entonces el aditivo inverso de a.b es:
1w Jwvs [Jwve [J-ve []3 "
i} La expresion (2x)* se lee:

El doble del cubo de un niimero.
El doble del triple de un nimero.
El cubo del doble de un nimero.

El cubo del cuadrado de un ntimero.

oot

El triple del doble de un nimero.

j) Si el largo de un rectdngulo se triplica y su ancho disminuye al 50%, entonces
se afirma que su area:

l) se hace 1,5 veces mayor

II) se incrementa en el 50%

IIl) aumenta en el 150%

de estas afirmaciones son verdaderas:

[ ]sélol [Jselon [_Jsstom [_Jsslotyn [_Jnnyll

Ejercicio 128: 2
Dados los monomios: —3a’b y Eazb realice:

a) SUSUMAES .ooovveieriiiis e
b) Su diferenciaes ..o
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Ejercicio 129: 2
T . 3,2 3
Multiplique los monomios: EX y'z y —b6xy

Ejercicio 130:
Efectde el cociente indicado: (502 bc?) (-2d°¢)

Ejercicio 131:
Teniendo en cuenta el problema “ La pileta de Matias™

a) La transcripcién de la expresion C(a)=30a>+3250% + 160a+100
en forma de una expresion algebraica utilizando la indeterminada x es:

b) Clasifique la expresién algebraica obtenida. ...

¢) Particularmente, a este tipo de expresiones se las conoce con el nombre de:

d) Indique el valor de an, el que corresponde aa0y el grado de este
POLINOIMIO ...t

e) Justifique brevemente la siguiente pregunta: ;por qué el polinomio
obtenido es ordenado y completo?

Ejercicio 132:
Complete las siguientes oraciones de modo que queden expresiones verdaderas:

a) El grado del polinomio P(x)=(x+4)(x* —4x+47)—x* —-64+4x es:

b) El grado del polinomio T(x) =(x—3)(x2 +3x+ 9)—-x3 €5

Ejercicio 133:
Ordene el siguiente polinomio en forma decreciente y complételo:

P(x)=3+ x* -4x -3x3 +4x2

Ejercicio134:
Complete los polinomios:

P(a) =ax?-4q

Qz)=z"-1

pag. 97



UNCUYO

‘o] UNIVERSIDAD

NACIONAL D CUYO

# FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS Y NATURALES

Cuadernillo de Ingreso 2016
Médulo Matematica

Ejercicio 135: 3 3
Complete el polinomio X~ — y~ en forma decreciente con respecto a x y
creciente con respecto ay.

Ejercicio 136:
El valor numérico del poltinomio P(x)= x* —4x-2x3 +x% +7

x=-=1, es: P(-1)=....
xX=2, es: P(2)=.....
x =0, es: P(0)=........
Ejercicio 137:
Determine los valores de las constantes a, b, c y d para que los polinomios
P(x) y Q(x) sean iguales.
P(x)=3x> +(c—d)x2 -4x+a
1
Qx)=(a+ 2b)x3 _EXZ +2cx+1

Ejercicio 138:
Indique si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones:

a)Si P(x)= x*+5x+6 entonces P(-1)=2

b) Si P(x) = x2 —4x unaraizde P(X) es —4

¢) Si =3 el grado del polinomio P(x) = (a*-9)x> —(3-a)x+aes.
d) El polinomio T(x) = 0 tiene grado 0.

Ejercicio 139:
Encuentre el valor de los polinomios para cada valor de x indicado:

a) Qx) = X} +4x? +5x+4 i x=-2

b) S(t)=t>—5t? +8t -4 si x=1

Ejercicio 140:

Margue con una cruz la Unica respuesta correcta:

El polinomio P(x) = (m - 4) X3 + (m? - 16) X2 + (m + 4) x + 4 es de grado 2:
a)jsim=46sim=-4

b)sim#4ym#-4

C)sim#4

d)si m#-4

e) para ningun valor de m
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Expresiones algebraicas enteras

Operaciones con polinomios

Antes de comenzar con este contenido, a modo de repaso, responda las
siguientes preguntas:

a) ;Cémo se los llama a los términos de un polinomio?

c) Describe, sin calcular e indicando las propiedades adecuadas, ;como se
obtiene el resultado de: (20’5 x2y3). (_ 2”’5xy’1) es:

Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Luego escriba
las falsas en forma correcta:

V/F Proposicion

(2x)P=2%

5 x (xy) = 5 %% 5xy

3x+2xa+6xa=113a?

(x+2b) (x - 2b) =x? - 4b?

(-2 %) =-8%

Suma de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), su suma es otro polinomio S{x)
cuyos términos son la suma de los términos semejantes de los
polinomios sumandos.

El grado del polinomio suma es menor o igual que el grado de los
polinomios sumandos.

Para sumar dos o mas polinomios se agrupan los monomios semejantes y se
suman sus coeficientes.

Observe ademas que dos polinomios siempre se pueden escribir en forma
equivalente de modo que todos los términos de uno tengan un semejante en
el otro. Por ejemplo:

Dados P(X) =2x*-3 y Q(X) = X, pueden reescribirse como:

P(x)=2x*+0x-3 y Q(x)=0x"+x+0
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Asi, son equivalentes a los dados y cada uno tiene términos semejantes en el otro.
Propiedades de la suma

Sean P(x), Q(x) y R(x) polinomios cualesquiera en una variable, se
verifican las siguientes propiedades:

Nombre propiedad Propiedad

Esta propiedad nos permite sumar
tres 0 mas polinomios entre si.

Asociativa [P(x) + Q(x)] + RO = P(x) + [ Q(X) + R(X)]
Esta propiedad nos permite sumar
Conmutativa P(x) + Q(x) = Q(x) + P(x) T polinomios sin tener que
preocuparnos por el crden de los
mismos.
, Si-a cualquier polinomio se le suma
Elemento Neutro P(x) + 0(x) = 0(x) + P(x) = P(x) 0(x), el resultado es ese mismo

polinomio.

Elemento Inverso

Para cada polinomio siempre se.-
puede encontrar otro polinomio (su
opuesto), de modo que sumados
dan 0(x).

Si observas atentamente, la suma de polinomios cumple las mismas
propiedades que la suma de numeros enteros (o0 también, que los reales).

Recuerda que para obtener el polinomio opuesto o el polinomic inverso aditivo
de un pelinomio dado, basta con cambiar el signo de cada uno de sus términos.

Ejercicio 141:
SIR(x) =3x3-2x-1 y S${(x) = x—1,entonces R(x) +2 S(x) es
igual a:

a)R(x) +2 S(x) =3 x* -

b) R(x) + 2 S(x) =3 x* -

) R(x)+25S(x)=3 x-+3

d) R(x) + 2 S(x) =3 -

e) ninguna respuesta es correcta.
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Resta

La resta de dos polinomios es otro polinomio obtenido sumandole al
polinomio minuendo el polinomio opuesto al sustraendo:

P(x)- alx) = P(x) +[- Q(x)]

Multiplicacién

La multiplicacién de un niimero por un polinomio es otro polinomio
obtenido multiplicando cada coeficientes del polinomio por el nimero dado.

Ejemplo:
Si P(x) =2x® —3x* + 4x — 2 y se multiplica por 5, se obtiene:

R(x)=5-P(x)=

=5.(26 —3x% +4x-2)=

=10x’° —15x* +20x - 10
La multiplicacién de un monomio por un polinomio da un polinomio
obtenido multiplicando el monomio por cada uno de los monomios que
forman el polinomio.

Ejemplo:
- 3 2 : . 3, .
Si P(x)= 2x” —3x° +4x — 2y se multiplica por Q(x) = Ex , se obtiene:
R(x) =Qlx)-P(x)=
=%x2 -(2x3 —3x% +4x— 2)=
3
==2 x*x’ +—%(—3) XXt + 2 axx? +—5i(—2)x2
2 2 2 2
s 9 4 3 2
=3x" ——=x"+6x" —3x
2
La multiplicacién de polinomios da otro polinomio obtenido multiplicando
cada monomio que forma el primer polinomio por el segundo polinomio.

El grado del polinomio producto es igual a la suma de los grados de los
polinomios factores.

w
0

oo
-
o
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Ejemplo:

Realicemos el producto entre P(x)=3x* ~5x’ +11y Q(x)=x> +2x* +4
P(x).Q(x)=3x*-5x>+11) (X’ +2x° +4)
=3x'%°+3-2x"x* +3x74 -5 X* + (-5)2x°x* =5-4x* +11x* +11-2x* +11- 4
=3x" +6x° =5x°+2x* +11x° +2x* +44

La multiplicacion de los polinomios dados lo hemos realizado en forma

horizontal. También la podemos efectuar colocando los polinomios en
columna, alineando los términos semejantes del siguiente modo:

3x?-5x%+11 ,
X x3+2x2+4
12x* —20x° +44
6 x5 ~10x? +22x°
3‘x7 —5x5 +11x3

3x +6x% -5 +2x*+11x% +2x%+424

Propiedades de la multiplicacién

Dados tres polinomios cualesquiera, P{x), Q(x) y R(x) se cumplen
las propiedades:

Nombre propiedad Propiedad

Asociativa

Cuando se multiplican tres
polinomios, no importa cual de los
productos se realice primero, el
polinomio resultante es el mismo

Conmutativa

También en el producto de.

P(x) . Q(x) = Q(x) . P(x) polinomios, el orden de los factores
no altera el polinomic.resultante
obtenido. '

Si se multiplica cualquier polinomio

Elemento Neutro P(x) . 1(x) = 1(x) . P(x) = P(x) : ~por1(x)=1, se obtiene ese mismo
potinomio ‘
Elemento Absorvente P(x). 0 (x)=-0(x).P(x)=0(x) i Multiplicando cualquier polinomio.

por el nulo, se obtiene nuevamente
el nulo.
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La siguiente propiedad, que se cumple para cualquier terna de polinomios
P(x), Q(x) y R(x) involucra alasumay al producto de ellos:

Disffibutiva Sk P(x) . [Q(x) + R(x)] =P(x). Q(x) + P(x) R(x)

Observe que las operaciones suma y producto de polinomios cumplen las
mismas propiedades que la suma y producto de nlmeros enteros

Productos de interés practico o también llamados productos notables

Existen algunos productos que tienen una estructura determinada, y algunos
autores lo llaman “productos notables”. Ademaés, se usaran con mucha
frecuencia y por eso es conveniente tenerlos presente.

Para comprobar los resultados realice las multiplicaciones correspondientes.

(x+a) (x—a) = x*-a’ — diferencia de cuadrados

2 2 2
(x+a) (x+a) = (x+a) =x“+2x0+a trinomio de cuadrado
(x—a) (x-a) = (x—0a)? =x?-2xa+ a? perfecto

(x+a)(x+a)(x+a)=(x+0)* =x? +3x%a+ 3xa® +d’ zuat”g‘omio
e cubo

(x—-a)(x—a)(x—a)=(x—a)’ =x> -3x%a+3xd® -d* perfecto

Division
No siempre es posible dividir polinomios y encontrar otro polinomio. Esto
solo se logra bajo ciertas condiciones.

Se llama divisién entera de un polinomio P(x) de grado m entre otro Q(x)
de grado n, con m > n, al algoritmo por el cual se obtienen otros dos
polinomios C(x) y R(x) que cumplen:

P(x) =Q(x).CO)+R(x) €)
Grado de C(x) =m—n y grado de R(x) <n-1
0 R(x) notienegrado

P(x) =Q(x).C(x) + R(x)

Dividendo | — L, | Resto

Cociente

Divisor
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A la expresion (1) se la llama “ALGORITMO DE LA DIVISION"

Lo expresado anteriormente lo podemos visualizar del siguiente modo: si
queremos efectuar el cociente entre dos polinomios, por ejemplo:

P
Q(x)

lo indicamos de manera similar al cociente o division de nimeros reales:

P!x! Q!x)
R(x) ¢ (x)

Algoritmo
Es un conjunto de instrucciones, que cumplidas en el orden en que se dan,
conducen a la solucion de un problema después de una cantidad.

Para obtener los polinomios cociente y resto a partir de los polinomios
dividendo y divisor, se deben tener presente este conjunto de instrucciones:

- El grado del polinomio dividendo debe ser mayor o igual que el del
polinomio divisor.

- Ambos polinomios se ordenan en forma decreciente y se completan antes
de comenzar a dividir.

- El grado del resto debe ser menor que el del divisor o ser el polinomio nulo.

A continuacion describimos el proceso de la division con el siguiente ejemplo:
3x?+5x3 -2x+3): (xz -3x +2)

) Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor,
con lo que se obtiene el primer término del cociente:

4
3x
—-=3x’
X

I) Se multiplica el primer término del cociente por el divisor:

3x? (xz —3x+2)= 3x*—9x° +6x?

[11) El polinomio obtenido se resta del dividendo, obteniéndose un nuevo
dividendo:

(3x" +5x° —2x+3)—(3x4—9x3+6x2)=14x3 —6x° -2x+3

Observe que el polinomio obtenido luego a aplicar una iteracién del
algoritmo tiene al menos un grado menos que el divisor.
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IV) Con el dividendo cbtenido, se repiten las operaciones de los pasos |, Il y Ill
hasta obtener un resto igual a cero o de menor grado que el del divisor.

A continuacion presentamos el desarrollo completo del algoritmo:

3x 5% 20X - 2x+ 3 | x?=3x+2

—3x%29x%-6x2 2 ,
3x°+14x=36 ——+{ Cociente: C(x)

14 x3 —6x‘7— 2x

—14x° +42x° — 28x

36x°-30x + 3

~36x° +108x —72
Ya no se puede seguir dividiendo

por que el grado del resto, R{x ),
esmenorque el grado del divisor.

78x—69

Luego, el cociente de los polinomios dados es posible expresarlo:
a) Teniendo en cuenta el algoritmo de la division: P(x) = Q(x) . C{x) + R(x)

P(x)= (x2=3x+2) (3x2 +14x+36)+(78x—69)

POO _ ¢+ R

b) O tambign: —= =
Q(x) Q(x)
4 3
P(x) _ 3x*+5x" -2x+3 307 + 14x4 36 + st 69
X°=3x+2

a(x) x? —3x+2
+ Si el resto es distinto de cero, la division se llama entera y se cumple la relacién:

P(x) =Q(x).C(x)+R(x)

- Si el resto es cero, la division se llama exacta, es decir, el dividendo es un
mltiplo del divisor y se cumple la relacion:

P(x) =Q(x).C(x)

Si la division es exacta, las siguientes expresiones son equivalentes:

« El dividendo es multiplo del divisor o el dividendo es divisible por el divisor.

« El dividendo es multiplo del cociente o el dividendo es divisible por el cociente
+ El dividendo es igual al producto entre el divisor y el cociente.
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Regla de Ruffini

Si se quiere obtener ngg con (5X4 -3x7 +6x% —6): (x+2), se tienen
Qlx

grandes ventajas (aunque no se vea a simple vista). Dichas ventajas consisten en:

a) El hecho de que el polinomio divisor es ménico y al aplicar el algoritmo
cada vez que se aplique el paso (I) el coeficiente de ese cociente es muy facil
de hallar.

b) EL divisor es también un polinomio completo y por su grado siempre

P(x)=a,x"+a,_x""+K +ax+a, y Qx)=x-r

Y entonces C(x) =b, x""+K +bx+b, y R(x)=d (en el caso que
queremos resolver r=2 )

Es decir que el cociente es otro polinomio de un grado menos (por lo menos)
que el diviscr y el resto un polinomio de grado 0, o el polinomio nulo.

Estas observaciones tuvo en cuenta Paolo Ruffini en 1809 y propuso un
método mas sencillo para realizar este tipo de divisiones, sin escribir en el
procedimiento los factores literales de cada término. Este método se conoce
como Regla de Ruffini.

Para dividir: (5 x*=3x° +6x° —6) : (x+2) aplicando la Regla de
Ruffini, se deben realizar los siguientes pasos:

1. Completar el polinomio dividendo.

2. Colocar en un renglén solamente los coeficientes del polinomio dividendo
ordenado en forma decreciente.

3. En el renglon que sigue, el — 2 (r en general, que es la raiz del polinomio
divisor).

5 -3 6 0 -6
-2

4. Repetir el primer coeficiente en la primera posicién del tercer rengldn.

5 -3 6 0 -6

nY
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5. Se lo multiplica por la raiz del divisor (2do renglén) y el resultado se coloca
en el 2do rengldn, bajo el segundo coeficiente.

5 36 0 -6

o 10
|5

6. Se realiza la suma indicada verticalmente, colocando el resultado en et
tercer rengldn.

-2

sumar

5 3 6 0 -6

7. Se repiten los pasos (5) v (6) con los coeficientes que siguen hasta el
coeficiente independiente del divisor.

5 -3 6 0 -6
-2 10 26 -64 128

5 -13 32 -64 | 122 |——> Resto

8. Los coeficientes hallados, en ese orden, son los coeficientes del'polinomio
cociente. El tltimo de ellos es el resto de la division.

C(x)=5x"—13x* +32x-64 y R(x)=122

Ejercicio 142:
Encuentra el cociente y resto aplicando regla de Ruffini:

a) (4x4 - 3x? -1):(x-1)

b) (4x* + 2x° —4x? +3x+1)(x+2)

Teorema del Resto

Si se realiza la divisién de P(x)= x* —8x*—7x+2 por Q(X)= x—3,se
puede hacer usando la Regla de Ruffini:
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i 3 1 —4 |-10|—> Resto

Ademas si se evalta el polinomio P(x) en x = 3, se tiene:
P(3)=3°-8-3"-7.3+2=

=81-72-21+2=

=-10
Esta coincidencia entre el valor del polinomio P(x) en x =3 y el resto de la
divisidn P(x) : (x - 3) no es casual, de hecho se puede probar que para

cualquier divisién de este tipo seré asl. Esta propiedad general se enuncia en
el siguiente teorema:

Teorema del resto: el resto de la division de un polinomio P{x) por otro de
la forma x - a coincide con el valor numérico de P(x) en x = a, es decir
con P(a).

Este teorema es Util para conocer cual es el resto de la division sin necesidad
de realizarla.

Ejercitacion:

Ejercicio 143:
Sefale la respuesta correcta.

Dado el polinomio P(x)= x° —kx? +x?—x

P(x) es divisible por (x+1) si k es un nimero que pertenece al intervalo (-3,1)

Para el valor calculado de k, el resto de dividir P(x):(x—2) es 42

Para el valor calculado de k, es P(x) +2Q(x)= x —3x> +2 siendo
Q(x)= -2x> +0,5x+1

Para el valor calculado de k, es P(x) :(x+1)= x* —x® +2x? —x
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Ejercicio 144:
Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

x? —3x? + x—1 es miltiplo de (x+1)

x*-81 esdivisible por (x+3)

Si T(x)=—2x" =3x> + x? + x+1, entonces P(-2) =5

S(X)=(x-2) +3x-4x’ y P(x)=4x>+2x*+x-4 son polinomios opuestos.

Ejercicio 145:
Dados los siguientes polinomios, efectle las operaciones que se indican a
continuacion:

A(x)=x?-5 B(x)=§ X3 —4x% +x-1 C(x)=—§-x+6

a) B(x)—[-C(x)]
b) 2A(x)-B(x)

c) B(x) :(%xz +x—2)

d) [—A(x)]z :(%x—l)
e) —5C(x)+B(-1)

Ejercicio 146:
Calcule el polinomio P(x) que dividido por (x + 1) tiene por cociente
C(x)=3x*+2x+3 y resto 2.

Ejercicio 147:
Calcule el valor de k, para que el resto de la divisién de los polinomios
T(x) : P(x) sea 4, siendo T (x)= 453 -x?+kx-2 y P(x)=(x—-2)

Ejercicio 148:
Sabiendo que 3/2 es una raiz del polinomio P(x}, calcule el valor de la
constantea si: P(x)=2x*-3x’—ax—-25x+6

Ejercicio 149: 4 3
Efectie el cociente (2x™ = 3x7):(x+2)
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a) Utilice division de polinomios.

b) Mediante la Regla de Rufini.

¢) Indique la expresidn del polinomio cociente y el resto.

d) Aplique el Teorema del resto y verifique que P(-2) = R(x).

Ejercicio 150:

Resuelva las divisiones que siguen. Exprese el cociente y el resto. Cuando sea
posible, aplique el teorema del resto para verificar:

a) (x*+7x3=5x +1): (x*+2x)
b) (8x% —x3-2+x?):(x-2)
Ejercicio 151:

SiP(1)=3yx=-2esun cerode P(x)=3x? +ax® =4x? +bx+2 entonces
ay bvalen.

Ejercicio 152:

Complete las siguientes expresiones:

) e +10X oo = (. = 5)2
b S 75X e = (=X

Ejercicio 153: 1 4
Calculeelvalordea,sabiendoqueT(x)=3x +3ax3-2x y T(-2)=2

Ejercicio 154:
En un rectangulo, las expresiones polindmicas que representan la longitud de

los lados no congruentes son (x? — 2x)y (-3x7—4x)

Encuentre el polinomio reducido que expresa el perimetro y el de la superficie
del rectédngulo.

Ejercicio 155:

Resuelva las divisiones que siguen. Exprese el cociente y el resto. Cuando sea
posible, aplique el teorema del resto para verificar:

a) (x5 +7 x% —5x+ 1) :(x3 +2x)

b) (8x% - x* -2+ x?) :(x-2)

Ejercicio 156:
Si se conoce el cociente C(x), el divisor D(x} y el resto R(x) ;Cudl es el dividendo?

a) C(x)=3x2+x+4 D(x)=x+2 R(x)=-9

b) C(x)=-§-x3+4x2—-5x+4 D(x)=x+2 R(x)=0
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Ejercicio 157:
De la division exacta entre 2x¥ =3 x3 +10x% - 17 x+3 y un cierto :
polinomio, el cociente es 2x - 3. ;Cuél es ese polinomio?

Ejercicio 158:
Halle el valor de k en cada caso:

a) P(x)= —2x* +3 kx—1 yP(x) es divisible por (x - 2)

b) Q(x)="5x> =2 x? +k y -1 es ralz de Q(x)

c) S(x)=—2x2 —4 x—k y elresto de dividir S(x) por (x +3) es -1.

d) T(x)=3(x+k) (x—5) y la suma de las raices es 3.

Ejercicio 159:

El resto de dividir P(x) = x* - 3x* - 4x2 + 6 x - 7 por un cierto polinomio Q(x)

es 4. ;Puede ser Q(x) = (x - 3) el divisor? ;Por qué?

Ejercicio 160:

Halle el resto de la divisién entre P(x)= X3+ 2x+2 y Q(x)=x+1 k]

e indique si los polinomios dados son divisibles.

Ejercicio 161:
Dado Q(x) =x° - 64, indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) El binomio P(x) = x* + 8 divide a Q(x). P(x) =x*+ 8

b) - 2 es raiz de Q(x).

¢) El polinomio x2 + 2x + 4 es multiplo de Q(x).

d) QX)) =(x*-8) (x+2) (x*-2x+4)

Ejercicio 162:

Escriba un polinomio P(x) de grado tres para el cual 4 sea una rafz doble y -1
una raiz simple y que ademas verifique que P(2) = 24.

Ejercicio 163:

Escriba un polinomio Q(x) de grado tres sabiendo que

Q(-2)=Q(1)=0Q(5)=0y que Q(0)=50.

Ejercicio 164:
Indique si son (V) o (F) las siguientes proposiciones:

a) P(x) =x*-kx?+ 2 x+7 kes divisible por Q{x) =x + 2, si k = 4.
b) Al dividir P(x) = x* - 2x*> + 4x* - x + 1 por Q(x) =x - 2, el resto es 15.

) (@-43 ) (a+3)=2az2-3.
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Ejercicio 165:

2Qué valores deben tener ay b para que P(x) = 5x® - 2x% + ax - b sea divisible
por Q(x) =x* + 1 (Recuerde: una sola respuesta es la correcta)

Para formalizar podemos decir que:

a)5y2

b)5y -2

c)-5y2

d)-5y-2

e) Ninguna respuesta es correcta.

Ejercicio 166:

Dados los siguientes polinomios, halle su valor para cada valor de x indicado:
a) Q)= X+ 4X°+5X+4 o, para x=-2

b) S(x)= X3 —5x24+8X—4 .. para x=1

c) Aplicando el teorema del resto, scudl es el binomio que divide a S(x)?
Verifique.

d) sEs Q(x) divisible por (x + 2)? sPor qué?

e) sCudl deberia ser el valor del término independiente de Q(x) para que sea
divisible por x - 2?

Ejercicio 167:
¢Cudl es el polinomio que dividido por x - 2 tiene cociente
C(x) = 2x% + 7x* + 6x - 2 y resto R(x) = 37

Ejercicio 168:
Indique con una cruz si los siguientes polinomios son divisibles por (x + 3)

P, () CALCULOS sl |NO

P,(x)= x? — 32

Py(x)= x3+33

P;(x)= x?+3x

Py(x)= x*+3x3+9x%+27x+81

Ps(x)= x3-27

Ps(x)= x* +81
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Factorizacion de expresiones
algebraicas enteras

También los polinomios pueden ser expresados como el producto de dos o
mas factores algebraicos. A este proceso se lo llama factorizacidn.

Recordemos guie...

es posible expresar los nimeros enteros como producto de otros
nlimeros enteros que son divisores del mismo, como por ejemnplo:
a) 6 =2.3 o0 también 6=-2.(-3)

b) -10=2.(-5) o también -10=-2.5

Anteriormente vimos productos notables, en virtud de eso:
x? = 25=(x=5)x+5)

Aqui, el segundo miembro de la igualdad es un producto de dos factores,
mientras que el primero es un binomio. Se dice que “factorizamos el
binomio”, porque ese binomio tiene como expresién equivalente un producto.

Para factorizar polinomios, en general, se aplican diversos recursos
algebraicos como el de los productos notables y/o el de las raices o ceros de
un polinomio.

Factorizacion de polinomios a partir del calculo de los ceros o raices.

Anteriormente hemos visto que un nimero a (real o complejo) es una raiz o
cero de un polinomio P(x), si el valor del polinomio se anula para ese valor de x.

En forma simbédlica se escribe:

x=a es raiz de P(x) si y sélo si P(a)=0

Si combinamos el teorema del resto y el algoritmo de la division de un
polinomio P(x) por un binomio de la forma (x - a)

P(x)=(x —a).C(x)+P{a)

Si P(a) = 0 entonces, una consecuencia importante estara dada por la expresion:

P(x)=(x—a).C(x)

De la igualdad (2) extraemos dos conceptos importantes del algebra
operacional que son:

- Expresion factorizada de un polinomio.

- Divisibilidad de polinomios.
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El polinomio dividendo queda expresado como el producto del divisor por el
cociente, o también podemos decir que hemos factorizado P(x) a partir del
producto del divisor (x - a) por el cociente C(x).

A la expresidn: P(x) = (x - a) . C(x) también podemos escribirla asi:
P(x)
(x—a)

C(x)
y se lee: P(x) es divisible por (x - a)

Cuando decimos “es divisible por”, esta expresion nos asegura que el resto
de esa division es cero.

Concluimos entonces gue:

P(x
Si al realizar el cociente entre dos polinomios, obtenemos: L =C(x)
y el resto es cero, entonces P(x) es divisible por Q(x). Qlx

Este concepto matemaético, que se vio en los nimeros enteros, se llama:
divisibilidad. La divisibilidad es una herramienta que nos sera Util para
factorizar polinomios, junto con el tema que sigue.

Hemos mencionado que las raices (también llamados ceros de un polinomio),
son los valores de x que, reemplazados en el polinomio, hacen que éste se
anule o se iguale a cero. Cabe preguntarnos entonces: ;Cudntas raices tiene
un polinomio dado?

Esta pregunta la contesta un teorema, cuya demostracion necesita de
conocimientos matematicos mas avanzados, que se llama:

Teorema fundamental del Algebra.
Todo polinomio de grado n tiene n raices (nimeros reales o complejos,
iguales o distintas).

¢Para qué nos interesa conocer los ceros o raices de un polinomio?

« Para encontrar |a expresién factorizada de un polinomio.

- Simplificar expresiones algebraicas.

- Para resolver ecuaciones cuyo grado es mayor o igual que 2.

« Para graficar una funcién, porque dichos valores son los valores de “x “para
los cuales la gréfica de la funcidn dada interseca el eje de las abscisas.

Si de un polinomio de grado n, conocemos sus n raices:

X, %, Ky X
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siendo el coeficiente principal , podemos escribir su expresién factorizada como:

P(x)=a, (x —x1)(x=x5){(x=x3)....(x = x},)

Aplicamos este teorema en un ejemplo. Para ello, tendrd que completar lo
que se pide:

Sea el polinomio P(x) = ax* + bx + ¢
a) El grado del polinomio es: .........

b) De acuerdo al teorema fundamental del algebra tiene..... ceros o raices que
simbdlicamente indicamos: ..., ..., ooy ..ee

¢) El coeficiente del término principal es a_

Entonces, la expresién factorizada del polinomio, a partir del coeficiente del
término principal y las ralces es:

P(x)=a (x—x7)(x=x,)(x-x3)(x—x4)

La pregunta que surge naturalmente ahora es: ;Cdmo hallamos las raices
reales de un polinomio?

Analicemos este ejemplo, en el que también tendréd que completar algunas cosas:

Siendo P(x) = X* + 3x? - 4x - 12 un polinomio de grado........, de acuerdo al
Teorema Fundamental del Algebra, tendrd ........ rafces.

Si conocemos que una de sus raices: x, = -2, esto quiere decir que P(x) es
~ divisible por (x - 2). Para calcular el cociente, ya que el divisor es (x - 2),

podemos aplicar la regla de Ruffini.

Complete el cuadro y calcule los coeficientes:

El dltimo valor que calculd, aplicando Ruffini es cero, de no ser asi revise
nuevamente. Si llegd a cero, entonces el polinomio cociente es: C(x) =

..................... yR(X) =.......

Por lo tanto, podemos expresar el polinomio P(x) como el producto del
divisor por el cociente del siguiente modo:
P(X) = (x - 2) (* + 5x + 6)
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Al llegar a este paso decimos que P(x) es divisible por:
* (x - 2) y también por:
* X2+ 5x+6

Para encontrar las raices restantes, es decir los valores de x que anulan al
polinomio C(x), tendremos que volver a calcular las raices del cociente obtenido:

Cix)= X2 +5x+6
Calcular los ceros, significa igualar a cero este polinomio:
x2+5x+6=0

Obteniendo una ecuacion de 22 grado completa cuyas raices se calculan a partir
de los coeficientes utilizando la siguiente férmula:

~bx b’ -4ac

2a

X33=

Sustituyendo cada coeficientes por suvalor:a=1,b =5y c =6 se obtiene:
X,=-2yX,=-3

Asi, la factorizacion del polinomio C(x) queda:

C(x)=x*+5x+6=(x+2)(x + 3).

Teniendo en cuenta la raiz anterior x, =2, expresamos la factorizacién del
polinomio P(x) del siguiente modo:

P(x)= x3+3x2 —4x-12=1(x-2){(x +2)(x + 3)
Concluimos que este polinomio es divisible por:
(x=2),(x+2) y (x+3).

Ejercicio 169:

a) Escriba la expresién factorizada de un polinomio de grado S cuyo coeficiente
principal es 2 y sus raices son: x, =x,=3,%x,=-2,X,=-Tyx. = 1.

b) A partir de la expresion factorizada que encontrd, escriba el polinomio
correspondiente: ...
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Polinomios primos

Recordamos que: al niimero 60 lo podemos escribir: 60 = 2.2.35=22.3.5
es decir, lo hemos expresado como producto de los factores 2, 3y 5, ya que
60 es divisible por ellos. Decimos que 60 es niimero compuesto.

No sucede lo mismo con 61, ya que no es divisible por otros numeros que no
sean él mismo y la unidad. A estos numeros se los llama numeros primos.

Con los polinomios sucede algo parecido, es decir, algunos de ellos se
pueden factorizar y otros no. Decimos entonces:

Cuando a un polinomio de grado no nulo, no es posible expresarlo como
producto de polinomios de grado menor, se dice que es un polinomio primo.

La factorizacién de un polinomio, conocidas sus raices, no es la dnica forma
de expresar un polinomio como un producto de polinomios primos.

Recordaremos otras maneras que son muy Utiles cuando se trabaja con
operaciones entre expresiones algebraicas enteras y fraccionarias, que son:

« Factor comin

« Factor comun por grupos de igual nimero de términos
- Trinomio cuadrado perfecto

- Cuatrinomio cubo perfecto

- Diferencia de cuadrados
- Suma o diferencia de potencias de igual grado

Factor comun
Observe el polinomio: P{(x)= 2x%+4x?

Podemos factorizarlo encontrando las raices, pero también podemos
extraer los factores comunes a ambos términos.

Para ello seguimos el siguiente procedimiento que consiste en:

» Calcular el mayoer divisor comun de los coeficientes.
- |dentificar la variable x, con el menor exponente de todos los términos.

Volviendo al polinomio P(x) = 2x* + 4x? observamos que:

» 2 es el mayor divisor comun de los coeficientes 2y 4
- x2 es el factor literal con menor exponente de los términos dados
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Luego, el factor comun es: 2 x?
Si dividimos cada término del polinomio por el factor comun obtenemos:
2x* 4x?
—=x" y ~=2
2x 2x

por lo tanto: P(x)= 2x% 1 ax? =242 (x2 +2)

¢Es posible verificar si esta factorizacion es correcta? ;Qué propiedad
debemos utilizar?

Dejamos esta inquietud para que la resuelva y verifique el resultado.
Complete la tabla, teniendo en cuenta las flechas sefialadas:

Busque el factor comun y factorice la expresién dada:

10x+15y 5 (2x + 3y)

....................... 4xy(@ab-ac+d)

EXy-9xy*+3x%y 3XY (oo )

....................... -7p(2pP+p+1)

Tab?+1 az- 1 ab? Y )
8

....................... 0,2z (x+2y-32)

Apligue la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma.

Ejercicio 170:
Extraiga el 6 los factores comunes de:

a) 6a%b3 —~4a°b?-12d° b2 +4a* b* - 60° b3
2 3

7 14
b) §m6x3y+7m5nx2+?m n’xy

Factor comun por grupos

No siempre es posible factorizar un polinomio a partir del factor comun. Sin
embargo, hay polinomios que presentan una estructura que nos permite

formar grupos, asociando, con el mismo ntimero de términos y que presentan

un factor comun para cada uno de esos grupos.

ax+ay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)
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Analicemos este ejemplo: (*)

ax+ay+bx+by

En él es posible observar que los dos primeros términos tienen de comun el
factor a y los dos ultimos, el factor b. Si asociamos los dos primeros y los dos
ultimos términos:

ax+ay+bx+by=(ax+ay)+(bx+by)

y luego, de cada paréntesis, extraemos el factor comun, obtenemos :
axtay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)

Observamos que han quedado dos términos que tienen como factor comun
entonces extraemos ese factor comun:

ax+ay+bx+by=(x+y)(a+b)

+En este caso, existe una Unica forma de agrupar los términos?..........cccoeeene.
Intente otra agrupacion. sobtiene finalmente la misma factorizacion?...............
Recuerde:

Los polinomios que se pueden factorizar de esta forma cumplen con el
siguiente requisito:

« Los grupos de términos que tienen factores comunes deben tener el
mismo numero de términaos.

Ejemplo: -

Analicemos el siguiente polinomio:
P(x)=2x"+2x" —x~1
Para factorizarlo, podemos agrupar los dos primeros términos y los dos

segundos. jCuidado con el paréntesis!

Analice en cual de las expresiones siguientes es incorrecto el agrupamiento:
2x3 +2x% =x—1=2x% (x+1)-(x-1)

2x3+2x% =x=1=2x2 (x+1)+(- x-1)

2x°+2x7 —x=-1=2x" (x+1)—( x+1)

Seguramente coincidimos que el primero, ya que al sacar los paréntesis, la
expresion que se obtiene no es equivalente a la dada.

(*) La expresion de cuatro términos ha quedado factorizada como un producto de dos factores. pag. 119



% UNCUYO | E§§§ FCEN Cuadernitlo de Ingreso 2016

¢ UNIVERSIDAD FACULTAD DE CIENCIAS . fas
NACIONAL DE CUYO EXACTAS ¥ NATURALES Médulo Matematica

Cometer este error es muy comun. Recuerde que el signo negativo que precede
un paréntesis indica que al eliminarlo, cambia el signo de los términos que
encierra el mismo. Esta condicién no se cumple en el primer caso. Pero para la
factorizacion nos interesa la tercera propuesta, ya que admite sacar factor comun
la expresion (x +1).

Resulta entonces que:
2x3+2x% —x-1=2x? (x+1)-(x+1)

2x3+2x% —x-1= (2x2 1) (x+1)

Recuerde que:

c-a-b=-(a+b)
c-at+b=-(a-b)
Ejercicio 171:

Factorice las siguientes expresiones:

a) 6am—-4ac-3bm+2bc
b) abc+ mnt-mc—abnt

¢) 6x°+10ax+15x +25¢g
d) 6a%-4a°-12a° +8a

e) 2x%+ 2 x*+3x% +3

Trinomio cuadrado perfecto
sRecuerda el resultado de (X 4 @)72......ovriirereerrereceeises s

La expresion que se obtiene se denomina trinomio cuadrado perfecto, que
factorizada, es el cuadrado de un binomio.

Un trinomio cuadrado perfecto consta de ........ términos, que cumplen las
siguientes condiciones:

a) Dos de los términos son cuadrados.
b) Un término que es el doble del producto de las bases de los cuadrados.
El cuadrado de un binomio es el producto del binomio por si mismo y si

aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma,
obtenemos:

(a+b)? =(a+b)(a+b)=a.a+ab+ba+bb=a’+2a b + b?
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(a+b)? = a’+2ab+b?
Cuadrado Trinomio cuadrado
de un binomio perfecto

Observe los siguientes ejemplos:
Ejemplos

« El trinomio 25 x? + 10 x y? + y* es un trinomio cuadrado perfecto porque:
a) El primer término es el cuadrado de5x ya que: (5x)? = 25 X

4

b) El tercer término es el cuadrado de y? ya que: (y%)? = y*

¢) El segundo término es el doble producto de las bases de esos cuadrados,
es decir: 2.5xy?=10xy?

Luego, el trinomio cuadrado perfecto dado se factoriza:
25X +10 x Y2 +y*= (5 x + y?)?
« El trinomio, (9 - 6x + X?) se puede factorizar de dos maneras:

9-6x+x? =(3—x)2

9 —6x+x2=(x—3)2

Nota: Siempre gue el término del doble producto aparezca con signo
negativo, en el trinomio cuadrado perfecto, podemos factorizarlo de las
dos maneras.

Ejercicio 172:
Complete la siguiente tabla:

Desarrolle el cuadrado de un binomio

N

xz +ex+9

(3x+1)?

(050 - 0.3)°

2502 —70ab+49b°

~_

Escriba el cuadrado de un binomio
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Ejercicio 173:
Factorice las siguientes expresiones:

1
a)x2y4+z—xy2

9 6 12 3 > 4
b)—x° +—= x>y’ +4
)25 5 Y Y

Cuatrinomio cubo perfecto

¢Recuerda el resultado al realizar (X + @)% 2.

La expresién obtenida se denomina cuatrinomio cubo perfecto, que
factorizada es el cubo de un binomio.

Un cuatrinomio cubo perfecto de la forma x* + 3 x? a + a% consta de......
términos que cumplen las siguientes condiciones:

a) Dos de los términos son cubos: x*y a®

b) Un tercer término 3 x? a, es el triple del cuadrado de la base del primer
término por el segundo término.

c) El cuarto término 3 xa?, es el triple de la base del primer término por el
cuadrado de la base del segundo. \

Para desarrollar el cubo de un binomio, desarrollamos primero el cuadrado y
luego multiplicamos la expresién gue obtuvimos por el binomio original:

(@+b) =(a+b)? (a+b)=(a*+2a b + b*)(a+b)
=a’+a’b+2a’ b+2ab’ +ab?+b°

(@+b)> =0d’+3d°b+3ab’ +b°

Cubo de un binomio Cuatrinomio cubo perfecto

Nota: Recuerde que:
(a-b)>=[a+(-b)*=a%+3a%(-b) + 3a (-b)?+ (-b)*=a*-3a?b + 3 ab?- b3
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Ejemplo:

+ El polinomio x3+6x° y+ 12 xy‘2 +8y3 es un cuatrinomio cubo perfecto

porque:
x3=(x)3 6x2y=3(x)22y
8y3=(2y)3 12xy? =3 x(2y)2

Luego este cuatrinomio cubo perfecto se factoriza:
x? +6x2y+ 12 xyz +8y3 =(x+2y)3

Ejercicio 174:
Complete la siguiente tabla:

Desarrolle el cubo de un binomio.

3.3 2 3 2. 1.3
X" ==X yt+— xy ——
2 4 Ey

(3x+1)°

(mp?-p)?

~_

Escriba el cubo de un binomio.

Ejercicio 175:
Factorice las siguientes expresiones:

a) 8a° +36a°b+54ab’+27b°

b) x3 _3 x2+-3—x L
5 25 125

Diferencia de cuadrados

Complete con la expresién correspondiente: (a+b) (@-b) = oo ?

Aplicando propiedad distributiva, obtenemos:

(a+b)(a—-b)=a? ~ab+ba—-b’=a’-b?
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Luego, por la propiedad simétrica de la igualdad:
a’~b> = (a+b)(a-b)

Diferencia de cuadrados Producto de la suma
por la diferencia de las bases

Ejercicio 176:
Escriba las siguientes expresiones como producto de una suma por una diferencia:

Suma o diferencia de potencias
de igual grado

Los siguientes polinomios son particularmente binomios que presentan la
siguiente expresion:

PX)=x"+a" 6 P(x)=x"-4a"

siendo n un numero natural

Para factorizarlos es de suma importancia tener presente dos propiedades
que son:

« Todo polinomio de grado n tiene n raices (nimeros reales o complejas,
iguales o distintas). :

» Si de un polinomio de grado n conocemos sus n raices: X, X, X,, ..., X .

n

(siendo el coeficiente principal a ), podemos escribir su expresion factorizada:
P(x)=ap, (x =x1)(x=x,)(x=x3)....(x = x},)
Para llevar a cabo la factorizacién utilizaremos dos conceptos:

» Estas expresiones son divisibles por un binomio de la forma (x - a) siempre
que a sea un cero o raiz del polinomio dado. Luego: P(x) = (x - a) C(x)

« La regla de Ruffini para calcular tos coeficientes de C(x) y verificar si
efectivamente el valor hallado para a es un cero del polinomio.

Debemos averiguar si x_+a_ 6 x_-a_ son divisibles por (x + a) 6 (x - a).
I n n

En ambos casos, la divisibilidad depende si el exponente n (nimero natural)
es par o impar.
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Ya que estamos trabajando con divisién de polinomios, siendo el divisor un
binomio de primer grado en x podemos aplicar el Teorema del Resto. Sies
divisible, el resto sera cero y podremos factorizar como:

x"+a" =(xta)C(x)
A continuacion analizaremos algunos ejemplos particularizando si el grado
es un numero natural par o impar. Para ello comprobaremos que las
siguientes divisiones son exactas aplicando el teorema del resto y
calcularemos el cociente aplicando regla de Ruffini.
« Si se tiene suma de potencias del mismo exponente n, siendo n es impar

3 . —(y3 3.

(X7 +27):(x+3)=(x"+3"):(x+3)
« Aplicando el teorema del resto para x =-3 resulta: (- 3)*+3°=0yla
division es exacta. Resolviendo la division con la regla de Ruffini, obtenemos
el cociente:

O3 +27): (x+3)= x?-3x+9

Utilizamos en la igualdad el algoritmo ce la divisién y de esta forma
obtenemos la expresion factorizada

(x3+27) = (x+3)( x? -3x+9)
« Si se tiene resta de potencias del mismo exponente n, siendo n es impar
(x> =32):(x=2)= (x° =2°):(x=2)

Aplicando el teorema del resto para x = 2 resulta: 2° - 22 = 0 y la division es
exacta. Aplicando regla de Ruffini obtenemos el cociente:

(x°=32): (x=2)=x*-2x?+4x? -8x+16 (2)

(2) Utilizamos en la igualdad el algoritmo de la divisién. Asf obtenemos:
(X’ =32)=(x-2) (x*=2x° +4x* -8x+16)

- Si se tiene suma de potencias del mismo exponente n, siendo n es par
(x°+64): (x£2)=(x*+2°): (x£2)

Aplicando el teorema del resto:

Si x = -2 resulta: (-2)¢ + 26 =128 la division no es exacta.

Si x =2 resulta: 26+ 25 =128 la division no es exacta.
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Conclusion:
Si se presenta una suma de dos potencias de grado par, no es divisible por la
suma ni por la diferencia de las bases.

+ Si se tiene resta de potencias del mismo exponente n, siendo n es par

(x*=16): (x+2)=(x"-2%): (x+2)

Aplicando el teorema del resto para x = -2 resulta: (-2)* - 2= 0, es decir que
la divisién es exacta y el cociente es C(x) = x* - 2x* + 4x - 8.

Usando el algoritmo de la division, se tiene:
(x'— 16 ) = (x+2)(x* + 2x* + 4x + 8)
También (x*=16):(x=2)=(x*-2"): (x=2)

Aplicando el teorema del resto para x = 2 resulta: 24 -2* = 0, es decir que la
division es exacta y el cociente es: C(x)= x* + 2x* + 4x + 8

Usando el algoritmo de {a divisién, se tiene

(x“— 16): (x=2)(x* + 2% +4x+8)

Pero en ambos casos, si se analiza el segundo factor, se vera que el proceso de
factorizar no estd terminado, pues el segundo factor también es factorizable
por el segundo caso de factoreo:

X —2x? +ax-8=(x-2x?)+(4x—8)=x? (x=2)+4(x-2)=(x? +4) (x-2)

Obtenemos entonces:

(x*=16)=(x*+4) (x=2) (x+2)

Nota:
Puede ocurrir que los casos de factorizacién aparezcan-combinados:
2
3 1 . L
a) 3x+ 3x2 4+ 2 3| x4 (factor comun y trinomio
4 2 cuadrado perfecto)

(factor comuin por grupos

3 2 _ 2 :
b) b7 =b+1-b" = (b* -1) (b-1) y diferencia de cuadrados)
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Ejercicio 177:
Complete la siguiente tabla:

Escriba como el producto de la suma por la diferencia de las bases

O\

1
—x¥-0.25
9

Escriba como una diferencia de cuadrados

Ejercicio 178:
Complete lo siguiente:

a)(x—a)(x? +xa +0%) esla factorizacion de: .o
b) (x 3+ 27)  factorizado es igual a: ... oo
) (x 2+ 4)(x—2) (x+2) esla factorizacion de...........oooricic
d)(x°>- 243) fACTONZAAO B5 oo s

A continuacién mencionamos los pasos generales a tener en cuenta para la
factorizacion de polinomios:

19 Sacar factor comdn si es posible.
22 Si el polinomio no queda totalmente factorizado, se aplica alguno de los
otros casos analizados o el método de las raices.

Para utilizar el método de la factorizacion a partir de los ceros o raices reales
del polinomio tenemos en cuenta:

a) Calcular alguna rafz entera a partir de los divisores enteros del término
independiente.

b) Verificar si los divisores son raices del polinomio utilizando el teorema del resto.
c) Calcular el cociente C(x) entre P(x) y el divisor (x -a) utilizando la Regla de
Ruffini, de modo que: P(x) = (x - a) C(x)

d) Se repite lo realizado en el punto c) en caso de que C(x) sea.
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Ejercicio 179:
Realice las siguientes factorizaciones a partir de los ceros:

A) AX—T1 =i
b) X2 = 2X=3 =
Q) 27X+ 8 =,

Méaximo comun divisor y minimo
comun multiplo

Una aplicacién Gtil de la factorizacion de polinomios es calcular, para dos
polinomios, el minimo comun mditiplo o multiplo comun menor,
mcm(P(x), Q(x)); y el maximo comun divisor mcd(P(x), Q(x)) , los que a su
vez permitiran trabajar con funciones racionales.

Estos conceptos los vimos en el médulo de ndimeros reales. Si tiene alguna
duda respecto de ellos, repase antes de continuar.

El méximo comun divisor de dos 0 mas polinomios, mcd (P(x), Q(x)), es el
polinomio de grado mé&ximo que sea divisor de todos los polinomios dados.

El minimo comudn multiplo de dos o0 mas polinomios es el polinomio de
grado minimo que sea muitiplo de todos ellos.

Pasos para el célculo del méaximo comun divisor y el minimo comun multiplo
de dos o mas polinomios:

a) Se factorizan los polinomios dados.

b) EL méximo comuin divisor es el producto de los factores comunes a los
polinomios dados, elevados a su menor exponente con que aparezcan en una
de las factorizaciones de los polinomios.

¢) EL minimo comtin multiplo es el producto de los factores comunes y no
comunes a los polinomios dados, elevados a su mayor exponente con que
aparezcan en una de las factorizaciones de los polinomios.

Ejemplo:

Calcularemos el mcd y el mem de los polinomios:

P(x)=2x"-3x*+2x-3 P,(x)= x -1 P(x)=x’ —2x*+x-2
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Primero factorizaremos cada polinomio. Le proponemos que analice y escriba
para cada polinomic el/los casos de factoreo utilizados:

a) 2x’-3x"+2x-3 = 2x(x2+1)—3(x2+1) = (x2+1)(2x—3)

b) x* —1= (x> =1)(x? +1)= (x=1)(x+1)(x* +1)

A x*-2x7+x-2=x*(x-2)+(x-2)= (x2 +1Xx—2)

Es importante tener en cuenta gue:

« El med de dos o mas polinomios debe dividir en forma exacta (con resto
cero) a todos ellos, por lo tanto es el producto de los factores comunes con
sU menor exponente.

En nuestro caso es mcd (P,(x), P,(x),P,(x)) = x?+1.

+ EL mem de dos o mas polinomios es el polinomio de menor grado que es
divisible por todos los polinomios. Por ello se obtiene multiplicando los
factores comunes y no comunes con su mayor exponente.

En nuestro ejemplo es: mem(P.(x), P,(x),P,(x))=(+1)(2x -3)(x - 1)(x+1)(x-2).

Ejercicio 180:
Calcule el mcd y el mem de las siguientes ternas de polinomios:

a) Pl(x)=axm2+2clxmn+a xn? P,(x)= a*m+a’n P3(x):20x2
b) Q(x)=x*-x Q,(x)=x*-2x+1 Q, (x) 2x* -2
OR,(X)=2x"-3x*+2x-3 R,(x)=x*-1 R)=x>2x’+x-2

Ejercicio 181:
sLas siguientes expresiones son iguales o distintas?

a) (m+n)2 y (—m—n)z
b) (m=n)’ y (n—-m)?

O (m+n)? y m? +n?

Ejercicio 182:

Complete el polinomio T(x) para que sea trinomio cuadrado perfecto:
a) T(x)=16x"+........... +25=(eerererrrnn, )

b) T (x)=49x° —70x* +.......... ] )?

OT(X)= e —30X e = (o —=5)?

pag. 129



™ UNCUYO |

; UNIVERSIDAD

NACIONAL DE CUYO

& FCEN

FACULTAD DE CIENCIAS
EXACTAS ¥ NATURALES

Cuadernillo de Ingreso 2016
Médulo Matematica

Ejercicio 183:

Complete S(x) para que sea cuatrinomio cubo perfecto:
S(X) =i, —12x % =(4-...)
Ejercicio 184:

Factorice hasta llegar a la minima expresién:

a)4axn—-6 bnx —10nxy+2axn=

b) 4axn—6 bnx —10nxy+2axn=

) 3x3+6 x%2+5x+10=
d) 4x%+1/16 -x? =

e) a?

x® —49 =
f) —x?+100=

g) 2x3-3x%2-8x+12=

2
h) 8x3—4x?+Z x—i=
3 27
i) 312x° + 1=
j) x6—729 =
Ejercicio 185:

Complete con el resultado:
a) P(x)=x 3 _7x+ 6 esequivalente a: ...
b) La expresion factorizada del polinomio P (x)= 2 x 243x—5es ...

¢) ¢El polinomio 3x® + 6x% ~ 24x = (x* + 4x)3x—6) admite otra
factorizacion?

d) Si los factores de un polinomio son (x -2y) (3x -Sy) encuentre el
polinomio. ;Qué propiedad aplicé?

e) Si sabemos que un factor del polinomio x* - 7x - 3 es x - 2, encuentre el
otro factor.

f) Si factorizamos un polinomio completo de segundo grado P(x) = ax?+bx+c
¢cudl serd el signo entre los términos los factores binomiales en cada caso?
Escriba el polinomio correspondiente:
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a) a>0,b>0y c<0
by a>0,b<0y c>0
) a>0,b>0y c>0

d a>0,b<0 vy c<0

Expresiones racionales fraccionarias

Dados dos polinomios P(x] y Q(x) donde Qfx}=0, la expresién -ZE,—)? es una
Sx‘

expresién racional fraccionaria.
Es decir, es un cociente de dos polinomios. También se las conoce como fracciones

algebraicas.
Como por ejemplo:

Ix+y b) o+b? ) 2ab

x—2 x+y? 3b-a

a)

Las fracciones algebraicas se comportan como las fracciones numéricas, es
decir, podemos simplificarlas, sumarlas, restarlas, multiplicarlas y dividirlas.

Simplificacién

Cuando se trabaja con fracciones algebraicas, la simplificacion consiste en
factorizar el numerador y denominador con el objeto de eliminar los factores
comunes que existan en ellos. '

Este procedimiento se repite hasta que los dos polinomios resulten primos
entre si. En este caso, decimos que la fraccion estd reducida a su mas simple
expresion y recibe el nombre de irreducible.

Antes de comenzar a simplificar hay que tener en cuenta que se deben excluir
ios valores de x que anulan el denominador de la expresion que se simplifica.

Ejemplos:
x+3
x2-9
Si observa el numerador, no es posible factorizarlo, pero en cambio el
denominador es una diferencia de cuadrados, luego:

para x # %3

x? = 9=(x=3)(x+3)
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Reemplazando en la expresion fraccionaria y simplificando los factores iguales
del numerador y denominador resulta:

(x+3)  (x+3) 1
(x*—9) (x+3).(x=3) (x—23)

o X+3
La expresion simplificada de — para x#1t 3 es 1
X -9 x-3
—4x+4
b) —~
X“+x-2

Observamos que:

En el numerador se repite el factor 4 en cada término, entonces la expresion
factorizada es: - 4(x -1)

El denominador es un trinomio cuadrado, pero no es perfecto. Por lo que
tendremos que calcular los ceros del polinomio. Es decir, hacemos:

x2+x-2=0

Podemos calcular los posibles ceros, buscando los divisores del término
independiente o bien resolviendo la ecuacion de segundo grado.

Entonces, de los divisores hallados los que anulan al divisor son:
wcerneenenr. RESULtANdo entonces el denominador:

x?+x-2= (x+2).(x-1)
Reemplazando las factorizaciones realizadas en el numerador y denominador:

—4x+4 __ —4x-1)
x?+x=-2 (x+2)(x-1)

y simplificando factores iguales del numerador y denominador obtenemos:

—-4x+4 _ -4 (x-1) _ -4
X2 +x-2 (x+2)(x-1) (x+2)

Resultando la expresion simplificada de # para x# =2y x#1,
X

+x=-2
-4

(x+2)

Ejercicio 64:

Factoriza y simplifica las siguientes expresiones:
E 2

3) 4x 16 x b) 3x< =27

x3 —6x%2 +12x-8 x* - 81
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Suma y resta

Para suma y/o restar expresiones fraccionarias es necesario que todas
presenten el mismo denominador.

De no ser asf, antes de operar debera buscarse expresiones equivalentes con
el mismo denominador. Este comun denominador de los términos dados es
conveniente que sea el minimo comun multiplo de los denominadores dados.

Ejemplo:

Dada la siguiente expresion, calcularemos su suma algebraica :
x+2 1

1—x2_1—x x con xe{l,—l,O}

2
Aplicamos el procedimiento:

1. Se calcula el mem de sus denominadores al que llamaremos minimo
comun denominador:

P(X)=(1 -x)’ =(1-x)(1+x) ) )
Q(X)=(X+x2)=x(1 +X) } mcm(P(X)aQ(X))—(1+xX1 X)X

2. Se divide el minimo comun multiplo encontrado por cada uno de los
denominadores y el resultado de cada cociente se multiplica por el
numerador correspondiente:
(x+2) 1 N 1 x(x+2)—(1+x)x+(1=x) _
A+x)1=x) 1-x x(1+x) 1+ x)(1 - x)x

3. Se realizan las operaciones que han quedado indicadas en el numerador:

x(x+2)=(1+x) x+(1—-x) x?+2 x—x-x?+1-x 3
I+x)(1-x)x B A+ x){1-x)x N

4. Luego se escribe el resultado de la operacion que serd la fraccidn algebraica
que tiene como numerador la expresién obtenida en el paso (3) y como
denominador el minimo comun multiplo encontrado en el paso (1). Sies posible
se factoriza el numerador para simplificarlo con factores del denominador, o se
cancelan términos semejantes hasta que la fraccién sea imeducible:

x2+2 x—x—x2+1—x_ 1
(1+x){1-x)x (1-x){1+x)x
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Ejercicio 186:
Resuelva las operaciones indicadas:

xX+2 1 x?

2) -=-

4—x% x  2x+x?

2
b) y y+x

(y-x)2 y—x

Multiplicacion de fracciones algebraicas

El producto de dos o mas expresiones fraccionarias es otra expresion
fraccionaria cuyo numerador se obtiene de la multiplicacién de los
numeradores, y cuyo denominador resulta de multiplicar los denominadores

Para hacer mas sencillo este célculo es préactico llevar a cada una de las
expresiones fraccionarias a su expresion irreducible mediante la factorizacion
y simplificacién para luego obtener el resultado.

Ejemplo:

x* + 8) (x+1) 1
(x+2)  (x*=2x+4) (x=1)
(x+2)(x* =2x+4)  (x+1) 1
(x+2) T(x?=2x+4) (x+1)

x+1
x-1
Division
Resuelva la division siguiente, pero sin utilizar la calculadora.
10.5_
93

Si usted lo hizo correctamente, el cociente es 2/3 y para llegar al resultado
debe haber multiplicado la primera fraccién (dividendo), por el inverso
multiplicativo de la segunda fraccién (divisor). Luego debe haber simplificado
y realizado la multiplicacién.

Bel mismo modo se realiza la division entre expresiones algebraicas fraccionarias.

La divisién entre expresiones fraccionarias es otra expresion hallada:

. Factorizando las expresiones algebraicas dividendo y divisor;

{I. Multiplicando al dividendo por el inverso de la expresion fraccionaria divisor
Hl. Simplificando (si fuera posible)

IV. Realizando la multiplicacion indicada.
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Analicemos el siguiente célculo:

X+2 xX>+8

2-X X°_-4

Para calcular el cociente, multiplicamos la fraccién dividendo por la fraccién
reciproca del divisor:

X+2 X°+8 X+2 X°—4

2-X'X’-4 2-X'X’+8
Al observar el producto de las dos fracciones vemos que no es posible simplificar
factores. Pero, al analizar la segunda fraccion visualizamos que es posible

factorizarlos ya que, el numerador es una diferencia de cuadrados y el
denominador es una suma de potencias de igual grado:

Obtenemos la expresion factorizada:
X+2 X°+8 _ (x+2)  (x=2)(x+2)
2-X ' X*—4  2-x (x+2)(x’-2x+4)

Simplificando factores comunes:

X+2 X°+8 1 (x=2)(x+2)
2-X X°=4 2-x (*-2x+4)

Al analizar la expresion obtenida, vemos los factores y , en el que uno esel
opuesto del otro. Pero, al sacar factor comun -1 en cualquiera de las dos
expresiones resulta:

S X+2 X°+8 1 (x=2)(x+2)
2-X'X—4 -1(-2+x) (X’-2x+4)

Y simplificando, obtenemos:
X+2 xX’+8 _ (x+2)
2-x x’-4 (X’ =2x+4)

Ejercicio 66:
Factorice y simplifique las siguientes expresiones:
x2+2x+1

x3+1

a

b) a’m? + 2m?xa + x’m?
2am’ +2m’x
Ejercicio 187:

Efectte las siguientes operaciones:
Nota: debe aclarar que el factor por el cual se divide, es distinto de cero.
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ol

x+5 X+2 21
2 t -
x° =25 2x° —-6x-20 2x+2

a)

b) }/2 y+x

(y-x)? y-x

y2 3x%-3x
yx-—y y

A

d x4—y4_ x2+y2

4y (x-yP +xy

02—60+9. o’ -3d°
(/a;k3)2 C -9

1 4x -3 x—1
T T2
2x—-2 x“ -1 x“-2x+1

f)

2x—4 x% +5x 6x
) +

2x~10 x?+10x+25 x?-25

2

3 +6x x’+8x+16  2x° —dx
2x? x?-16 3x+12

) x2—x-12 x?+3x+13
Dx*—6ax  x3+4x? +16x

Ejercicio 188:

A continuacién encontrara enunciados que deberd leer con atencion. Debajo de
cada pregunta hay opciones de las cuales sélo una es la correcta. Marque con un
circulo la respuesta correcta.

2 2
4-x Xt 1, factorizada y simplificada es igual a:

1) La expresion
2 +2+x° +x 4-2x

2-X 2+X 2 05 Ninguna
-1
2) Al resolver y simplificar 1-32 obtenemos:
1-2z71-3772 ,
z(z-3)" z (z+1)7 -z (z-3)” (z-3)/z Ninguna
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