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5. Aproximacion de funciones: polinomios de Taylor y teorema de Taylor.

Algunas veces podemos aproximar funciones complicadas mediante otras funciones mas simples
(con las que es mas simple trabajar) que dan la exactitud adecuada en ciertas aplicaciones. Comen-
zaremos estudiando el proceso de linealizacion que ofrece la derivada y continuaremos estudiando

polinomios de Taylor.
Como sabemos, la tangente a y = f(x) en un punto x =a, donde la funcion f es derivable, pasa
por el punto (a, f (a)) con pendiente f'(a) y tiene por ecuacion y = f(a)+ f'(a)(x—a).

y v = fix)

A

Slope = f (a)

{a, fla))
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Entonces, la recta tangente es la grafica de la funcién lineal L(x):= f(a)+ f'(a)(x—a). Observa
que, donde esta recta permanezca cerca de la grafica de f, L(x) ofrecerd una buena aproximacion
de f(x). Alafuncion L(x) se le llama linealizacién de la funcion f en el punto a. La aproxima-
cion f(x)~L(x) se llama aproximacion lineal de f en el punto a. Observa que L(a)=f(a) y
que L'(a) = f'(a).

EJempLO. Un célculo sencillo muestra que la aproximacion lineal de la funcion f(x) =+/x+1 en el

punto a=0 viene dada por y :1+§. De forma similar se puede obtener que la aproximacion line-

al de la funcién f(x) =+/x+1 enel punto a =3 viene dada por y Ig-i-%.

_‘r=l+i-

\
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Entonces Vx+1~1+—= si x esta cerca de a=0. Por ejemplo, si usamos esta aproximacion obte-

nemos que 1.2 ~1.10. Observa que /1.2 =1.095445, con lo cual el error es menor que 1072 Sin

embargo, si nos alejamos de a =0 esta aproximacidn pierde precision y no es esperable que pro-
duzca buenos resultados, por ejemplo, cerca de a=3. Aqui debemos usar la otra linealizacién es

decir, Vx+1~ %+% Observa que si usamos la primera obtenemos /3.2 ~ 2.10, mientras que con

la segunda aproximacion obtenemos /3.2 = %JFZTZ =1.8. Recuerda que /3.2 =1.78885.

Este proceso de aproximacion se puede generalizar, siempre que la funcién f tenga suficientes de-
rivadas, usando polinomios en lugar de la aproximacién lineal L(x):= f(a)+ f'(a)(x—a).

EJempLO. Consideremos la funcion exponencial f (x) =e” y el punto a=0. Entonces la aproxima-
cion lineal en a=0 es, L(x) =1+x, puesto que f(0)=1y f’(0)=1. Por comodidad denotaremos,
en adelante a la funcion L(x) por P,(x), puesto que se trata de un polinomio de grado 1. Observa
que P(0)=1y P/0)=1. Buscamos ahora un polinomio de grado dos P,(x), de forma que

2

P,(0)=1 P)(0)=1y R)(0)= f"(0)=1. No es dificil comprobar que Pz(x):1+x+x7. Continuan-

do este proceso, buscamos ahora un polinomio de grado tres P,(x), de forma que P,(0)=1,
2 3

P/(0)=1 PRJ0)=1y P"(0)= f"(0)=1. No es dificil comprobar que P,(x)=1+ x+%+%.
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Cada una de estas funciones: y=P,(x), y=P,(x), e y=PR,(x) mejora la aproximacion de la fun-
cién exponencial f (x)=e*. De hecho, si aproximamos el valor de e ~ 2.71828, que se obtiene para
x =1, obtenemos los siguientes resultados:

exP()=2 e=xP@1)=25 -e~P(l)=2.66667.

Los polinomios P,(x), P,(x) y R,(x) se llaman polinomios de Taylor de la funcion exponencial de
ordenes 1, 2 'y 3, respectivamente. En general tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION. Sea f una funcién con derivadas de orden k, para k =0,1,...N, en un intervalo que
contiene al punto a en su interior. Para cada n=0,1,... N, el polinomio

Pn(x)::f(a)+f’(a)(x—a)+f;(la)(x—a)z a )(x a)+ n;(la)(x—a)”

se llama polinomio de Taylor de f de orden n alrededor de a.

OBSERVACION. El polinomio de Taylor P,(x) y todas sus derivadas hasta el orden n coinciden con
las de la funcion f(x) en el punto x =a, es decir,

P(a)=f(a), P/(a)=f'(a), Pla)=f"(a), Pla)=f"(a), ..., P”(a)=f"(a).

EJeMPLO. Vamos a calcular los diferentes polinomios de Taylor de la funcién coseno f (x) :=cosx,
centrados en a=0. Las sucesivas derivadas de la funcion coseno son

f (X) = cos x, f'(x) =-senx,
f"(x) =—cos x, f"(x) =senx,
2V (x) = (-1)" cos x, f 2" (x) = (=1)"sen x.

Como cos0=1y sen0=0, tenemos que f*”(0)=(-1)"y 2" (0)=0. Puesto que f>"?(0)=0
los polinomios de 6rdenes 2n y 2n+1 son idénticos, es decir,

P2n+1(x) = P2n(x) =]l—— 4.+ (_1)n

A continuacion dibujamos algunos de estos polinomios y cdmo aproximan la funcién coseno.
.1"
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Ahora responderemos a la siguiente pregunta: ;Como de buena es la aproximacion de una funcién
f (x) por el polinomio de Taylor P,(x) en un intervalo dado? La respuesta a esta cuestion esta en el

teorema de Taylor que enunciamos a continuacion.

TEOREMA (TAYLOR). Supongamos que la funcion f :xe [a,b] c R — f(x)eR tiene derivadas f’,

f”,..., f” que son continuas en [a,b] y que f" es derivable en (a,b). Entonces existe ¢ < (a,b)
n) n+1)
tal que f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a) +——22 (a) (b—a)? + n(.a) (b—a)" + 1; i)l)( a)™

OBSERVACION. El teorema de Taylor es una generalizacion del teorema del valor medio de Lagran-
ge. Cuando aplicamos el teorema de Taylor usualmente dejamos fijo el punto a y tratamos b como
variable. La formula de Taylor es mas facil de escribir en esta situacion si cambiamos la variable b
por la variable x que usamos normalmente. Con este cambio de notacion el teorema de Taylor
afirma que si la funcion f tiene suficientes derivadas en un intervalo | que contiene al punto a en

su interiory x € I, entonces existe ¢ € I (a, x) tal que
_ f'(a) @)
f(x)=f(@)+ f'(Q)(x—a)+——= B (x—a)’ +---+—=~ ' (x—a)"+R (x),
n!

f n+1) (C)
(n+1!
sion de R (x) depende del punto x. Es decir, para cada x eI, existe c e l(a,x) que verifica la
igualdad anterior, que se le llama férmula de Taylor de la funcién f de orden n alrededor de a.
La expresion R (x) se le llama resto de Taylor de orden n.

donde R, (x):= (x—a)™. Es importante recalcar que el punto ¢ que aparece en la expre-

EJEMPLO. Vamos a calcular e con un error menor que 10°. De la formula de Taylor (centrada en
a=0) de la funcion exponencial

2 3 X4 Xn ec L
e =1+ X+—+—+—++—+ X", cel(0,x)
21 31 4l Nt (n+1)!
1 1 1 1 e’
obtenemos, para x=1, que e =1+1+—+—+-—+- +—+R (D, con R()= y ce(0,1).
2! 31 41 n! (n+1)!
1 1 1 3
Entonces tenemos que |e—|1+1+-—+-—+-—+--- —| (@)= . Suponemos
217 31 41 (n+1)' (n+1)!

que nosotros conocemos que e <3, con lo cual e° <3 porque ¢ <1. Ahora es facil comprobar que

% <107°. Entonces, basta tomar n=9 en la férmula anterior para obtener

e:1+1+i+l+i+l+l+i+l+i:2.718282
2! 31 41 51 6! 71 8 9!

Con un error menor que 10°°,
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EJEmMpLO. Para la funcion seno f (x) :=sen x, tenemos que las sucesivas derivadas son

f (x) =sen x, f'(x) =cosx,
f"(x) =—sen x, f"(x) =—cosX,

2 (x) = (=1)"sen x, f 2" (x) = (-1)" cos x.

Como cosO=1y sen0=0 tenemos que f2"(0)=0 y f*"?(0)=(-1)". Puesto que f>"(0)=0
los polinomios de érdenes 2n+1 'y 2n+2 son idénticos, es decir,

3 5 7 2n+l

X
P .(X)=P, (X)=X——t e oo (=) ———.
202 (X) = Pona (X) 31 51 71 D (2n+1)!

A continuacion dibujamos algunos de estos polinomios y cdmo aproximan la funcion seno.

Entonces, la formula de Taylor para la funcion seno es

3 X5 X7 X2n+l

X
SENX = X——+————— o4 (=1)"

B CoscC 23
31 51 71 (2n+1)! (2n+3)!

(-1)" , cel(0,x).

3

. x> cosc o
En particular tenemos que sen x = x—§+—

x?, con c e 1(0,x). El error que se comete al apro-

X3
sen x—[x——]
3!

5
. . 4 . X -
para cualquier valor de c. Entonces, el error serd menor que 3-10™* si se verifica que % <3:10™,

3

5
. X |
Xlmar senx por X—; estd acotado por

s% puesto que |cosc|<1

COSC .
—x
51

lo que significa que |x| </360-10* ~ 0.514.

OBSERVACION. En las condiciones del teorema de Taylor, para una funcion f que tiene suficientes
derivadas en un intervalo | que contiene al punto a en su interior y xel, sabemos que existe
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cel(a,x) tal que f(x)=f(a)+ f’(a)(x—a)+%(x—a)2+---+%(x—a)”+Rn(x), donde

f n+1) (C)
(n+1)!

(x—a)". Como antes, si escribimos

R.(X) =
P (x):= f(a)+ f'(@)(x—a)+ 2(a)(x a)2 4+ r]r)]("")(x a)",

n+l)
tenemos la igualdad f (x) =P, (x)+R,(x), donde R, (X) = (—g?(x a)"". Nos preguntamos aho-
ra que ocurre en la igualdad f (x)=P,(x)+R,(x), cuando x — a, es decir, cuando x esta proximo
al valor a (y dejamos fijo el grado n del polinomio). O bien, cuando n — oo, es decir, cuando au-

mentamos el grado del polinomio de Taylor, pero dejamos fijo el valor de x. Observa que, de la

R,(X)

n+1)
continuidad de la derivada " se verifica que lim =lim G )(x a) =0. Entonces
X—a (X— ) X—a (n +:|_)l

lim f(X)— I:)n (X) =lim Rn (X)
x—a (X_a)” x—a (X_a)”

=0.

Es decir, cuando x — a, la diferencia entre el polinomio de Taylor P,(x) y f(x) converge a cero

mas rapidamente que la potencia (x—a)" tiende a 0. Esto significa que P,(x) estd muy préximo a
f(x) cuando x esta cerca de a.

Si existe una constante positiva M tal que

f”*l)(z)‘ <M paratodo ze[a,x], entonces el resto de

n+l) X — n+l
Taylor esta acotado por |R, (x)|= - i)l) (x—a)"! <M % Se puede probar que
+1)!
. |X— a|n+1
lim =0,
e (n+1)!

independientemente del valor |x—a|. Con estas hipotesis de acotacién para las derivadas de la fun-
cion f se verifica que limP,(x) = f(x), esto es,

f(x)—llm(f(a)Jrf(a)(x a)+f"2(a)(x a)2 4+ n;("")(x a)J

= f(a)+ f'(a)(x—a) + 2(a)(x )24+ n;( ) (x—a)" +
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o0

. . . f :
En este caso decimos que la serie de potencias Z%(x—a)k, que se llama serie de Taylor de
k=0 .

la funcion f alrededor del punto a, es convergente a la funcion o que la funcion f coincide con
la suma de su serie de Taylor.

EsempLO. Existen funciones para las que su serie de Taylor no converge a la funcion. Por ejemplo,
1

consideremos la funcién de Cauchy f(x):=4¢ “L x#0,

Es posible comprobar que f™(0)=0, paratodo n=0,1,... Esto significa que su serie de Taylor de
f centradaen a=0 es

" n)
f (0)+ f’(O)x+¥x2+---+f—?)x”+---:0+O-x+0-x2+---+0-x”+~--:0.
! n!

Esta serie converge para todo X, (su suma vale siempre 0) pero converge a f(x) solo para x=0.

EJerciclo 1. Calcula los polinomios de Taylor de orden 1, 2 y 3 alrededor del punto a para las
siguientes funciones f.

1. f(x)=log(x+1), a=0. 2. f(x):i, a=0. 3. f(x):l, a=2.
x+1 X
4. f(x)=senx, a:%. 5. f(x)=+/x+1, a=0. 6. f(x)=\/§, a=4.

EJERCICIO 2. Calcula los polinomios de Taylor de grado 4 de las funciones que se indican a conti-
nuacion alrededor del punto dado.

Q) f(x =i alrededor de a =0. (2 f(x) - X alrededor de a=1.
1-x 1+x
(3) f(x)=logx alrededor de a=1. (4) f(x)=x*-2x*+3x-5 alrededor de a=2.

3
. X
EJERCICIO 3. {Para qué valores de x se puede remplazar sen x por X—E con Un error menor que

5102
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EJERcCICIO 4. El polinomio de Taylor de orden 2 de una funcion f(x) dos veces derivable en x=a
se llama aproximacion cuadratica de f en el punto a. Para las siguientes funciones calcula la li-
nealizacién (el polinomio de Taylor de orden 1) y la aproximacion cuadratica en el punto a =0.
L f(x)=logcosx). 2. f()=e™ 3. f(x)=—mx
1-x
4. f(x)=coshx. 5. f(x)=senx. 6. f(x)=tanx.

>

2
i X .
EJERCICIO 5. Si remplazamos cos x por 1—? y |x| < 0.5, ¢qué estimacion se puede dar del error?

EJERCICIO 6. Cuando 0< x<0.01, demuestra que e* se puede remplazar por 1+x con un error
menor que el 0.6 % de x. Usa que e =1.01.

EJERCICIO 7. ¢Para que valores de x>0 se puede remplazar log(1+ Xx) por X con un error menor
que el 1% de x?

EJERCICIO 8. Usa un desarrollo de Taylor de la funciéon log(1+ x) para calcular log(1.2) con un
error menor que ¢ =0.01.

X Al
EJErcICIO 9. Considera la funcion f (x) :j ert, definida para x > 0.
1

a) Halla los polinomios de Taylor de grados 2y 3 de f alrededor de a=1.
b) Aproxima el valor de f (1.1) usando el polinomio de Taylor anterior de grado 2 y estima
el error cometido.



