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Prélogo de la presente edicion.

Estas notas para el Curso de Nivelacion son urta darun cuadernillo impreso,
por primera vez, para tal fin en 1992. Han pasaats correcciones y adiciones de las
personas que se mencionan en el Prélogo de laediel 1998 y que mucho agradezco y
valoro.

Los conceptos que se introducen son herramientgsusadas y que deben ser
manejadas con soltura por todas aquellas persamasegjacerquen a estudiar algunas de
las ciencias que se cultivan en esta institucion.

Estudiar Matematica es una actividad a la que, eneml, (siempre hay
excepciones) los ingresantes no estan acostumbrados

En la escuela ocurren dos posibilidades con laglesites:

a) La Matematica les resulta facil.
b) La Matematica les resulta odiosa.

En el caso (a) no se estudia porque no hace Eital caso (b) no se estudia por
miles de razones. El resultado es similar en arohsss.

Asi las cosas, lo primero que debemos aprendersnta éMatematica sino a
estudiarla y ese debiera ser el objetivo nimero dukante este cursillo y tal vez
extenderse mucho mas alla.

Por supuesto hay tantas maneras de estudiar colrafidese y a nadie le gusta que
le digan que hay que jabonar primero. Sin embargesgasa experiencia me indica que
hay al menos dos reglas de oro (o de hierro) giega@uaompartir con ustedes.

I) Nadie maneja un tema a menos que sea capaz deaegelo a otra persona.

Esta regla es sumamente Uutil como herramienta @aalar nuestro conocimiento. La
segunda regla esta muy relacionada con la primesamyuy importante si uno estudia solo.
II) El tiempo de escritura debe ser por lo menos dedddl de lectura.

Esta es crucial pues al escribir uno siempre pigngaesto sera leido (al menos por uno
mismo) y entonces debe entender y explicar los spa&b razonamiento sin aceptar
ninguno hasta tenerlo claro.

Estas sencillas (o triviales) ideas nos hacenmishar que el tiempo necesario para
esta actividad debe ser abundante y la concentrgcdiedicacion necesaria también. Por
suerte frente a la Matematica todos somos igualezdgs estamos como el David de
Miguel Angel. El avanzar con éxito depende solmaisotros y es un desafio apasionante.

Solo me resta decir que estudiar Matematica, Astrida, Fisica o Computacion es
una formidable aventura en mas de un sentido ylpgrarlo son necesarias cinco cosas:
paciencia, perseverancia, paciencia, entusiasnagigmcia.

Que tengan el mayor de los éxitos en la carreragt#m iniciando.

Cérdoba, noviembre de 2004.

Cristidn U. Sanchez
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Distancia en el plano.

En el Capitulo | vimos que todo numero real se pusgpresentar en una recta vy,
reciprocamente, cada punto de ésta representameraiieal.

Esta misma idea se puede aplicar ahora para repsess el plano los pares ordenados de
nameros reales, o sea los elementoRde R x R. Recordemos que

1) R?={(x, ) : x, yUR}

Sin duda el lector conoce bien el plano, con el haetrabajado desde su mas tierna
infancia.

Para hacer dicha representacion graficRYedoptamos el método de dibujar el producto
cartesiano. Se dibujan dos rectas perpendicularese cortan en sus respectivos puntos
O, una horizontal, y la otra vertical, y se indi@ainidad en cada una de las dos rectas que
en adelante llamaremos ejes coordenados. Las @wsdadtoman, a la derecha en el eje
horizontal, llamado eje de abscisas 0 mas usuatmget de lax, y hacia arriba en el
vertical, denominado eje de ordenadas o eje dg. | fijar la posicion de las unidades
determina los positivos en cada gjel orden entre las rectas es primero la horizontal
luego la vertical (Figura 1).

R
Figura 1

Entonces para representar el par ordenajd)( se marca el nimero reakn el eje de las
xy elb en el eje de lag, se trazan las paralelas a los ejes coordenadgsagae poay b
respectivamente, y el punto donde se cortan asealapresenta a,p)

Por ejemplo, para representar (3,2) se toman tieades en la recta horizontal y dos en la
vertical y se ubica el punto de corte de la reetdical por 3 y la horizontal por 2, como
indica la figura 2.

Es obvio a partir de este procedimiento, pero emeienfatizarlo, que de este modo a todo
par ordenado a(b) le corresponde un punto en el plano. Reciproctanentomamos un
punto en el plano, podemos encontrar un par oradertsd nimeros reales al cual
representa.
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Teniendo en cuenta esta corresponder
usaremos habitualmente la expresion “put S 1 (32)
del plano” para referirnos también a ’
elemento dd&R2

El lector debe ver rapidamente coén 1'
representar en el dibujo los puntos

(1.9, (%2} (-1,-3), (1,-%) (243) 2

2
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Tomemos un par de puntos en el plar 11
digamos(a,,b,) y (a,,b,) y los representemo:
en nuestro dibujo.

2
Figu2

¢, Como podemos “calcular”
la “distancia” entre estos
dos puntos? Pitdgoras nos
by 1. = (a,h2) dice como hacer esto, ya
- qgue conocemos (como
indica la figura 3) las
longitudes de los catetos
(a.by) P N 1 (8p,b0) del triangulo rectangulo
! formado por estos dos

puntos y el (a,,b), que
son (a,-a,) y (b,b,).
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Guiados por esta idea

X podemos dar la siguiente

] definicion de distancia
-1- entre dos puntos del plano.

Para cada par de puntos

(a.b),  (ab,)de Re

- definimos su distancia
como el nimero real

Figura 3

) d((a, b,).(a, b.))= (& -a,)* + (b, -b,)’

Esta distancia, por definicion, sempre> 0y es cero siy soélo (a, b, )= (a, b, ), 0 sea
a=ayhb=bh,.

Naturalmente asociado con la nocion de distanci ptano aparece el conjunto de puntos
de dicho plano que equidistan de uno fijo y quey@sabemos, se llancacunferencia.

() C, = {(x,y)D R2:d((x,y),(ab))= r}

Como para los puntos (C, se cumple:  d((x,y),(a,b))=r



podemos escribrz= (x-a)+ (y-b)?.

El punto @,b) se llama centro ¢C, y el numero real (que es siempre 0 por definicion)
su radio.

El conjunto
D, ={(xy)OR2:d((xy).(ab)) < r}

se llamecirculo o discode radio r y centr (a,b).

Desigualdad Triangular

Es inmediato notar que si tenemos tres puntos plaebR?, distintos dos a dos, digamos
(a.b), (a,.b,), (a,b,), y los representamos en un diagrama, ellos fommana

tridngulo, a menos que sean colineales. De nuestrocimiento de la geometria elemental
sabemos que las tres distancias que podemos catomallos, cumpliran la desigualdad
siguiente.

@) d((a, b,).(a; b;))< d((@, b,).(a; b))+ d((a, b,).(as bs))

La igualdad sélo se dara en el caso especial erelgoento (az,bz)esté en el segmento
que une(a,,b,)con (a,,b,).

Esta desigualdad se llardasigualdad triangular en el plano.

Funciones

El lector ha tenido casi seguramente algun enocwmestn el concepto d&uncién que
esperamos haya sido “cercano del tercer tipo”. @ms modos haremos unos breves
comentarios muy elementales por los cuales elidd@ no debe sentirse afectado.

En general la nocion de funcion involucra tres spsa

(1) un conjunto D llamado dominio,

(2) un conjunto C que se llama codominio o conjuntdedgda y

(3) una regla que asigna a cada elemento de D un mfierfyesolamente uno) de C.
La funcion f de D en C es el conjunto de los pardenados

f={(x,y): xUD, y es elcorrespondienteelemento de C}

Notar quef no contiene dos pares con el mismo primer elemdtriootras palabras, si
(x,yl)D fy (x,yz)D f, entoncey, = y,. Podemos ahora dar formalmente la siguiente

(5) Definicién. Una funciénf de D en C es un subconjunto de D x C tal q(x,yl)D f,
(x,yz)D f, entoncesy, =y, y ademas para cexUDexiste uiyJCde modo que
(x,y)O f . D se llama dominio dey se denota Dorh



A veces uno puede ingeniarse para describir losspigl) que constituyen una funcion de
manera sencilla; pero otras veces, hay que desadda par. Por ejemplo sea D el
conjunto de todos los seres humanos vivos hoy jC:{n 0Z0 <n < 200}. Nuestra

funcion es la funciériedad y para definirla debemos construir cada par (¥, (Tito,
20), (Marta, 15), (Mirta Legrand, ?)...

Afortunadamente, las funciones que encontraremiaagnos por ahora, seran todas muy
sencillas y tanto D como C seran subconjuntos sledalesR. Por ejemplo,

f, = {(x,y)D R2: xOR,y=x}

f,={(x,y)OR2: xOR,y= |x}

son claramente funciones pues, por ejemplo, si
(xy,)Of, y (xy,)0f,

entoncesy, = [x| y tambiény, = |x|, de modcy, = y, . El lector verificara quif, es una
funcion.

Es muy facil encontrar ejemplos de subconjuntoR¥gue no constituyen funciones. Por
ejemplo, es inmediato quex{f) (1 R2: x=1, y[IR} no es una funcion.

Es usual denotar p6(x) el segundo elemento del par Y)Of y decir quef (X) es elvalor
def en el puntx0D, o también lamagendex porf. El conjunt{ f (x): x D} se llama
iImagen def y se denotém f.

Generalmente la funcidn es descripta especificdhdo luego la regla para formar los
pares X, y) que estan eh

Ejemplo. D=R , f(X) =x2 + 2.

Muchas veces se sobreentiende el dominio de ladiipensando que D es el subconjunto
deR donde la expresidin(x) tenga sentido. Por ejemplo podemos escribir

f:R R, f(x):3+§

y asi se entiende que DdnJ R, Codominio dd = Ry que Domf = {xOR : x# 0}. El
lector notara que en este casoflr{yOR: y#3}.

Ejemplo. Encontrar el dominio y la imagen de la funcién

h:R-R h(x)= al
K
Solo tiene sentido calculan(x) en los numeros reales no nulos. Asie qu
Dom h={xOR:x#0}. Encontramos la imagen: S > 0, entoncesh(x)= =1,
X

: : X ] . .
mientras que sk < 0 tenemch(x)= ——= —1. Vemos asi que la imagen desta formada
- X

sOlo por los reales 1y -1, o sea hm {1,-1}.



Graficos de funciones

Como las funciones con las que tratamos son cagudé pares de numeros reales y
podemos ver los subconjuntos &8 presentados o dibujados en el plano, entonces
podemos dibujar nuestras funciones. Es usual landi@eagion de “grafico de funciofi

para indicar exactamente lo mismo que nosotrosaltaos “la funcionf’, es decir el
subconjunto del plano

{(x,y)OR?: x0OD,y= f(x}

Adheriremos también a esta manera de expresarse guu@eneralmente conveniente
hablar el idioma que se habla en el lugar dondeviveo

Hagamos algunos ejemplos de graficos de funciceesias
(6) f:R - R f(x) =x?

Hacemos una pequefa tabla de algunos de los valerksfuncion y luego tratamos de
completar el gréfico. Los puntos calculados nos u@nidea, aunque muy grosera, de la
forma de nuestro grafico. El método de calcular rmgupuntos y luego completar es un
mal método, pero es el Unico que podemos usarl poomento. El grafico de esta funcion
es un ejemplo de ummarabola.

X -3-2-10 1 2 3
y 9 410149

4
¥ o2
1 2 0 2 4
L
24
_4-
Figura 4
h:R - R h(x) = —

| x|
Este resulta mas sencillo aunque hay qeeordar lo que notamos arriba,
Dom h ={xOR: x#0}. Aqui no hace falta calcular nada pues vimos que s O,
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entonced(x) = 1, mientras quk (X) = -1 six < 0. Se ve claramente que el graficchdss
3.

2_

2

-3
Figura 5

En el grafico dén no hay pares de la forma (0, algo).

1
(7) f:R -R f(x)==

X
Recurrimos nuevamente a la tabla. Una observa@érepte de ésta, agregada a nuestra
intuicion de que al dividir 1 por un numero muy pejo da un cociente grande y al revés,
al dividir por un nimero grande da un resultade@hnos permite visualizar la forma de
este grafico.

X -4 -3 -2 -1-1/Z2-1/4-1/6 1/€ 14 12 1 2 3 4
y -1/4-12-12 -1 2 -4 -6 6 4 2 1 12 13 1/4
4_
y 2]

Figura 6
El gréfico de esta funcion es un ejemplo dehipérbola equilatera.
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1
X2

f:R-R f(x)= Domf ={xOR : x #0}

A esta altura el lector debe poder imaginar eligpade esta funcion sin necesidad de hacer
una tabla.

-4

Figura 7

Graficos de Ecuaciones

Volvamos a nuestra circunferencia (C: = {(x,y) O R2: (x—aP+ (y —b)z= r2}
y especificamente en la situacion r = hy(= (0,0).

Todos sabemos dibujar &3 la circunferencia €
2_

(//}L _ﬁ\
\ S 4

———

-2

Figura 8
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Este conjunto de puntos en el plamw es el grafico de una funcidnEs claro que para
cada x[J (—1,])hay dos valores de y que satisfacen la ecua€iény? = 1. Ellos son para

cadax, v1-x2y—+/1-x2. Esto nos lleva al concepto ggifico de una ecuaciénEste
es el subconjunto de2 formado por todos los paresy) que satisfacen dicha ecuacion.

Veamos un ejemplo de esta situacion.
Ejemplo. Dibujar el gréafico de la ecuacicy+ |y|: X+ |x|
o lo que es equivalente, describir el conjunto
{(x,y)D R2: y+ |y|: X+ |x|} .
Una manera de hacer esto es trabajar separadacoeng¢grafico de cada cuadrante.

Si x= 0,y = 0 entonces tenem|x|= x, |y|= y, y en este caso la ecuacién se transforma

en 3 = 2x, 0 sea,x = y. Es inmediato ver que ésta es la linea bisectlzpdmer
cuadrante.

En el segundo cuadrantexst 0, y > 0, tenemos en caml|y|= y percx|= -x . En estas

condiciones la ecuacion se transforma g 2. Comoy > 0, éste no puede satisfacer tal
ecuacion, lo que nos dice que en este cuadrarftaynninguna solucion.

Similarmente vemos que en el cuarto cuadrantg,>si0, y < 0, tampoco hay ninguna
solucion ya que so6lo estamos intercambiando lossrdex e y respecto al caso del
segundo cuadrante.

Veamos qué ocurre en el tercer cuadrai(x<0,y<0). Claramente tenemos
lv|= -y.X= -x, y la ecuacién se transforma y —y= x—x.

Es obvio que todo parx(}y) corx<0,y<Osatisface esta ecuacion, de modo que su

grafico es
A

N

N

Figura 9
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Funciones Pares e Impares

Algunos gréficos de ecuaciones o funciones reptasariertas simetrias que es importante
destacar aunque sea brevemente. Por ejemplo etaydé la parabold(x) = x2 es
simétrico con respecto al gfgpero no con respecto al ejeEsto refleja el hecho de gtie
cumple con la condicién

f(x)=f(-x)
para todax, es decirf es lo que se llama utiancién par. Una funcionf se dicempar si
f(x)= —f (- x) para todax. Un ejemplo es la funcit f (x) = L cuyo grafico, la hipérbola
X

equilatera, presenta otra clase de simebD&.hecho este es el grafico de la ecuacion
X.y =1, un caso particular de la ecuaciy= c (c > 0, fijo erR), que tiene un gréafico que

no cambia si permutamos los roles xley, es decir es simétrico respecto a la recta que es
bisectriz de los cuadrantes primero y tercero. Esfieja el hecho de que en la ecuacion
X.y = ¢ podemos despejgrcomo funcién dex o viceversa siendo la funciéon que obte-
nemos en cada caso exactamente la misma. Otrplejeie esta situacion es el grafico de

la ecuacio y+ |y|= x+[x|, que ya vimos.

Claramente la ecuacion de la circunferencia ptasestas mismas simetrias y otras
nuevas. Por ejemplo es simétrico respecto deladotcual claramente significa que si un

puntc(x,y)satisface la ecuacién de la circunferencia, entodet mismo modo lo hace el
puntc(- x-y).

Funciones lineales

Una funcién de la formé: R - R, f(x)= ax+b, cona y b nimeros reales fijos, es

llamada unduncién lineal. El nombre se debe a que el grafico de estasdnesies una
recta erkR2,

Una demostracion de este hecho puede darse usamgsigualdad triangular (4) ya que
como alli indicamos, se cumple la igualdad séleleraso en que el pun(az,bz) esté en

el segmento que ut(a,,b,) con(a,,b,).

(8) Teorema. El gréfico de la funciér : R - R, f(x)= ax+b, es una recta que no es
paralela al ejg.

Demostracion. Debemos mostrar que cualquier teenputhtos del grafico de yace en
una misma recta. En ese caso todos los puntosafel@gestaran en una misma recta.

Tomemosx, X, X3, enR tales quex < X < X3 y consideremos los correspondientes tres
puntos del grafico de nuestra funcién.

P=(qax+b)  P=(x.ax+b) P =(xaq+b)
Ellos estaran en una recta si la disted(P,, P,) es la suma «d(P,,P,) cord(P,,R,).

Calculemos estas distancias.
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d(Pl’ P3): \/(Xs - X1)2+ [(ax3 + b)— (aX1 + b)]2 =

= (%5 —x )+ [alxs —x )2 =

= (%, —x {1+ a2) =

= (X3—X1)2\/(1+—a2):

Comcex, > X, tenemoq/fx3 - X 2 = X; — X, , de modo que

d(Pl’ Ps): (Xs _X1)\/(1+—a2)

De la misma manera se obtiene

d(P, R,)= [, —x WL+ a?)
d(R,, By)= (% —x, \(L+ 8?)

y ahora hacemos la suma

d(Pl’ P2)+ d(Pzi Pa): (Xz _Xl)\/ (1+ 8-2) + (Xs _Xz)\/ (1+ az) =
= [(Xz =)+ (% - Xz)]\/(l"'—az):
= (X3 _Xl)\/ (1"' aZ): d(Pr Ps)-

Por lo tanto nuestros tres puntos estan alineados.

Claramente, esta recta no puede ser vertical pugsafico de una funcién no puede
contener dos puntos con la misma coordemxaéato completa la demostracion.

Ejemplo. Hacer el gréfico d f (x)= 3x-2.

Como el gréafico es una recta basta encontrar da®gen él para dibujarlo. Tomemos por
ejemplox =0, x=1. Entonces, evaluando la funcion de estwes dex, obtenemos
los puntos (0,-2), (1,1) y asi el grafico se puesteen la Figura 10.

Observemos que, en una funcién lin f (x)= ax+ b, al hacex = 0 se obtiend (0) =b.
Este numero, que es una parte importante de ladtuficse llamaordenada al origen y
tiene un significado geométrico muy claro. Las fanes lineales cob = 0 son las de la
forme f (x): ax Yy sus gréaficos las rectas que pasan por el ofi@g@ deR2, excepto el
ejey.

Para interpretar geométricamente el significado mi@neroa, tomemos dos puntos
distintos cualesquier (x,,y,).(x,,y,) en el grafico de. Por estar en el gréfico, estos
puntos satisfacen

y,=ax+tb y,=ax+b
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Figura 10

Restando ahora miembro a miembro estas dos igueddademos
Yo =Y, = a(X, = Xy).

Y como (X, — X, ) # 0podemos escribir

_ Yo=Y
) %)

Obsérvese que los puntos son arbitrarios de modoegte hecho debe ocurrir para
cualquier par de puntos distintos del graficd.d&l nimeraoa es llamado lgpendientede

la recta. Las rectas paralelas al gjeno tienen pendiente.;Cuéles son las rectas de
pendiente 0?

Una pregunta que surge naturalmente @sda recta enR? es el grafico de una funcion
lineal.

Teorema. Toda recta no paralela al ejg, es el grafico de una funcion
lineal f (x) = ax+ b.Una recta paralela al eyees el grafico de una ecuacie a.

Demostracion. Consideramos primero el caso deegta paralela al ejg Esta recta debe
intersecar al ejex en algun puntoa 0). Entonces la coordenadale todo punto de esa
recta debe ser= a, lo que nos da la ecuacion de dicha recta.

Si la recta no es paralela al gjedebe intersecarlo y también debe cortar a tode re
paralela al ejg. Digamos que nuestra recta corta al yejen el punto (0h) y a la recta
x=1 en (1,c). Ahora definimosa = c - by queremos ver que nuestra recta es el grafico

de f(x)= ax+b. Para esto basta notar que la recta definid f (x) = ax+ b tiene dos

puntos en comun con nuestra recta original y estubgio pues ambas contienen abOy
(1,0).
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Corolario. SiA, By C son numeros reales tales dug B no son ambos nulos, entonces el
grafico de la ecuacioAx + By + C =0 es una recta y, reciprocamente, toda recta tiene
una ecuacion de este tipo.

DemostracionTenemos dos alternativas B0 y (2) B=0.

(1) SB#0, el punto X, Y) satisfaceAx + By + C =0 si y s6lo si
A C
—ax+b con a=|-—|x b=-—.
y ~5)x v b=t

Vemos asi que todo punto BA que satisfaceAx + By + C =0 esta en la recta
y= ax+b yviceversa.

(2) SB=0, entonce Az 0pues hemos supuesto ghey B no son ambos nulos. La
ecuacion Ax + By + C =0 se reduce Ax+C=0, lo que es equivalenax= -C/A,
gue, como sabemos, es la ecuacion de una rectalpaicejey.

La reciproca se deduce claramente del teoremaanter

Observacion. En la rectaAx + By + C =0, si B#z0, la pendiente e%—gj y la

ordenada al origen {s— %j Si B= 0 no hay pendiente ni ordenada al origen.

Nos planteamos ahora el problema siguiente. Cornensas de la geometria elemental,
dos puntos distintos en el plano determinan unealmgicta. ¢ COmo podemos determinar la
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados?

Sean (xl,yl),(xz,yz) los dos puntos eR2 Si x = X,, la recta paralela al ejg de
ecuacior x= x, pasa po (x,y;) ¥ (X,,y,), luego esa es la ecuacién que buscabamos.

Si x, # X, , la recta no es paralela al gjepor lo tanto es el grafico de una funcion lineal
f(x)= ax+b. Los nimeros y b son ain desconocidos y debemos determinarlos. Para
es0 usamos nuestra hipotesis de que los dos piledos estan en el grafico fjes decir

(10) y,=ax+b Y, = ax,+b

Tenemos aqui un sistema de dos ecuaciones conatiggitas, que probablemente hemos
aprendido a resolver en la escuela. De todos meldo®blema es muy sencillo y podemos
proceder del modo siguiente. Restando miembro ebrie ambas igualdades tenemos

Yi=Y. :a(xl—xz)

y ahora comcx, # X, , podemos escribir
Y1~ Yo

a= 2%

(X1 _Xz)

Esto no constituye ninguna novedad pues esta e@pres exactamente (9), ya sabiamos
gue un par de puntos sobre la recta nos permitenlaasu pendiente. El problema es
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ahora calculab. Para esto podemos reemplaaan cualquiera de las ecuaciones (10) y
despejab.

Nos preguntamos ahora qué debe ocurrir para queedias sean paralelas.

(11) Teorema. Dos rectas con ecuacioly= ax+b,, y=a,x+b,, son paralelas si y
sblosa, = a,

Demostracion De la geometria elemental sabemos que dos lheetss no paralelas se
intersecan en un uUnico punto. Es decir hay un palo(xo,yo) que satisface ambas

ecuaciones.
Yo= aX, + by Yo = 8% Db,

Podemos ahora igualar estas dos expresiones

ax+ by = a%+b,
Lo cual puede describirse como
(12) (a1 - az) Xo = bz _bl.
Entonces vemos que nuestras rectas no son paraldascuacion (12) tiene una sola
solucion. Las rectas seran paralelas y distintad2) no tiene ninguna solucién (esto
equivale a decir que no hay ningun punto de coniehtras que seran coincidentes si (12)
tiene mas de una solucion.
Ahora bien, <a, # a,, la ecuacion (12) tiene una Unica solucion

bz_bl
-,

Xy =

(recordar que los coeficiena,, a,, b, b, , estan fijos).

Entonces, sa, # a,, las rectas se cortan en un unico punto. Esto maugse si las rectas
son paralelas necesariamente debe o a, = a,.

Reciprocamente; a, = a, , tenemos dos situaciones posibles

(1) b #b,,

(2) b =D,

En el caso (1) la ecuacion (12) es de la forma
0%, = (b, ~by)

la cual claramente no tiene ninguna solucién. Exasb (1) las rectas son paralelas y
distintas.

En la situacién (2), por el contrario, (12) tienefinitas soluciones. De hecho,
comca, = a, y b =Db,, las rectas son evidentemente iguales.
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Hemos probado asi que a, = a,, entonces las rectas son paralelas, pudiendo ser
coincidentes. Esto completa la demostracion.

Otro problema importante es el de describir en itdsende las pendientes, cuando dos
rectas dadas son perpendiculares.

(13) Teorema. Dos rectas, con ecuacio y = a,x+b, y= a,x+b,, son perpendiculares
siy sélo sia, = —1/a, (Notar que esto requiere obviamente que a,@mca, sean no
nulos).

2 B . .
Demostracion Hacemos la demostracion
primeramente para el caso mas sencillo
pero mas ilustrativo en qul; y b, son
nulos. Asi ambas rectas pasan por el origen,
gue, como vimos en la demostracion
anterior, es su Unico punto de corte. La

A situacion es entonces la indicada en la

R T 1 3 Figura 11.

Como vimos en (9), para calcular la

pendiente de una recta basta tomar dos

4 puntos (x,,y,).(x,.y,) en ella y hacer el

cociente

_|
=t

Yo=Y

2_

(Xz - X1)

Figura 11

En nuestro caso tomamos, para calcular la penddenta recty= a,x (con a, > 0), los
puntos (0, 0) (1,a,).

Tenemos en el trianguldBO que la base tiene longitud 1 y la altura exactaenan
Miremos ahora en la figura el triangullLO. Este es construido tomando el punto

(— al,O)(L en la figura) y la perpendicular al ejgor L hasta cortar a la recta de ecuacion
y =a,X. Es claro por la manera de construir los triangylda perpendicularidad que

las rectas tienen por hipétesisque los triangulo®ABO y TLO son congruentes. Como
consecuencia la altura deLO es exactamente igual a 1.

Ahora tomando los punt(—ai,l) y (0, 0), com ()(1,y1),(x2 ,yz)para calcular la pendiente
de la otra recta, tenemos, aplicando la formula (9)

Yo=Y, 0-1 1

%" -x) 0-Ca) a

Reciprocamente, a, = -1/a,, los trianguloABOYy TLO son semejantes y por lo tanto el
anguloBOT es recto, es decir, las rectas son perpendiculares

El caso en que las rectas no pasan por el origebtsme facilmente de éste trazando, por
el punto de corte de las rectas, una paralelaeal ypbservando que entonces la situacion
se reduce al caso anterior. Esto completa la deaco&t.



19
Graficos de funciones cuadraticas

Miremos ahora unos graficos de funciory= P(x), donde P(x) es un polinomio de
grado 2. Estas son las llamadas funciones cuaalsatitn el caso que el discriminante de
P(x) fuera mayor o igual que cero tendremos las rar, 2y r,. Estas raices nos dan
valores dex para quey sea 0, o sea que los pui(r,0)y(r,,0)son los puntos donde se
cortan el grafico déy el eje coordenada Si P(0)= s, entonces (0, s) es el punto de corte

entre el grafico y el eje coordenagloLos graficos de estas funciones son parabolas que
tienen sus ramas hacia arriba o hacia abajo, sgggirel coeficiente de? sea positivo o
negativo, respectivamente.

Ejemplo. y= —-x* -2x+1

r = ~1++/2 r,= -1-+/2

X -3 -2 -1 0 1
y -2 1 2 1 -2
4_
2_
1 2 u 3 4
2
4
Figura 12

Ejemplo. y= x2—4x+5
En este ejemplo, como el discriminante es 16 - 20, A0 tenemos raices reales y por este
motivo el grafico no corta al eje de tas

4

-5

Figura 13



