TOPOLOGIA GENERAL

Primer semestre de 2011

Préactica 1: Espacios topologicos

Bases y sub-bases de topologias

Ejercicio 1. Sea {7a}aca una coleccion de topologias en X .

(a) Probar que ﬂ To es una topologia en X . ;Es U T~ una topologia en X7
acA acA

(b) Probar que existe una tunica topologia en X que es la menor de todas las topologias que
contienen a todas las topologias 7, (« € A), y una dnica topologia en X que es la mayor

de todas las topologias contenidas en cada una de las topologias 7, (€ A).

(¢) Si X ={a,b,c} , 71 ={2,X,{a},{a,b}} v T2 = {9, X, {a},{b,c}}, encontrar las topologias

mencionadas en (b).

Ejercicio 2. Probar que si B es base de una topologia en X, entonces la topologia generada por
B es igual a la interseccion de todas las topologias que contienen a B. Probar que vale lo mismo si

B es una sub-base.

Ejercicio 3. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado. Para cada = € X , definimos los segmen-
tos Sy ={yeX:y<z}yR,={yeX:x<y}.Sean S={S;: z€ X} y R={R,: v € X}.
Probar que S UR es una sub-base para la topologia del orden en X .

Ejercicio 4. Considerar las siguientes colecciones de subconjuntos de R:
B ={(a,b): a<b},

By ={la,b): a<b},

Bs ={(a,b]: a <b},

By =BiU{B\K: BebB}, donde K={1/n: neN},

Bs ={(a,+00): a € R}, donde (a,+00)={zeR: z>a},

Bs ={(—o0,a): a € R}, donde (—o0,a) ={zr€eR: = <a},

By ={B: R\ B es finito}.
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(a) Probar que cada B; es una base para una topolologia en R.

Notacién: Notaremos R; al espacio topologico R con la topologia definida por Bs .
(b) Comparar las siete topologias entre si.

(¢) Probar que Bs U Bg es una sub-base que genera la misma topologia que By .

Ejercicio 5. Topologia definida por filtro de entornos. Supongamos que tenemos para cada

x € X un subconjunto (no vacio) %, C Z(X) con las siguientes propiedades:
El: Dado A € .%,, entonces = € A.

E2: Dado B C A,si B € %, entonces A € .%,.

E3: Dados A, B € %, , entonces ANB € .%,.

E4: Dado A € %, , existe BC A tal que B€ .%,,y B € %, paracada y € B.
Probar:

(a) T={B e PX):Bec F, Ve € B} U{&} es una topologia en X (observar que no se
necesita la propiedad F4). Esta topologia se llama la topologia definida por los filtros de

entornos de sus puntos.
(b) Si (X,7T) es un espacio topologico, los conjuntos
Fpy={Ae P(X):2€U C Aparaalgin U € T}
verifican los axiomas E1-E4. Los conjuntos .%, se llaman filtros de entornos del punto z.
(¢) El filtro de entornos de una topologia definida por filtro de entornos coincide con éste.

(d) Si (X,T) es un espacio topologico, la topologia definida por los filtros de entornos de X

coincide con T .

Ejercicio 6. Topologias definidas por operador de clausura.

Un operador (-) : 22(X) — 2(X) que verifica las siguientes propiedades:

2/6



Topologia General — Primer semestre de 2011 Practica 1

se llama un operador de clausura.
(a) Probar que si se tiene un operador de clausura, se tiene en X una topologia definida por
UeT&X-U=X-U.
Observacion: Lo que estamos haciendo es definir la topologia por sus cerrados, esto es,

F escerrado «— F=F.

(b) Probar que si (X,7) es un espacio topolégico, la formula

A= () F
FDA
F' cerrado

define un operador de clausura.

(¢) Probar que si se parte de un operador clausura en un espacio X y se construye una topologia
como en (a), el operador clausura definido a partir de esta topologia (como en (b)) es el

original.
(d) Probar que si se parte de un espacio topologico X y se define un operador clausura como en

(b), la topologia definida a partir de este operador (como en (a)) es la original de X .

Ejercicio 7. Probar que si (X,7) es un espacio topoldgico, la formula
A={zeX: UNA#o YU €T talquez € U}

define un operador de clausura. Probar que este operador de clausura coincide con el definido en la

parte (b) del ejercicio anterior. Es decir, probar que para todo A C X,

{(reX: UNA#@VUET, zcU}= (] F

FDA
F cerrado

Ejercicio 8. Probar que U A, C U A, y mostrar que la inclusién puede ser estricta.
ael ael

Ejercicio 9. Decidir cuéles de las siguientes igualdades son ciertas, y en caso de ser falsas determinar

si se verifica alguna de las inclusiones.
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Ejercicio 10. Considerar el conjunto X = [0, 1] x [0, 1] con la topologia del orden del diccionario.

Determinar la clausura de los siguientes subconjuntos de X .
A= {(1/n,0): n e N},

B= {(1-1/n,1/2): n € N},

C= {(z,0): 0<z <1},

D= {(z,1/2): 0 <x <1},

E= {(1/2,y): 0<y<1}.

Ejercicio 11. Determinar la clausura del conjunto K = {1/n: n € N} en cada una de las siete

topologias definidas en el ejercicio 4.

Redes

Ejercicio 12. Sea (X,7) un espacio topologico. Probar que las redes convergentes verifican las
siguientes propiedades:

R1: Si (z4)aca es eventualmente constante, entonces (xq)aca converge a la constante.

R2: Si (z4)aeca converge a x, entonces toda sub-red de (z4)qaen converge a z.

R3: Si (zq)aca verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x, entonces (Zq)aca

converge a .

R4: Sean A un conjunto dirigido, y para cada o € A sea I'y, un conjunto dirigido. Supongamos
que para cada o € A se tiene una red (xf)rer, , que converge a z* € X, y ademas (%)aen

converge a x € X . Consideremos ® = A x [[,ca I'a ordenado por el orden producto, esto es,
(o, (kg)pen) > (o, (klﬁ)geA) < a>dy kg > k‘lﬁ VB e A.

Entonces la red (a, (kg)sen) > @ converge a .

Ejercicio 13. Si (z4)aea s una red, decimos que = € X es un punto de acumulacion de la red si
para todo A € %, , el conjunto {a € A : x, € A} es cofinal en A. Probar que x es un punto de
acumulacion de la red si y s6lo si existe una subred de (x4)aca que converge a x.

Sugerencia: Para la ida, considerar I' el conjunto de pares (o,U) con o € A, U entorno abierto

de x que contiene a z,, con el orden (a,U) < (B,V) si a<fy VCU.

Funciones continuas

Ejercicio 14. Sean XY espacios topologicos. Probar que cada una de las siguientes condiciones

sobre f: X — Y es equivalente a pedir que f sea continua.
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a) Para todo x € X, y para todo A € %, existe B € .%, tal que f(B) C A.
f(@)
(b) Para toda red (zq)aca C X tal que x4 — z, se tiene que f(zo) — f(z).
(¢) Paratodo AC X, f(A) C f(A).
d) Si B es una base para la topologia de Y, f~1(B) es abierto en X para todo B € B.
( 8

(e) Si S es una sub-base para la topologia de Y, f~!(S) es abierto en X paratodo S € S.

Ejercicio 15.

(a) Sean X,Y conjuntos totalmente ordenados con la topologia del orden. Demostrar que si

f: X — Y es biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.
(b) Sea n e N. Sea ¢g:R>0— R>q, g(z) = /. Probar que g es un homeomorfismo.

(¢) Sea X = (—o00,—1)UJ0,+400) con la topologia euclidea. Definimos f: X — R por:

f(@:{ z+1 s1 x<-—1

T si x>0

Probar que f es biyectiva y preserva el orden. jEs f un homeomorfismo? ;Contradice esto

lo demostrado en el item (a)? jPor qué?

Ejercicio 16. Sea X un espacio topolégico y sea Y un conjunto totalmente ordenado con la

topologia del orden. Sean f,g: X — Y funciones continuas.
(a) Probar que el conjunto {x € X : f(z) < g(z)} es cerrado en X.

(b) Sea h: X — Y lafuncion h(xz) = min{f(x),g(z)}. Probar que h es continua.

Ejercicio 17. Sea {As}aca una coleccién de subconjuntos del espacio topolégico X tal que

X = U Ay.Sea f: X —Y ysupongamos que f|4, es continua para cada o € A.
acA

(a) Probar que si cada A, es abierto, entonces f es continua.
(b) Probar que si A es finito y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es continua.
(¢) Encontrar un ejemplo donde la coleccion A = N, cada A, es cerrado, pero f no es continua.

(d) Una familia {Ay}aca se dice localmente finita si para cada = € X existe un abierto U C X |
x €U, tal que UNA, # @ solo para finitos valores de a.. Mostrar que si la familia {Aq}aeca

es localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es continua.
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Topologias dadas por una métrica

Ejercicio 18. Mostrar que R x R con la topologia del orden del diccionario es metrizable (i.e.

existe una métrica tal que la topologia que induce la métrica coincide con la dada).

Ejercicio 19. Sea R“ el conjunto de las sucesiones de ntimeros reales. Se define en R* la topologfa
uniforme de la siguiente manera:

Primero se define en R la métrica acotada d(a,b) = min{|a—b|,1} (nota: induce la misma topologfa
que la usual). Luego se define en R la métrica uniforme como

d((an)neNa (bn)neN) = Sug a(anv bn)
ne

(a) Verificar que la métrica uniforme es efectivamente una meétrica.

(b) Decidir si las siguientes funciones R en R* son continuas tomando en R la topologia usual,

y en R la topologia uniforme.

&) = (t,2t,3t,...),
g(t) = (t,t,t,...),
h(t) = (t, 5t 5t,...).

(¢) Decidir si las siguientes sucesiones convergen en R“ con la topologia uniforme.

w1 = (1,1,1,1,...), Tl = (1,1,1,1,...), Y1 = (1,0,0,0,...), 21 = (1,1,0,07...),
we =(0,2,2,2,...), x2=(0,32.2,..), »=(3300..) 2»=(1100.,
w3:(07073737"‘)7 xSZ(O,O,%7%7-~-)7 y3:(%7%7%707---)7 23:(%7%70707"')7

(d) Calcular la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero con respecto a la

topologia uniforme de R¥.

Ejercicio 20. Sea X un conjunto, y sea d una métrica en X . Probar que la topologia inducida

por d es la minima con la propiedad que la funcién d: X x X — R es continua.
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