
Cálulo IAño 2010Prátia 4: Límite y ontinuidadEjeriio 1. Hallar los siguientes límites y demostrarlos por de�niión.(a) ĺım
x→−3

(3x + 2)(b) ĺım
x→4

x2() ĺım
x→1

(−x2 + 1)

(d) ĺım
x→2

(−x2 + x − 2)(e) ĺım
x→−4

(x + 3)2(f) ĺım
x→2

1

x

(g) ĺım
x→−3

2

x + 2(h) ĺım
x→−1

x2 + 1

x(i) ĺım
x→3

√
x + 1Ejeriio 2. Usando las propiedades básias de los límites funionales alular los siguientes límites.En ada aso indiar qué propiedades se han empleado.(a) ĺım

x→1
(x2 + 3x + 2)

√
3x − 1(b) ĺım

x→0
ln(x + 1)() ĺım

x→−1

e2x+5

x + 2(d) ĺım
x→3

x2 − 1

x2 − 3x + 2(e) ĺım
x→−2

x

x + 3
− x2 + x√

x2 + 5(f) ĺım
x→0

√
1 + x −

√
1 − x√

4x + 1 − 3(g) ĺım
x→π

4

sin2 x + tan x

cos(2x
3 )

(h) ĺım
x→2

x4 − 16

x − 2(i) ĺım
h→0

(t + h)2 − t2

h
on t ∈ R, t �jo(j) ĺım

x→2

−5x2 + 9x + 2

x2 − 4(k) ĺım
x→b

x3 − b3

x − b(l) ĺım
x→1

x − 1√
x − 1(m) ĺım

x→0

√

x + 4

x
− 2√

xEjeriio 3. Calular los siguientes límites.(a) ĺım
x→−1

x2 − 1

x + 1(b) ĺım
x→−1

2x2 − x − 3

x + 1() ĺım
x→−2

x3 + 8

x + 2(d) ĺım
x→−1

x3 + 1

x2 − 1

(e) ĺım
x→2

2 − x

x2 − 4(f) ĺım
x→1

x2 + x − 2

x3 + 3x2 − 2x − 2(g) ĺım
x→0

√
2 + x −

√
2

x(h) ĺım
x→0

√
x2 + 3 −

√
3

x

(i) ĺım
x→0

1
x+4 − 1

4

x(j) ĺım
x→3

√
x + 1 − 2

x − 3(k) ĺım
x→16

4 −√
x

x − 16(l) ĺım
x→2

x5 − 32

x2 − 41/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4Ejeriio 4.(a) Hallar dos funiones f, g : R → R tales que ĺım
x→0

f(x) y ĺım
x→0

g(x) no existen, pero existe
ĺım
x→0

(f(x) + g(x)).(b) Sean f, g : R → R funiones y sea a ∈ R. Demostrar que si ĺım
x→a

f(x) existe y ĺım
x→a

(f(x)+ g(x))no existe, entones ĺım
x→a

g(x) no existe.Ejeriio 5. Sea a ∈ R y sean f, g : R → R funiones tales que f(x) < g(x) para todo x 6= a. ¾Esierto que ĺım
x→0

f(x) < ĺım
x→0

g(x)? En aso de ser verdadero, demostrarlo y en aso de ser falso dar unejemplo que muestre su falsedad.Ejeriio 6. Sean f : R → R una funión y sea a ∈ R.(a) Demostrar que ĺım
x→a

f(x) = 0 si y sólo si ĺım
x→a

|f(x)| = 0.(b) Demostrar que si ĺım
x→a

f(x) = L ∈ R entones ĺım
x→a

|f(x)| = |L|.Sugerenia: Demostrar y utilizar la desigualdad ||a| − |b|| ≤ |a − b|, para a, b ∈ R.() Demostrar que la reíproa del item anterior es falsa enontrando un ontraejemplo.Ejeriio 7. Sean f, g : R → R de�nidas por
f(x) =

{

0 si x ∈ Q

1 si x ∈ I
g(x) =

{

0 si x ∈ Q

x si x ∈ IDeidir si existen ĺım
x→0

f(x) y ĺım
x→0

g(x) demostrando la respuesta.Ejeriio 8. Calular los siguientes límites y demostrarlos por de�niión.(a) ĺım
x→3

1

(x − 3)2
(b) ĺım

x→1

2x

x2 − 2x + 1
() ĺım

x→2+

1

(2x − 4)3
(d) ĺım

x→2−

1

(2x − 4)3Ejeriio 9. Para ada una de las siguientes funiones deidir si los límites laterales para x tendiendoa −2 dan +∞ o −∞.(a) f(x) =
1

(x + 2)2
(b) f(x) =

1

x + 2
() f(x) = tg

(πx

4

) (d) f(x) = sec
(πx

4

)Ejeriio 10. Calular el dominio natural y hallar las asíntotas vertiales (si existen) de ada unade las siguientes funiones.(a) f(x) =
2 + x

1 − x(b) f(x) =
1

x2() f(x) =
4

(x − 2)3

(d) f(x) =
x2 − 2

x2 − x − 2(e) f(x) =
−4x

x2 + 4(f) f(x) =
x3

x2 − 1

(g) f(x) =
x3 + 1

x + 1(h) f(x) =
x2 − 4

x3 + 2x2 + x + 2(i) f(x) = tg(2x)2/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4(j) f(x) = sec(πx) (k) f(x) =
x

sin x
(l) f(x) =

tg x

xEjeriio 11.(a) Haer un grá�o aproximado de f(x) =
1

x
.(b) Veri�ar grá�amente que vale ĺım

x→+∞

1

x
= 0; ĺım

x→−∞

1

x
= 0 y demostrarlo por de�niión.() Para ada n ∈ N alular ĺım

x→+∞

1

xn
; ĺım

x→−∞

1

xn
.Ejeriio 12. Calular los siguientes límites y demostrarlos por de�niión.(a) ĺım

x→+∞

x

x2 + 3(b) ĺım
x→+∞

2x

x + 1

() ĺım
x→+∞

x3

x2 − x(d) ĺım
x→−∞

3x

x + 3

(e) ĺım
x→−∞

x4

2x + 1(f) ĺım
x→−∞

x3

x4 + 1Ejeriio 13. Consideremos una funión f(x) uyo grá�o es:

(a) Determinar el dominio de esta funión y sus límites en los extremos del onjunto dominio.(b) ¾Cuántas soluiones tiene la euaión f(x) = −1 ?() ¾Cuántas soluiones tiene la euaión f(x) = 0 ?(d) ¾Cuántas soluiones tiene la euaión f(x) = m, donde m es un determinado número real?Considerar todas las posibilidades.Ejeriio 14. Calular los siguientes límites:
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Cálulo I � Año 2010 Prátia 4(a) ĺım
x→+∞

(x7 − 10x3 + 3)(b) ĺım
x→+∞

(−x6 + x5 +
√

x)() ĺım
x→+∞

5x4 − x3 + 2

3x4 − 3x2 + 1(d) ĺım
x→−∞

8x3 + 2x2

3x2 − 2x + 2(e) ĺım
x→−∞

x3 + 3x + 1

2x4 + 2x2 + 1(f) ĺım
x→+∞

3x2 + 1

−7x2 + 3x +
√

x(g) ĺım
x→+∞

√
4x2 + 1

4 + x

(h) ĺım
x→+∞

√

x2 + 3x + 1 − x(i) ĺım
x→+∞

√

x2 + 1 −
√

x2 − 1(j) ĺım
x→−∞

cos x(k) ĺım
x→−∞

x7 −
√

3

x

10

+ 9x7(l) ĺım
x→+∞

√
x3 + 1 − x

x + 5(m) ĺım
x→+∞

(ln x − 2 ln(x + 1))(n) ĺım
x→+∞

3x+1 + 2

3x − 5Ejeriio 15. De auerdo on la Teoría de la Relatividad de Einstein, un uerpo que en reposotiene masa m uando se mueve a la veloidad v tiene masa dada por la expresión
m =

m0
√

1 − v2

c2donde c es la veloidad de la luz. ¾Qué suede uando v → c ?Ejeriio 16. Un problema uantitativo importante de la ienia pesquera onsiste en evaluar elnúmero de pees hembra que desovan en los ríos y emplear esta informaión para extrapolar elnúmero de pees maduros (llamados `relutas') que volverán a los ríos durante el siguiente períodode reproduión. Si R es el número de relutas y H el número de pees hembra del período anterior,las investigaiones uantitativas de Beverton & Holt (1957) a�rman que R = R(H) =
H

αH + βdonde α y β son onstantes positivas. Demostrar que, de auerdo on esta funión, para un número
H de hembras su�ientemente grande el relutamiento será aproximadamente onstante.Ejeriio 17. Cierta poblaión biológia omienza reiendo según una funión exponenial. Si nose presentan atástrofes (inendios, plagas, depredadores, et.) la poblaión puede llegar a saturarlos reursos del hábitat, y su reimiento se amortigua. Entones el reimiento se desribe por lafunión logístia:

f(t) =
l

1 + ke−atdonde l, k y a son parámetros (onstantes) que no dependen del tiempo t y donde a > 0.(a) ¾Cuál es la poblaión iniial en este modelo?(b) ¾Cuál es la poblaión límite? (Calular el límite de f(t) uando t → +∞.)() Si l y k fueran números grandes (respeto de los valores de t) la funión f(t) es próxima ala funión exponenial g(t) =
l

1 + k
eat. Supongamos que una poblaión de mosas tiene losparámetros :

l = 10 k = 999 a = 0, 024/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4Veri�ar mediante una tabla de valores que la logístia y la exponenial son muy similarespara t < 100. Ambas funiones seguirán siendo próximas si vale 100 < t < 200 ¾Qué ourrepara t > 200?Ejeriio 18. Calular los siguientes límites:(a) ĺım
x→0

x. sen

(

1

x

)(b) ĺım
x→0

x2

2
. cos

(

x +
1

x

)() ĺım
x→2

(x2 − 4) sen

(

1

x − 2

)

(d) ĺım
x→0

x sen(h(x)), donde h(x) es ualquierfunión.(e) ĺım
x→0

sen x . cos

[

ln

(

1 +
1

x

)](f) ĺım
x→0

√
xecos( 1

x)Ejeriio 19. Calular los siguientes límites reordando que ĺım
t→0

sin t

t
= 1.(a) ĺım

x→0

sen x

5x(b) ĺım
x→0

x

sin x() ĺım
x→0

tan x

x(d) ĺım
t→0

sen2 t

t2(e) ĺım
x→0

sin(3x)

2x(f) ĺım
x→0

sen(2x)

sen(3x)(g) ĺım
x→0

sen(x2)

sen(4x)(h) ĺım
x→0

sen(tg x)

6x

(i) ĺım
x→0

3(1 − cos x)

x(j) ĺım
x→0

1 − cos(2x)

sen(5x). tg x(k) ĺım
t→0

sec t − 1

t sec t(l) ĺım
t→0

cos t. tg t

t(m) ĺım
x→0

sen2 x

x(n) ĺım
x→0

tg2 x

x(ñ) ĺım
h→0

(1 − cos h)2

h(o) ĺım
α→π

α secα

(p) ĺım
x→π

2

cos x

cotg x(q) ĺım
x→π

4

1 − tg x

sen x − cos x(r) ĺım
x→π

2

cos x
π
2 − x(s) ĺım

x→1

1 + cos(πx)

tan2(πx)(t) ĺım
h→0

sin(x + h) − sin x

h(u) ĺım
h→0

cos(x + h) − cos x

h(v) ĺım
x→0

arcsin x

x(w) ĺım
x→1

sin(πx)

sin(3πx)Ejeriio 20.(a) Comprobar grá�amente que ĺım
x→0+

1

x
= +∞ ĺım

x→0−

1

x
= −∞(b) ¾Qué puede deir de ĺım

x→0+

1

xn
y de ĺım

x→0−

1

xn
para n par?() La misma pregunta para n impar.Ejeriio 21. Consideramos la funión f(x) =
1

1 − x
− 1

1 − x3(a) Determinar el dominio de f . 5/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4(b) ¾Se puede alular diretamente ĺım
x→1

f(x)? ¾Por qué?() Determinar la funión g de�nida por g(h) = f(1 + h).(d) Calular ĺım
x→0+

g(x) y ĺım
x→0−

g(x). Deduir ĺım
x→1+

f(x) y ĺım
x→1−

f(x).(e) ¾Admite f(x) asíntotas vertiales u horizontales? Justi�ar la respuesta.Ejeriio 22. Hallar todos los pares de números reales a y b para que veri�an simultáneamente:
ĺım
x→0

√
ax2 + bx + 1 − 1

x
= 3 y ĺım

x→+∞

√
ax2 + bx + 1 − 1

x
= 2.Ejeriio 23. En ada uno de los siguientes asos alular ĺım

x→0+
f(x), ĺım

x→0−
f(x) y ĺım

x→0
f(x) yrepresentar grá�amente.(a) f(x) = |3x − 6|(b) f(x) =

|x|
x

() f(x) =

{

−x + 5 si x ≤ 0
x2 + 1 si x > 0Ejeriio 24. Para ada uno de los siguientes items alular ĺım

x→a
f(x).(a) a = 3, f(x) =

{

x+2
2 si x ≤ 3

12−2x
3 si x > 3(b) a = 2, f(x) =

{

x2 − x − 1 si x ≤ 2
sin(x2

−2x)
2(x−2) si x > 2() a = −1, f(x) =

{

ex si x ≤ −1

(2 + t)
t

t+1 si x > −1Ejeriio 25. Calular los siguientes límites.(a) ĺım
x→3

(3x − 5)
1

1−x(b) ĺım
x→∞

(

3x + 1

2x − 5

)
x+1

3x+1() ĺım
x→0+

(

sin(2x)

sin x

)
1

x

(d) ĺım
x→0

(

sin(2x)

x

)
tan x
3x(e) ĺım

x→+∞

(√
2x2 + 1 + 1

x

)x+1

(f) ĺım
x→0+

(

sin(3x2)

sin(4x2)

)

1

xEjeriio 26. Sabiendo que ĺım
y→0

(1 + y)
1

y = ĺım
t→∞

(

1 +
1

t

)t

= e alular los siguientes límites.(a) ĺım
x→+∞

(

x − 2

x + 3

)x (b) ĺım
x→+∞

(

1 +
a

x

)x
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Cálulo I � Año 2010 Prátia 4() ĺım
h→0

(

1 +
h

x

)
1

h(d) ĺım
x→0+

(1 + sin x)
1

x(e) ĺım
x→0

ln(1 + x)

x

(f) ĺım
h→0

ln(a + h) − ln a

h(g) ĺım
h→0

eh − 1

h(h) ĺım
h→0

eα+h − eα

hEjeriio 27. Calular los siguientes límites.(a) ĺım
x→π

1 − sin(x
2 )

π − x(b) ĺım
x→+∞

x(
√

x + a −
√

x − a)() ĺım
x→0

1

x
ln

√

1 + x

1 − x

(d) ĺım
x→0

x − sin2 x

x + sin 2x(e) ĺım
x→+∞

x sin
1

x(f) ĺım
x→+∞

1√
x2 + x − xEjeriio 28. Sean a, b ∈ R. Demostrar que ĺım

t→+∞

(1 +
a

t
+

b

t2
)t es independiente de la eleión de

b.Ejeriio 29. Estudiar límites laterales y ordinarios, y ontinuidad de las siguientes funiones enlos puntos indiados. En aso de disontinuidad, disutir el tipo.(a) f(x) =
tg x

x
en x = 0(b) f(x) =

{ sin x

x
si x 6= 0

0 si x = 0
en x = 0() f(x) =

1

1 + e
1

x

en x = 0(d) f(x) =

{

e
−

1

x2 si x 6= 0
0 si x = 0

en x = 0

(e) f(x) =
1

x − 2
en x = 2(f) f(x) =















x2 − 4

x − 2
si x > 2

3 si x = 2
x3 − 4 si x < 2

en x = 2(g) f(x) =
1

(x − 2)2
en x = 2(h) f(x) =

{

e
1

x si x < 0
0 si x ≥ 0

en x = 0Ejeriio 30. Determinar el dominio natural de ada una de las siguientes funiones. Luego hallarel onjunto de puntos de disontinuidad de ada una de ellas y rede�nirlas, si fuera posible, paraque resulten ontinuas.(a) f(x) = x2 − 2x + 1(b) f(x) =
1

x2 + 1() f(x) = x + sen x(d) f(x) = cos(πx
2 )

(e) f(x) =
1

x − 1(f) f(x) =
(x − 1)2

x2 − 1(g) f(x) =
x

x2 − 17/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4(h) f(x) =
x

x2 + 1(i) f(x) =
x − 3

x2 − 9(j) f(x) =
x + 2

x2 − 3x − 10(k) f(x) =
x − 1

x2 + x − 2(l) f(x) =
|x + 2|
x + 2(m) f(x) =
x − 3

|x − 3|(n) f(x) =
x − 1

x(x2 − 4)(ñ) f(x) =
x2

√
x2 + 1 − 1(o) f(x) =

x
2

3 − 4

2x
2

3 − 3x
1

3 − 2(p) f(x) =

{

x si x ≤ 1
x2 si x > 1(q) f(x) =

{

−2x + 3 si x < 1
x2 si x ≥ 1

(r) f(x) =

{

1
2x + 1 si x ≤ 2
3 − x si x > 2(s) f(x) =

{

−2x si x ≤ 2
x2 − 4x + 1 si x > 2(t) f(x) =







x si x < 0
x2 si 0 ≤ x < 2
2 si x ≥ 2(u) f(x) =







x si x < 1
2 si x = 1

2x − 1 si x > 1(v) f(x) =















4x2 − 3 si x > 1
1 si x = 1

x2 − 3x + 2

x2 − 4x + 3
si x < 1(w) f(x) =

{

tg(πx
4 ) si |x| < 1

x si |x| ≥ 1(x) f(x) =











√
3x + 1 −

√
x + 3

x2 − x
si x > 1

sen(−2x + 2)

x2 + x − 2
si x < 1(y) f(x) =

|x2 − 4|x
x + 2(z) f(x) =

|x2 + 4x|(x + 3)

x2 − xEjeriio 31. En ada uno de los siguientes asos hallar todos los números reales a tales que lafunión dada sea ontinua en todo R.(a) f(x) =

{

x3 si x ≤ 2
ax2 si > 2(b) f(x) =

{ 4 sen x

x
si x < 0

a − 2x si x ≥ 0() f(x) =







x2 − a2

x − a
si x 6= a

8 si x = aEjeriio 32. En ada uno de los siguientes asos hallar todos los pares de números reales a y btales que la funión dada sea ontinua en todo R.(a) f(x) =







2 si x ≤ −1
ax + b si −1 < x < 3
−2 si x ≥ 3 8/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4(b) f(x) =







x si x ∈ (−∞, 0]
ax + b si x ∈ (0, 2)

x2 si x ≥ 2() f(x) =







x3 + 1 si x ≤ 0
ax2 + b si 0 < x < 2
x2 − 1 si x ≥ 2(d) f(x) =























√
x + 3 −

√
3x + 1√

x − 1
si x > 1

ax + b si −2 ≤ x ≤ 1
x2 + 2x

x2 + x − 2
si x < −2Ejeriio 33. En ada una de las siguientes funiones, estudiar la ontinuidad en R. Si hubieradisontinuidades, lasi�arlas y, de ser posible, rede�nir la funión para haerla ontinua.(a) f(x) =















ex

x − 1
si x > 0

0 si x = 0
x2+2x−3

x+3 si x < 0(b) f(x) =



















√
x + 9 − 3√

x
si x > 0

2 si x = 0
1 − cos x

x2 + x
si x < 0

() f(x) =



















x
√

x + 2√
4x + 1 − 3

si x > 2

1 si x = 2
9x − 18

x2 + 4x − 12
si x < 2

Ejeriio 34. Analizar la ontinuidad en x0 = 5 de la funión así de�nida:
f(x) =







3xex−5 si x ≤ 5
45 sen(x − 5) ln(4

5x − 3)

2(x − 5)
+ 15 si x > 5¾Qué se puede deir de la ontinuidad de f en R − {5}?Ejeriio 35. ¾Cómo debe elegirse la onstante A en la de�niión de la siguiente funión, si queremosque la funión f resulte ontinua?

f(x) =







x2 − 4

x − 2
si x 6= 2

A si x = 2Ejeriio 36. Demostrar que los siguientes polinomios tienen al menos una raíz real en los intervalosindiados.(a) P (x) = x3 − 4x + 2 en [1, 3].(b) P (x) = x3 + 3x − 2 en [0, 1].() P (x) = x4 − 5x3 + 2 en [−1, 2].(d) P (x) = x3 + x + 1 en (−1; 0). 9/10



Cálulo I � Año 2010 Prátia 4Ejeriio 37. Demostrar que los grá�os de las funiones f(x) = ex y g(x) = x + 2 se ortan paraalgún x0 ≥ 0.Ejeriio 38. Demostrar la existenia de x0 ∈ (1, e) tal que ln x0

x0
=

1

3
.Ejeriio 39. Determinar la existenia de raíes reales de la funión f(x) =

|x|
4 − x2

en los intervalos
[−4;−3], [−3; 3] y [−1; 1].Ejeriio 40. Una determinada ompañía vende un produto de onsumo por kg (o fraión). Parafavoreer ompras grandes, la produtora obra $1, 10 por kg en ompras de menos de 8kg, mientrasque obra $1 por kg si se ompra 8kg o más.(a) Expresar matemátiamente la funión osto C(x) donde x india la antidad de kilogramosque se ompra. Representar grá�amente esta funión.(b) ¾Es ontinua C(x)? En aso negativo, indiar los puntos de disontinuidad, justi�ando diharespuesta.() Expliar por qué no onviene (en estas ondiiones) que un liente ompre 7, 5kg de esteproduto.Ejeriio 41. La misma ompañía produtora del problema anterior vende un segundo produtoa $1, 20 por kg los primeros 5kg, y para ompras mayores a 5kg obra $6 más $0, 90 por ada kiloque sobrepase los 5.(a) Expresar matemátiamente la funión osto C(x) donde x india la antidad de kilogramosque se ompra. Representar grá�amente esta funión.(b) ¾Es ontinua C(x)? En aso negativo, indiar los puntos de disontinuidad, justi�ando diharespuesta.
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