Calculo 1

Ano 2010
Practica 5: Derivadas

Notaciones: Dada una funcion f : R — R, un punto x1 € R y un nimero Az € R que llamaremos
incremento, se define Ay = f(z1 + Az) — f(x1). La derivada de f respecto de = se notara indis-

tintamente por f’, D, f o —. Observar que se tiene entonces que f'(x1) = lim —y, en el caso en
dx Az—0 Ax

que este limite exista.

Ejercicio 1. Sean f(z) =2? — 42+ 7y 21 = 3.

(a) Para Az = 1,1 5, —1, calcular la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
(x1, f(z1)) y (1 + Az, f(x1 + Azq)). Graficar la funcion y las tres rectas secantes en un
mismo grafico.

(b) Dar una expresion (en funciéon de h) de la pendiente de la recta secante que pasa por los
puntos (z1, f(x1)) v (x1 + h, f(z1 4+ h)) (donde h # 0).

(¢) Calcular la pendiente de la recta tangente al grafico de f en el punto (z1, f(x1)) como limite
de pendiente de rectas secantes.

(d) Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en el punto (x1, f(x1)).

(e) Repetir los items anteriores para f(r) =2 — 2% y z1 = 1.

Ejercicio 2. En una experiencia cuantitativa, la medicion f(t) realizada después de ¢ horas esta
expresada por y = f(t) = t*> + 5t + 100, donde 0 < t < 24. Si evaluamos esta magnitud cerca

A
de t; = 3 para At # 0, determine Ay y el cociente incremental Iz Luego calcule la velocidad

instantanea de crecimiento de y en t; = 3.

Ejercicio 3. En cierta reacciéon quimica la cantidad de moles de moléculas de cierto compuesto (en
funcion del tiempo) esta dada por y = g(t) = —t> 4+ 10t — 3, donde t es el tiempo transcurrido desde
que se inicié la reaccién y 0 < t < 9. Encuentre la velocidad instantdnea de cambio de y respecto
de t en ty = 3.

Ejercicio 4. Para cada una de las siguientes funciones, calcule (si existe) la derivada en los puntos
indicados usando la definicién.

(a) fx) =2+ 1, enx=1yz=-2

b) g(z) =23 +2,enx =1y 2z = -2

d) i(x) =z,enx =1y x =4

_ _ _1
j@)=+/2z-1,enz =5y x = 3.

fHk(z)=lnz,enx=1yx=2.

~.

)
(b)
(0) h(z)=lz—2enz=4,z=1yz=2
(d)
(¢)
(
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Ejercicio 5.
(a) Sea f(z) = % Determine f'(zg) para xg # 0.
(b) Sea g(x) = e~*. Calcule ¢g(0) + ¢'(0).

(c) Sean h(z) =3 —x y m(z) =1 —sen 5. Calcule —((1) )

m/(1)
h/

Ejercicio 6. Calcule, usando la definicién, la derivada de las siguientes funciones.

(a) fla)=a®+1 ) f@)= Vi

(b) fz)=2" (9) f(z)=senw
(@f@ﬂ:&i+&ﬁ+x—2 () [(@) = cosz
@) 1) = 3 (i) flz) = e

() fla)= () @) =1n 2

Ejercicio 7.
(a) Dada la funcion f(z) = |z| + z , calcular f'(1) y f'(—2). ;Existe f/(0)?
(b) Dada la funcion g(z) = x - |z|, calcular ¢'(1) y ¢'(—2). {Existe ¢’(0)?

(¢) Determinar ¢'(x).

Ejercicio 8. Dadas las siguientes funciones con dominio y codominio R:
0 siz<0 22 siz <0
£(a) = s ={ 0 5050 {

a) Demuestre que las tres funciones son continuas en x = 0.

¢) Demuestre que f y g no son derivables en x = 0.

(
(
(
(

)

b) Realice los graficos de estas funciones.
)
)

d) Estudiar la derivabilidad de h(z) en x = 0.

d
Ejercicio 9. Calcule d—f para cada una de las siguientes funciones, utilizando las reglas generales
x

de derivacion.
(a) f(z)=a5—423+22 -3 (e) f(x)=e*cosx+1n3

(b) f(x) = (x+2)(x+3)(3z + 1)(2 + 52?) 5

() fz) =2’Inz — Ty er
(¢) f(xz)=Tcosx + b5senz + we” 3

(d) f(z) =2zsenx — (22 — 2)e” (9) f(z) =23 +2?) +1n2
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) fa) =+ o=+ 5= (m) () = s —sens

() fla)=""+ () f@) =L 4 2me - 1T

B 1) = Y (0) 1) =27 4 tge

() fo) = OB (p) f(z) = (nzlog, z) — (nalog, z)

Ejercicio 10. Una bola de radio r tiene volumen V (r) = 3773 y superficie S(r) = 4mr?.

av
(a) Demuestre que S(r) = —.
dr
(b) Halle una relacion anéloga entre el area de un circulo de radio r y la longitud de su circunfe-

rencia.

Ejercicio 11. Un tanque cilindrico de 2m de radio se est4 llenando a razén de 1m? cada 2 minutos.
;,Cual es la velocidad con la que aumenta la altura del liquido en el tanque, si dicha altura se mide
en metros y el tiempo en minutos?

Ejercicio 12. Calcule D, f para cada una de las siguientes funciones, aplicando la regla de la
cadena, es decir la propiedad de derivacion de las funciones compuestas.

(a) f(z)=(1+2)"% () f(x) = e%ne _ 3reter
(b) f(z) = cos(3) (m) f(z) = (a+bat)}

() f(z) = In(sen) o2

(@) f(z) = ta(5e7) () f@) = =

() () =l (1) fa) =3 4 2]

() f(z) =3sen' s

(9) f(z)=In"x (0) f(z) = In(sen(z2))+(2x 4 1)~z —ecos(22)
(h) fx)= e t5r (p) f(x) = (Beos®z)™" — (sen(lnz)) !

(i) f(z) = In(e” + sen 5z) (¢) f(x)=3sen®(z®) + {/z+ x

() fla) =250 (1) f(z) = [ctg(v/x + Inz)]T

(k) f(z) =3°% +sen’x (5) f(zx) = send(In\/Z) cos?(e3 + 1)

Ejercicio 13.
(a) Sea f:R — R definida por f(x) = 2® + x. Calcular (f71)'(0) y (f~1)(2).
(b) Sea f:R — R definida por f(z) = 2! + 2% + 223 4+ 22 + 5. Calcular (f~1)(5).

Ejercicio 14. Calcule la derivada de cada una de las siguientes funciones:
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(a) f(z)=arcsinz (d) f(x) = arcctgz
(b) f(z)=arccoszx (e) f(x) = arcsin/z
(¢) f(z)=arctanz () f(xz)=In(arccosx)

Ejercicio 15. Usando el método de derivacién logaritmica calcule las derivadas de cada una de las
siguientes funciones:

(a) f(a)=a™ N flz) ==

(6) f(z) = (Vo +1)* (9) f(x) = (senz)”
(¢) f(z) = (Inz)* (h) f(z) = (Inz)™*
(d) f(z) = (Inz)"* (i) f(z) = (sen®z)*
(e) f(x) = (cosx)” () flz)=a")

Ejercicio 16. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:
(a) f(x)=2a°"" 4+ /sen3x
(b) f(z) = z[(senz)®” + me?]

$€( Jr4cosxz—1) N

(c) fz) = + (cos )z + (V2)

senz + In(z? + €)

Ejercicio 17. Dos méviles se desplazan con trayectoria rectilinea con las siguientes leyes del movi-
miento (donde ¢ representa el tiempo):

1 1
f(t) = §t3 —6t2+ 10 g(t) = §t3 —2t+2

(a) Determine el instante to en el cual ambos moviles tienen la misma velocidad.

(b) Calcule la aceleracion de cada uno de los moviles en funcion del tiempo.

Ejercicio 18. Una piedra lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 34, 3m/s
se desplaza siguiendo la ley de movimiento s(t) = 34,3t — 4, 9t2.

(a) Calcule la velocidad y la aceleracion en los instantes t1 = 3 y to = 4.

(b) Determine el instante t3 en el que la piedra alcanza la altura maxima. (Pista: la velocidad en
el instante t3 debe ser 0.)

Ejercicio 19. Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normal al grafico de cada una de
las siguientes funciones, en los puntos cuyas abscisas se indican en cada caso :

(a) f(z)=322-1 ena=1,a=0 (¢) f(x)=Inz ena=1
rz—1
(b) f(z) =senx ena=73 (d) f($)=x+5 en a = 2
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(e) f(z)=1In(a?+1) ena=0 (9) flx)=e" ena=0,a=1

H flx)=(z+z)? ena=4 (h) f(z)=€"(rx+Inz) ena=1

Ejercicio 20. Consideremos las funciones f(z) = 23 + 2, g(z) = 22% + 2.
(a) Probar que los gréficos de ambas funciones se cortan en dos puntos.

(b) Verificar que en uno de esos puntos de interseccion ambas curvas tienen la misma recta tan-
gente. ;Qué pasa en el otro punto de interseccién?

Ejercicio 21. Determine en qué punto de la curva y = Inz la recta tangente es paralela a la recta
L que une los puntos (1,0) y (e, 1).

Ejercicio 22. Sea f : R — R definida por f(z) = 223 y sea g : R — R otra funcién de la que sélo
sabemos que ¢’'(2) = 4. Calcular la derivada de (g o f) en el punto xo = 1.

Ejercicio 23. Sean f,g: R — R tales que f(g(2z? + z)) + 3g(x) = 3tg(x) + 1 para todo z € R, y
donde g cumple, ademas, que g(0) =0y ¢'(0) = 2.
(a) Calcular f(0).

(b) Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en z = 0.

A
Ejercicio 24. El ‘Teorema del coseno’ permite expresar la longitud del lado a del tridgngulo ABC

a partir de los otros dos lados y el angulo opuesto A por la férmula:

a=/b2+c2—2bc cos A

Si mantenemos b y ¢ constantes, a resulta ser funcién del dngulo A. En estas condiciones, demuestre

da
que A= h, es precisamente la altura del tridngulo correspondiente a la base a.

|z —1] stz <2

Ejercicio 25. Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = { cos(z—2) siz>2

(a) Analice la continuidad de f en x = 2.

(b) Mediante el estudio de cocientes incrementales estudie la derivabilidad de f en 2y =1 y en
o = 2.

Ejercicio 26. Estudie la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

W f@={ 57 5s (@ F@) ==+ D)
0 r@={5 5133

2 : (z+1)2 2z<-1
o mm={5. 3253 o of w137
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3—a2 _ [ atseng siz A0
N fla)=9q 12 siz <1 9 f(x)_{o se=0
; siz>1 (h) f(x) = \/|z| sen(4]z|)

Ejercicio 27. Hallar todos los coeficientes a, b, ¢ € R tales que existe f/(1) si f: R — R esta dada

por
) = Inx siz>1
= alz— 12 +bx—1)+c siz<1

Ejercicio 28. Calcule las derivadas segunda y tercera de cada una de las siguientes funciones:
(a) f(z)=3a>+5bx—1 (d) f(z)=(2%+1)
(0) f(x) =In(7z) (e) f(x) = sen(4x)
(c) flz)=e" () f(x) = cos(22?)

Ejercicio 29.
(a) Calcule las derivadas séptima y octava de f(z) = 27 — 5z + 8z.
(b) Calcule las derivadas de orden n y n + 1 de un polinomio de grado n.

(¢) Calcule la derivada octava de f(z) = senx. ;Qué conclusiones obtiene? ;Como calcularia la
derivada de orden 25 de f(z) ?

(d) Lo mismo que en el item (c) pero para g(x) = cos .
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