Calculo 1

Ano 2010
Practica 6: Aplicaciones de la derivada

Ejercicio 1. Decida si las siguientes funciones satisfacen las hipotesis del Teorema de Rolle en los
intervalos indicados en cada caso. Si la respuesta fuera afirmativa, determine ¢ en el correspondiente
intervalo abierto, tal que f'(c) = 0:

— n[—1: z? ix
(a) f(x) =22 +3en [~1;2]. (0 f(x):{ P L]
(b) f(z)=2%+3en [-1;1].
(6) F(w) = ol en [~1;1]. (6) F(@) = (x—2)% en [0;4).
Ejercicio 2. Consideramos la funcion f : [—2;2] — R definida por

B 2 sixe[-2;1]
f(x)_{ 3z—2 size(1;2

a) Verifique que f(x) es continua en [—2;2], y que f(—2) = f(2).

b) Compruebe que f no es derivable en g = 1.

(a)
()
(¢) Verifique que f/(0) = 0.
(d)

d) ;Surge de las anteriores comprobaciones una contradiccion al Teorema de Rolle?

Ejercicio 3. Dada la funcion f(z) = xz(z + 1)(x + 2)(x 4+ 3) demuestre que la ecuacion f/(x) =0
tiene exactamente tres raices reales.

Ejercicio 4. La temperatura (en grados centigrados) de un pequenio animal sometido a un proceso
infeccioso varfa en un lapso de 4 horas de acuerdo con la siguiente ley: T(t) = 30 + 4t — 2, donde
T es la temperatura y t el tiempo medido en horas.

(a) Sin derivar T'(t), demuestre que en algin instante del lapso [0;4] la velocidad de variacion de
T fue nula.

(b) Determine tg € (0;4) tal que T'(to) = 0.

Ejercicio 5. Decida si las siguientes funciones satisfacen las hipotesis del Teorema de Lagrange en
los intervalos indicados en cada caso. Si la respuesta fuera afirmativa determine ¢ perteneciente al

correspondiente intervalo abierto tal que f/(c) = W.
(a) f(x)=22%— 62 en [-2;2]. (¢) f(z) = (x—1)%en [0;3].
(b) f(@)= (2 —2)5 en [0:5]. (d) (@) = (@~ 1)* en [3:5].
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Ejercicio 6. Demuestre las siguientes desigualdades aplicando el teorema de Lagrange o el teorema
de Cauchy.

a

(a)
()
(¢)
(d)
(¢)

e

senz <z Vz>0.

senz > x Vo <O0.

|senz —seny| < |z — y|

d In(l1+z) <z Vz>0.

e?>14+x VrelR.

Va,y € R.

() e < 27— 1)

.%'2

(9) 1—cosx§7

Vo > 1.

Vo € R.

(h) In(1+z) > Hix

Vo > 0.

Ejercicio 7. Calcule los siguientes limites aplicando la Regla de L’Hospital, siempre que ello sea
posible:

(a)

Inx

lim
z—11—=x

. 1—cos x
lim ———
z—0 xT

o2 —2x+1
lim —————
z—1322 +2x -5

, T —sen T
lim —3
z—0 T

, tgx—sen x
lfm 8. F —sen

z—=0 X —sen x

, tgx—sen x
lim =———

-0  sen?cw

6290 _ e—ZJ: — A

Tr —sen

lim
z—0

I In(sen z)

a—Z T —2x

lm In(sen x)

z—0t T — 2

e$

lim —
r—+400 I

tg x

im
a—Z tg dr

3 1
lim zln—
z—0+ T

; o 1
lim z“e=
z—0t

P 2 1
lim z“e=
rz—0~

2/7

]
(7) lim —"
rx—+oo I

7 e$
() Jim -5
T
(p) Jim -5
]
(¢) lim nr

r—+oo et

3 1 coszx
(r) lim (— - >
=0 \x sen x

X
1
(8) a:ig%r (1’ -1

In x

11m
z—0 cotg x

1

" In x)

(u) lim(x —sen z)In z

z—0

., r+In=x
(v) 1fm T2
z—+oo xln x

1
1, -
(w) lim <cotgx >

z) lim z*

( ) z—0t

(1) lim (1 + )57
(z2) lim z%"™*
z—0t

1 sen T
(o) lim <—>
z—0T \ T

(8) lim (In z)i-ms

r—r-+00
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Ejercicio 8. ;Es aplicable la regla de L’Hospital para calcular el siguiente limite?

2 1
xsen (=
lim 7( )
z—0 sen T
Si la repuesta fuera afirmativa, aplique la regla y calcule el limite. Si la respuesta fuera negativa,

explique por qué no se puede aplicar y calcule el limite de otra manera.

Ejercicio 9. Sea f : R — R definida por

3xet—4 six <4
f(z) =< 20sen(z—4)In(3z —2)

+12 six >4
r—4

(a) Estudie la derivabilidad de f en R — {4}.

(b) Analice la derivabilidad de f en & = 4 mediante el estudio de los correspondientes cocientes
incrementales.

Ejercicio 10. Sea f : R — R definida por
1 sen T
f(x): x<3x2+2x> S1x >
T siz <0
(a) Estudie la derivabilidad de f en R — {0}.

(b) Analice la derivabilidad de f en x = 0 mediante el estudio de los correspondientes cocientes
incrementales.

Ejercicio 11. Calcule (si existe) f’(0) para las siguientes funciones

re Yx+cos(z—1)

1 sizx<0
(a) f(z) =19 senz+In(z2 +e) LSS
1
(cos )= siz >0
rsen(x? + ¥z) .
(B) f@) =3 Sen zreme TEY
xS siz >0

Ejercicio 12. Determine los maximos y minimos absolutos de las siguientes funciones:

(a) f(2) =3z +Len [-1;3] (¢) fz) =z =2[en [-1;1]

(b) f(z) =sen(2z) en [0; 7] (d) f(x) =2+ +1en[-2;2]

Ejercicio 13. Decida si x( es un extremo local de f en cada caso:
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Ejercicio 14. Determine todos los extremos relativos de cada una de las siguientes funciones:

(a) f(z) =23 —6z+2 () f(z)=zln z (x> 0)
2x 1

(0) f(2) =170 () f@)=a+— (z#0)

(o) f(x):%+% 0+ +1) (9) f(w)=ﬁ (¢ #1)

(d) f(z) =22 (h) f(z)=23(1—2)

Ejercicio 15. Determine y clasifique los extremos locales de las siguientes funciones:

22 —2x—2 sizr<?2
T six>2

(@ f)={

x2 siz <1

(b) f(ac):{ (r—2)% siz>1

Ejercicio 16. Sea f : R — R una funcién derivable en todo punto y que ademés cumple las
siguientes condiciones:

() F(=1) = F(=3) = F(0) = /'(3) = 0.
(ii) {z eR: f'(x) (—o0; —1) U (0; 3).
(iii) {z e R: f'(x) (—1;

A partir de todos estos datos determinar todos los maximos y minimos locales de la funcion f.
Justifique sus afirmaciones. Dibuje una funcién que cumpla con estas condiciones.

>0} =
<0} = (=1;—3) U(=3;0) U (§;+00)

Ejercicio 17. Para cada una de las siguientes funciones estudie el dominio natural, las posibles
asintotas, los maximos y minimos locales, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, el sentido
de la curvatura y los puntos de inflexién. Sobre la base de todos estos datos, realice un grafico
aproximado de f.

(a) flx)=122%(x +1) () flz)=e"
(b) f(z) = g2 — 32 (i) f(z) =aln @
— 3 j z) =ze *
(¢) flz) = L - () f(z)
_ T+ 2
(d) f(z)=235(1—x) en [~1;1] B f@) = 59
_ 2?1 43 gigp < —1
.%'2 Tr —
() flz) = +52 ’ (m) f(z) = e®(2%+2)
1 223
(9) f(2) = 5= (n) fl@) = 35—
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() @) = (1) () = we”
(o) 1) = =3 () f@) =2 +]a
(p) flz)= \/% () f(z)=z—In =
W 1) =T () 1) ==+
Ejercicio 18. La funcion f(t) = ! (definida para t > 0) expresa la concentracion

202 + 50t + 80
en sangre de una droga t horas después de haber inyectado una determinada dosis. Analizar las

variaciones de dicha concentracién con el paso del tiempo, indicando los intervalos de tiempo en los
cuales la concentracion aumenta y aquellos en los cuales disminuye.

Ejercicio 19. La densidad del agua a 0°C es de 1 g/cm?® pero varia levemente al variar la tempe-
ratura de acuerdo con la expresion:

S(t)=145,3-10"°t — 6,53 - 107042 + 1,4 - 107%¢>

donde 0 < t < 100 que mide la temperatura en grados centigrados, y S(t) es la densidad o peso
especifico del agua a la temperatura ¢. Sobre la base de dicha expresion, analizar el crecimiento y
decrecimiento de la densidad en funcion de la temperatura del agua.

Ejercicio 20. El espacio recorrido por cierto movil hasta el instante ¢ se expresa por la funcién
T
f(t) = 3cos(2t + Z)
(a) Grafique la funcion f.
(b) Determine la velocidad instanténea en el instante ¢. Grafique dicha velocidad.

(¢) iPara cuéles valores de t dicha velocidad es maxima en valor absoluto?

Ejercicio 21. Se realizaron 10 mediciones de una magnitud fisica y se obtuvieron los valores
2 1,9 2,2 2,3 2 1,8 1,9 2,1 2 1,8

Para cada valor z atribuido a dicha magnitud llamaremos S(z) a la suma de los cuadrados de los
errores cometidos por dichas mediciones, es decir:

Sa)=(x—22+(@-19%+(z-22)7+

Verifique que S(x) es minima cuando x es el promedio de las mediciones obtenidas.

Ejercicio 22. Los alumnos de un colegio deciden contratar un servicio de transporte para una
excursion turistica. La empresa ofrece servicio hasta para 100 personas, pero con un minimo de
40 pasajeros. El precio del servicio (por pasajero) sera de $15 si viajan precisamente 40 personas,
pero se ofrece bajar el precio individual en $0,10 por cada cliente que exceda los 40 pasajeros (por
ejemplo, si viajaran 50 personas, cada una pagaria $14). ;Cuantas personas deben viajar para que
el ingreso total de la empresa de transporte sea méximo?
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Ejercicio 23.

(a) Demostrar que una funcién de la forma f(x) = az® + bx? + cx + d (con a # 0) puede tener a
lo sumo dos extremos relativos.

b) Dar un ejemplo de una tal funcién con dos extremos relativos.
J P
¢) Dar un e'emplo de una tal funcién sin extremos relativos.
J

(d) ;Puede una tal funcion tener un tnico extremo relativo? jPor qué?
Ejercicio 24. Exprese el numero 16 como suma de dos numeros cuyo producto sea maximo.
Ejercicio 25. Determine dos numeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea maximo.

Ejercicio 26. ;Cuando es minima la suma de un nimero z y el cuadrado de su reciproco (es decir,
su inverso multiplicativo)?

Ejercicio 27. Entre todos los rectangulos de area A determine:
(a) aquél que tiene perimetro minimo.

(b) aquél que tiene la diagonal mas corta.

Ejercicio 28. Se desea construir una caja de base cuadrada con tapa, y que tenga 1 dm? de
capacidad. ;Cuales deberan ser las dimensiones de dicha caja para que la cantidad de material
utilizado en su confeccién sea minima?

Ejercicio 29. De una pieza rectangular de cartéon de 25 cm de largo y 10 cm de ancho se recortan
cuatro cuadrados de lado = en sus esquinas para hacer una caja con el remanente. Considerando
los posibles valores de x, jcudl es el valor que hace méaximo el volumen o capacidad de la caja
(construida sin tapa)?

Ejercicio 30. Un rectangulo esta inscripto en un semicirculo de radio 10 (es decir que sus cuatro
vértices estdn en el perimetro del semicirculo). Calcule las dimensiones del rectangulo que hacen
maxima su area.

Ejercicio 31. Dada la recta de ecuacion y = 3+ 7, determine cudl de sus puntos estd més proximo
al origen de coordenadas.

Ejercicio 32. Hallar el o los puntos de la parabola de ecuaciéon y = 4 — 2% que estén més cerca del
punto (0, 2).

Ejercicio 33. Si hacemos girar en el espacio un tridngulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos,
genera, en su rotacién, un cono circular recto. ; Cual seréd el mayor volumen V de un cono generado
de esta manera por un tridngulo cuya hipotenusa mide 6 cm?

Ejercicio 34. Un so6lido se forma pegando dos semiesferas a los extremos de un cilindro circular

recto. El volumen total del sélido es 12 dm®. Encontrar el radio del cilindro que produce el area
superficial minima.
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Ejercicio 35. Dos postes, uno de 4 metros de altura y otro de 6 metros de altura estdn a 15 metros
de distancia. Se sostienen por dos cables que van desde la parte superior de cada poste hasta una
estaca ubicada en el segmento que une las bases de ambos postes. ;A qué distancia de cada poste
debera ubicarse la estaca para que la longitud total del cable utilizado sea la minima posible?

Ejercicio 36. Un granjero planea cercar un pastizal rectangular adyacente a un rio. El pastizal
debe tener 18000 m? de superficie. ;Qué dimensiones debe tener el pastizal para que requiera la
minima cantidad de cercado si no es necesario vallar a lo largo del rio?

Ejercicio 37. Un ganadero tiene 200 metros de cerado con los cuales desea delimitar dos corrales
rectangulares iguales adyacentes. ; Qué dimensiones deben tener los corrales de manera que encierren
la mayor area posible?

Ejercicio 38. Un hombre se encuentra en un bote a 2 km del punto mas cercano a la costa. Se dirige
a un campamento localizado 3 km costa arriba y 1 km tierra adentro. El hombre puede remar a 2
km/h y caminar a 4 km/h. jEn qué punto de la costa debe desembarcar para llegar al campamento
lo antes posible? ;Cuanto tardara en llegar al campamento en ese caso?

Ejercicio 39. Cuando la luz viaja en un medio transparente e incide sobre la superficie de un
segundo medio transparente, cambia de direcciéon. Este cambio de direccién recibe el nombre de
refraccion.

Medio 1

/

dz2 S oal
S~

] X TN ax
N
|

Medio 2 o2,

di

\

Q

La ley de Snell de la refraccion dice que senfai) = sen(ag), donde v1 y w9 son las velocidades de
V1 V2

la luz en los medios 1 y 2 respectivamente.
Demostrar que para viajar de los puntos P a @), la luz sigue la trayectoria de tiempo minimo.
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