
Cál
ulo IAño 2010Prá
ti
a 6: Apli
a
iones de la derivadaEjer
i
io 1. De
ida si las siguientes fun
iones satisfa
en las hipótesis del Teorema de Rolle en losintervalos indi
ados en 
ada 
aso. Si la respuesta fuera a�rmativa, determine c en el 
orrespondienteintervalo abierto, tal que f ′(c) = 0:(a) f(x) = x2 + 3 en [−1; 2].(b) f(x) = x2 + 3 en [−1; 1].(
) f(x) = |x| en [−1; 1]. (d) f(x) =

{

x2 si x ≤ 1
−x+ 2 si x > 1

en [0; 2].(e) f(x) = (x− 2)
2

3 en [0; 4].Ejer
i
io 2. Consideramos la fun
ión f : [−2; 2] → R de�nida por
f(x) =

{

x2 si x ∈ [−2; 1]
3x− 2 si x ∈ (1; 2](a) Veri�que que f(x) es 
ontinua en [−2; 2], y que f(−2) = f(2).(b) Compruebe que f no es derivable en x0 = 1.(
) Veri�que que f ′(0) = 0.(d) ¾Surge de las anteriores 
omproba
iones una 
ontradi

ión al Teorema de Rolle?Ejer
i
io 3. Dada la fun
ión f(x) = x(x + 1)(x + 2)(x + 3) demuestre que la e
ua
ión f ′(x) = 0tiene exa
tamente tres raí
es reales.Ejer
i
io 4. La temperatura (en grados 
entígrados) de un pequeño animal sometido a un pro
esoinfe

ioso varía en un lapso de 4 horas de a
uerdo 
on la siguiente ley: T (t) = 30 + 4t − t2, donde

T es la temperatura y t el tiempo medido en horas.(a) Sin derivar T (t), demuestre que en algún instante del lapso [0; 4] la velo
idad de varia
ión de
T fue nula.(b) Determine t0 ∈ (0; 4) tal que T ′(t0) = 0.Ejer
i
io 5. De
ida si las siguientes fun
iones satisfa
en las hipótesis del Teorema de Lagrange enlos intervalos indi
ados en 
ada 
aso. Si la respuesta fuera a�rmativa determine c pertene
iente al
orrespondiente intervalo abierto tal que f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.(a) f(x) = 2x3 − 6x en [−2; 2].(b) f(x) = (x− 2)

2

3 en [0; 5]. (
) f(x) = (x− 1)2 en [0; 3].(d) f(x) = (x− 1)2 en [3; 5].
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i
io 6. Demuestre las siguientes desigualdades apli
ando el teorema de Lagrange o el teoremade Cau
hy.(a) senx ≤ x ∀x ≥ 0.(b) senx ≥ x ∀x ≤ 0.(
) | senx− sen y| ≤ |x− y| ∀x, y ∈ R.(d) ln(1 + x) < x ∀x > 0.(e) ex ≥ 1 + x ∀x ∈ R.

(f) lnx ≤ 2(
√
x− 1) ∀x > 1.(g) 1− cos x ≤ x2

2
∀x ∈ R.(h) ln(1 + x) >

x

1 + x
∀x > 0.Ejer
i
io 7. Cal
ule los siguientes límites apli
ando la Regla de L'Hospital, siempre que ello seaposible:(a) ĺım

x→1

lnx

1− x(b) ĺım
x→0

1− cos x

x(
) ĺım
x→1

x2 − 2x+ 1

3x2 + 2x− 5(d) ĺım
x→0

x− sen x

x3(e) ĺım
x→0

tg x− sen x

x− sen x(f) ĺım
x→0

tg x− sen x

sen2 x(g) ĺım
x→0

e2x − e−2x − 4x

x− sen x(h) ĺım
x→π

2

ln(sen x)

π − 2x(i) ĺım
x→0+

ln(sen x)

π − 2x(j) ĺım
x→+∞

ex

x(k) ĺım
x→π

2

tg xtg 5x(l) ĺım
x→0+

x ln
1

x(m) ĺım
x→0+

x2e
1

x(n) ĺım
x→0−

x2e
1

x

(ñ) ĺım
x→+∞

ln x

x4(o) ĺım
x→+∞

ex

4x5(p) ĺım
x→−∞

ex

4x5(q) ĺım
x→+∞

ln x

ex(r) ĺım
x→0

(

1

x
− cos x

sen x

)(s) ĺım
x→1+

(

x

x− 1
− 1

ln x

)(t) ĺım
x→0

ln x

cotg x(u) ĺım
x→0

(x− sen x) ln x(v) ĺım
x→+∞

x+ ln x

x ln x(w) ĺım
x→0

(

cotg x− 1

x

)(x) ĺım
x→0+

xx(y) ĺım
x→0

(1 + x)cotg x(z) ĺım
x→0+

xsen x(α) ĺım
x→0+

(

1

x

)sen x(β) ĺım
x→+∞

(ln x)
1

1−lnx2/7



Cál
ulo I � Año 2010 Prá
ti
a 6Ejer
i
io 8. ¾Es apli
able la regla de L'Hospital para 
al
ular el siguiente límite?
ĺım
x→0

x2 sen ( 1
x
)

sen xSi la repuesta fuera a�rmativa, aplique la regla y 
al
ule el límite. Si la respuesta fuera negativa,explique por qué no se puede apli
ar y 
al
ule el límite de otra manera.Ejer
i
io 9. Sea f : R → R de�nida por
f(x) =







3xex−4 si x ≤ 4
20 sen(x− 4) ln(34x− 2)

x− 4
+ 12 si x > 4(a) Estudie la derivabilidad de f en R− {4}.(b) Anali
e la derivabilidad de f en x = 4 mediante el estudio de los 
orrespondientes 
o
ientesin
rementales.Ejer
i
io 10. Sea f : R → R de�nida por

f(x) =







x

(

1

3x2 + 2x

)sen x si x > 0

x si x ≤ 0(a) Estudie la derivabilidad de f en R− {0}.(b) Anali
e la derivabilidad de f en x = 0 mediante el estudio de los 
orrespondientes 
o
ientesin
rementales.Ejer
i
io 11. Cal
ule (si existe) f ′(0) para las siguientes fun
iones(a) f(x) =











xe
3
√
x+cos(x−1)

senx+ ln(x2 + e)
+ 1 si x ≤ 0

(cos x)
1

x si x > 0(b) f(x) =







x sen(x2 + 3
√
x)

sen x+ ecos x
si x ≤ 0

xsen
2
x si x > 0Ejer
i
io 12. Determine los máximos y mínimos absolutos de las siguientes fun
iones:(a) f(x) = 3x+ 1 en [−1; 3](b) f(x) = sen(2x) en [0;π]

(
) f(x) = |x− 2| en [−1; 1](d) f(x) = x2 + x+ 1 en [−2; 2]Ejer
i
io 13. De
ida si x0 es un extremo lo
al de f en 
ada 
aso:(a) f(x) = x2 + 1, x0 = 0.(b) f(x) = |x− 2|, x0 = 2.

(
) f(x) = x6 + 5, x0 = 0.(d) f(x) = x3, x0 = 0.3/7
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i
io 14. Determine todos los extremos relativos de 
ada una de las siguientes fun
iones:(a) f(x) = x3 − 6x+ 2(b) f(x) =
2x

1 + x2(
) f(x) =
1

x
+

4

1− x
(0 6= x 6= 1)(d) f(x) = x2e−x

(e) f(x) = x ln x (x > 0)(f) f(x) = x+
1

x
(x 6= 0)(g) f(x) =

x+ 1

(x− 1)2
(x 6= 1)(h) f(x) = x

2

3 (1− x)Ejer
i
io 15. Determine y 
lasi�que los extremos lo
ales de las siguientes fun
iones:(a) f(x) =

{

2x2 − 2x− 2 si x ≤ 2
x si x > 2(b) f(x) =

{

x2 si x ≤ 1
(x− 2)2 si x > 1Ejer
i
io 16. Sea f : R → R una fun
ión derivable en todo punto y que además 
umple lassiguientes 
ondi
iones:(i) f ′(−1) = f ′(−1

2 ) = f ′(0) = f ′(32) = 0.(ii) {x ∈ R : f ′(x) > 0} = (−∞;−1) ∪ (0; 32).(iii) {x ∈ R : f ′(x) < 0} = (−1;−1
2 ) ∪ (−1

2 ; 0) ∪ (32 ; +∞)A partir de todos estos datos determinar todos los máximos y mínimos lo
ales de la fun
ión f .Justi�que sus a�rma
iones. Dibuje una fun
ión que 
umpla 
on estas 
ondi
iones.Ejer
i
io 17. Para 
ada una de las siguientes fun
iones estudie el dominio natural, las posiblesasíntotas, los máximos y mínimos lo
ales, los intervalos de 
re
imiento y de
re
imiento, el sentidode la 
urvatura y los puntos de in�exión. Sobre la base de todos estos datos, reali
e un grá�
oaproximado de f .(a) f(x) = 12x2(x+ 1)(b) f(x) = 1
4x

4 − 3
2x

2(
) f(x) =
1− x3

x(d) f(x) = x
2

3 (1− x) en [−1; 1](e) f(x) =
x2 − 1

x(f) f(x) =
x2 + 2x− 3

x2(g) f(x) =
1

x2 + 1

(h) f(x) = e−x
2(i) f(x) = x ln x(j) f(x) = xe−x(k) f(x) =

x+ 2

ln(x+ 2)(l) f(x) =

{

x
2+3
x+1 si x < −1

xe−x si x ≥ −1(m) f(x) = ex(x2 + 2)(n) f(x) =
2x3

x2 − 44/7
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a 6(ñ) f(x) =
x2 − 4

x2 − 3(o) f(x) =
x2 − 4

x3(p) f(x) =
x2√
x+ 1(q) f(x) =

x(x− 3)

(x+ 3)2

(r) f(x) = xex(s) f(x) = x2 + |x|(t) f(x) = x− ln x(u) f(x) =
x2 + 3

x+ 1Ejer
i
io 18. La fun
ión f(t) =
t

20t2 + 50t+ 80
(de�nida para t ≥ 0) expresa la 
on
entra
iónen sangre de una droga t horas después de haber inye
tado una determinada dosis. Analizar lasvaria
iones de di
ha 
on
entra
ión 
on el paso del tiempo, indi
ando los intervalos de tiempo en los
uales la 
on
entra
ión aumenta y aquellos en los 
uales disminuye.Ejer
i
io 19. La densidad del agua a 0◦C es de 1 g/
m3 pero varía levemente al variar la tempe-ratura de a
uerdo 
on la expresión:

S(t) = 1 + 5, 3 · 10−5t− 6, 53 · 10−6t2 + 1, 4 · 10−8t3donde 0 ≤ t < 100 que mide la temperatura en grados 
entígrados, y S(t) es la densidad o pesoespe
í�
o del agua a la temperatura t. Sobre la base de di
ha expresión, analizar el 
re
imiento yde
re
imiento de la densidad en fun
ión de la temperatura del agua.Ejer
i
io 20. El espa
io re
orrido por 
ierto móvil hasta el instante t se expresa por la fun
ión
f(t) = 3 cos(2t+

π

4
)(a) Gra�que la fun
ión f .(b) Determine la velo
idad instantánea en el instante t. Gra�que di
ha velo
idad.(
) ¾Para 
uáles valores de t di
ha velo
idad es máxima en valor absoluto?Ejer
i
io 21. Se realizaron 10 medi
iones de una magnitud físi
a y se obtuvieron los valores

2 1, 9 2, 2 2, 3 2 1, 8 1, 9 2, 1 2 1, 8Para 
ada valor x atribuido a di
ha magnitud llamaremos S(x) a la suma de los 
uadrados de loserrores 
ometidos por di
has medi
iones, es de
ir:
S(x) = (x− 2)2 + (x− 1, 9)2 + (x− 2, 2)2 + · · ·Veri�que que S(x) es mínima 
uando x es el promedio de las medi
iones obtenidas.Ejer
i
io 22. Los alumnos de un 
olegio de
iden 
ontratar un servi
io de transporte para unaex
ursión turísti
a. La empresa ofre
e servi
io hasta para 100 personas, pero 
on un mínimo de

40 pasajeros. El pre
io del servi
io (por pasajero) será de $15 si viajan pre
isamente 40 personas,pero se ofre
e bajar el pre
io individual en $0, 10 por 
ada 
liente que ex
eda los 40 pasajeros (porejemplo, si viajaran 50 personas, 
ada una pagaría $14). ¾Cuántas personas deben viajar para queel ingreso total de la empresa de transporte sea máximo?5/7
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i
io 23.(a) Demostrar que una fun
ión de la forma f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d (
on a 6= 0) puede tener alo sumo dos extremos relativos.(b) Dar un ejemplo de una tal fun
ión 
on dos extremos relativos.(
) Dar un ejemplo de una tal fun
ión sin extremos relativos.(d) ¾Puede una tal fun
ión tener un úni
o extremo relativo? ¾Por qué?Ejer
i
io 24. Exprese el número 16 
omo suma de dos números 
uyo produ
to sea máximo.Ejer
i
io 25. Determine dos números 
uya suma sea 12 y 
uyo produ
to sea máximo.Ejer
i
io 26. ¾Cuándo es mínima la suma de un número x y el 
uadrado de su re
ípro
o (es de
ir,su inverso multipli
ativo)?Ejer
i
io 27. Entre todos los re
tángulos de área A determine:(a) aquél que tiene perímetro mínimo.(b) aquél que tiene la diagonal más 
orta.Ejer
i
io 28. Se desea 
onstruir una 
aja de base 
uadrada 
on tapa, y que tenga 1 dm3 de
apa
idad. ¾Cuáles deberán ser las dimensiones de di
ha 
aja para que la 
antidad de materialutilizado en su 
onfe

ión sea mínima?Ejer
i
io 29. De una pieza re
tangular de 
artón de 25 
m de largo y 10 
m de an
ho se re
ortan
uatro 
uadrados de lado x en sus esquinas para ha
er una 
aja 
on el remanente. Considerandolos posibles valores de x, ¾
uál es el valor que ha
e máximo el volumen o 
apa
idad de la 
aja(
onstruida sin tapa)?Ejer
i
io 30. Un re
tángulo está ins
ripto en un semi
ír
ulo de radio 10 (es de
ir que sus 
uatrovérti
es están en el perímetro del semi
ír
ulo). Cal
ule las dimensiones del re
tángulo que ha
enmáxima su área.Ejer
i
io 31. Dada la re
ta de e
ua
ión y = 3x+7, determine 
uál de sus puntos está más próximoal origen de 
oordenadas.Ejer
i
io 32. Hallar el o los puntos de la parábola de e
ua
ión y = 4− x2 que estén más 
er
a delpunto (0, 2).Ejer
i
io 33. Si ha
emos girar en el espa
io un triángulo re
tángulo alrededor de uno de sus 
atetos,genera, en su rota
ión, un 
ono 
ir
ular re
to. ¾Cuál será el mayor volumen V de un 
ono generadode esta manera por un triángulo 
uya hipotenusa mide 6 
m?Ejer
i
io 34. Un sólido se forma pegando dos semiesferas a los extremos de un 
ilindro 
ir
ularre
to. El volumen total del sólido es 12 dm3. En
ontrar el radio del 
ilindro que produ
e el áreasuper�
ial mínima. 6/7
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i
io 35. Dos postes, uno de 4 metros de altura y otro de 6 metros de altura están a 15 metrosde distan
ia. Se sostienen por dos 
ables que van desde la parte superior de 
ada poste hasta unaesta
a ubi
ada en el segmento que une las bases de ambos postes. ¾A qué distan
ia de 
ada postedeberá ubi
arse la esta
a para que la longitud total del 
able utilizado sea la mínima posible?Ejer
i
io 36. Un granjero planea 
er
ar un pastizal re
tangular adya
ente a un río. El pastizaldebe tener 18000 m2 de super�
ie. ¾Qué dimensiones debe tener el pastizal para que requiera lamínima 
antidad de 
er
ado si no es ne
esario vallar a lo largo del río?Ejer
i
io 37. Un ganadero tiene 200 metros de 
erado 
on los 
uales desea delimitar dos 
orralesre
tangulares iguales adya
entes. ¾Qué dimensiones deben tener los 
orrales de manera que en
ierrenla mayor área posible?Ejer
i
io 38. Un hombre se en
uentra en un bote a 2 km del punto más 
er
ano a la 
osta. Se dirigea un 
ampamento lo
alizado 3 km 
osta arriba y 1 km tierra adentro. El hombre puede remar a 2km/h y 
aminar a 4 km/h. ¾En qué punto de la 
osta debe desembar
ar para llegar al 
ampamentolo antes posible? ¾Cuánto tardará en llegar al 
ampamento en ese 
aso?Ejer
i
io 39. Cuando la luz viaja en un medio transparente e in
ide sobre la super�
ie de unsegundo medio transparente, 
ambia de dire

ión. Este 
ambio de dire

ión re
ibe el nombre derefra

ión.
a−xx

α2

α1

d1

d2

Medio 2

Medio 1

P

QLa ley de Snell de la refra

ión di
e que sen(α1)

v1
=

sen(α2)

v2
, donde v1 y v2 son las velo
idades dela luz en los medios 1 y 2 respe
tivamente.Demostrar que para viajar de los puntos P a Q, la luz sigue la traye
toria de tiempo mínimo.
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