Calculo 1

Ano 2010
Practica 9: Series

Ejercicio 1. Escribir el término general de las siguientes series y expresarlas con la notaciéon de
sumatoria.

1 6 12 24 48

(@) 1241 —2+s () 3+ -+ -+ o+ +
¢ 375 79 57925 125 625
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 2 3 4 5
m(Z)+m(2)+m(2)+m(2)+...
( 13+ gHg - 0w (5)+m () +n(5) +m(3) +

Calcular la suma de las series de los items (c), (d), (e) v (f).

Ejercicio 2. Decidir si las siguientes series son convergentes. En caso de que lo sean, calcular su
suma.

+oo 1 +o0 9
(e) Z 3ntl (¢) Z n(n+ 2)
n=1 n=1
+00 1 too
3" 4 4nt 1
) >~ — >
n=0 n=2
+00 +00
10 1
(c) nzl pn-1 (9) nzl 2n+1)(2n + 3)
400 +oo n—1
1 3
(d) Y In <1 + n) OB <2>
n=1 n=2
wX142m
Ejercicio 3. Sea a > 0. Si la serie Z:O ey jcudnto vale a?
n=
+00 1
Ejercicio 4. A partir de la identidad ZJJ” =15 para —1 < x < 1, deducir las siguientes
-
n=0
férmulas.
1
(o) 1+2?+2*+ .. 4224 ... = [ 2 bara -l<z<l
) z+23+2°+... 42> 4. = . ’ 5 para —1 <z < 1.
—x
1
(o) l—x+a? -2 +a2t+ .+ (-2 +...= 135 Pare —-l<z <1
x
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1
2 _ 1 1
(d) 1+2z+4z+...+2"2" + ... = [, PAra —3 <z <3
Ejercicio 5.
400 9
(a) A partir de que 0,999... = zzl o demostrar que 0,999... = 1.
n=

(b) Escribir el numero decimal periddico 0,444 ... como una serie. Hallar la suma de dicha serie
y utilizar el resultado para escribir 0,444 ... como cociente de niimeros enteros.

(¢) Repetir lo pedido en el item anterior para el nimero 0,1212. ..

Ejercicio 6. Decidir si cada una de las siguientes series es convergente o divergente.

400 oo Ix
n 2+ (senn)? , 3+ (=)
(a) Z n3 +1 (e) Z on 4 n2 (Z) Z on+1
n=1 n=1 n=1
+00 +oo =
1 2 +senn — cosn n!

b _ ] —
();n2+n—1 (f)nzl n? (])T;)(n—i-@!
(C) +o0 713 +1 ( ) +o00 ﬁ (k) +o00o 3/7’122 + \/ﬁ

nzzl Ant B0 — 1 Y2 nzzl 2 +n+l
+o0 +00 n +0o
1 1 1

d E —_— h E 1+ — l g

(d) =inyn+ 1 (%) —~ ( n) (7 o In(n)

Ejercicio 7. Utilizar el criterio de la raiz o el criterio del cociente para determinar si las siguientes
series son convergentes.

400 100 ap T® 2
n! 3"n! n°+n
Wy @ > (9 2.~
n=1 n=1 n=1
+oo n? +oo n +oo 2
1 1000 n
b 1—-= h
(0 g( ) @3 03

o0 )2 I n X onp)
@y o 0> (va-5) O
n=0

n=1 n=1

Ejercicio 8. Analizar la convergencia y la convergencia absoluta de las siguientes series.

+oo “+o0 n +oo
. cos(n+1) . o, 1 . _wnn
W 3 @ e (1-7) @ 2

+oo n +o0 n +oo n n
UpIE=is (@) Yoy Y o v ()

n=0 n=1 n=1
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Ejercicio 9.

(a) Hallar todos los valores de p > 0 tales que la serie Z
n=2

(b) Hallar todos los valores de p > 0 tales que la serie E (7
n
n=2

+oo 1

sea convergente.
nPInn

+oo

sea convergente.
Inn)P

Ejercicio 10. Analizar la convergencia de las siguientes series.

+o0 1
P e
d
(@) 7;/0 1+a220"

100 nt1
(b) Z/ e Vidy
n=1""

Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes items, hallar todos los valores de x € R tales que la
serie dada sea convergente. Indique, ademés, para cudles de esos valores la convergencia es absoluta.

“+oo
"

(a) Zﬁ

n=1

—+00

27

+oo xn—l—l
(0 (-
n=0

+oo
(d) Z n"z"
n=1

400 5n

(e) ZxTn

n=1

“+oo

(0 Sy
n=1

(9 f (:L‘—T—l)n

n=0

+oo
2n+1\ 9,41
(%) Z<n2+2>x :

n=0
+oo 2nx3n+1
) —5—
n
n=1
+o00o r—1 n
. qn
0y (251)

Ejercicio 12. Calcular el radio de convergencia de las siguientes series de potencias.

—+00

2"n!
0 3 2

n=1

b +Oow 2n+3
(6) Z (2n)!

n=0

Ejercicio 13. Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias.
Indique, ademas, para qué valores de z la serie converge y para cuéles converge absolutamente.

400 n
(a) Z (_1) "

n!

n=0
400 gn

UDY 12"
n=0

“+oo

(C) Z%xQn

n=0

+0o0

(@ 3 5 a4 3)"

n=0
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+o00 400 n2
(e) Zn(lin)Q(Zx—kl)" (3) Z(l—ki) (2 — 2)"

n=2 n=0
03 (Z D) ) 3 con (1)o7
; n+n2 v J ;COS<2)m
+00 +oo
Vn+3 o L a1
n k n
(g)§n2+1x ()712::2712111713:
+oo +oo 1
0 ST T i 03 g
n=0 n=0

Ejercicio 14. Calcule el polinomio de Taylor de cada una de las siguientes funciones alrededor de
xg y del orden indicado.

() f(z) = e, orden 4, 2y = 0. (¢) f(x) =sen(), orden 5, zg = 0.
(b) f(z)=e®, orden 3, zo = 0. () f(z) = In(z), orden 3, zo = 1.

(¢) f(z) = cos(z), orden 4, g = 0. (¢) f(z)=1In(1+ z), orden 4, zo = 0.
(d) f(z) = cos(z), orden 5, zo = 0. (h) f(z) = /Z, orden 3, o = 1.

Ejercicio 15. Utilizar el polinomio de Taylor de orden 4 centrado en xgp = 0 de f(x) = senx para
aproximar el valor de sen(i). Dar, ademaés, una cota para el error cometido.

Ejercicio 16. Se quiere aproximar e3 utilizando polinomios de Taylor de f(x) = e centrados en
Tro — 0.

(a) Demostrar que si se utiliza el polinomio de Taylor de orden 5 el error cometido es menor a
1
174960

(b) ¢{De qué orden hay que tomar el polinomio de Taylor para que el error que se cometa al usar
dicho polinomio sea menor a 10787

Ejercicio 17. Sea n € Ny sea f : R — R una funcién n veces derivable.

(a) Demostrar que si f es impar entonces en polinomio de Taylor de orden n centrado en 0 tiene
s6lo potencias impares de x.

(b) Demostrar que si f es par entonces en polinomio de Taylor de orden n centrado en 0 tiene
sblo potencias pares de x.

Ejercicio 18. Sea f : R — R definida por f(z) = e*. Sea Py(x) el polinomio de Taylor de orden k
de f centrado en 0.

(a) Dar una expresion para Py(x) y otra para el resto Ry41(z).

(b) Demostrar que lim Rjyq1(1) =0.
k—o0
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[e.e]
. . . 1
(¢) Concluir del item anterior que E e

n=0

(d) Sea z € R fijo. Demostrar que lim Rjyi(z) =0.
k—o0

X _n
z
(e) Concluir del item anterior que g - = e” para todo z € R.
n!
n=0

Ejercicio 19. Siguiendo los pasos (a), (d) y (e) del ejercicio anterior demostrar que

1 1
sen(z) =z — a:c?’ + 5x5 - ﬁ:U? +
y que
1 1
cos(z) =1— 5:1:2 + Ix4 — a:cG +

para todo x € R.
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