Introduccion al Algebra Lineal
Afio 2020 Practica 1:
Vectores geométricos del plano
y del espacio

Ejercicio 1. Colocar V o F segun corresponda, justificando la respuesta:
a) La suma de dos vectores fijos del plano, es otro vector fijo que siempre tiene el mismo sentido y direcciéon que los
sumandos.
b) La suma de un vector fijo del plano IR? con su vector opuesto, es igual al vector nulo.
c¢) La multiplicacién de un escalar no nulo, por un vector fijo del plano, es el vector nulo.
d) La multiplicacién de un escalar por el vector nulo es un vector nulo del plano.
e) Dado un vector fijo del plano IR?, su vector opuesto es Unico.
Resolucion:
a) FALSO. Depende de los vectores que se estén sumando.
b) VERDADERO. Sea u = (x,y), su opuesto es —u = (—x; —y) entonces: u + (—u) = (x +(—x);y + (—y)) =
(0;0) = 0.
c) FALSO. Para obtener el vector nulo teniendo un escalar distinto de cero, es necesario que el vector sea el nulo.
d) VERDADERO. Demostrado en teoria.
e) VERDADERO. Sea u € R? y - u su vector opuesto, entonces: u + (—u) = (—u) +u = 0.

Supongamos que existe un vector v € R talque : u+v=v+u=0
Como: u+v=0
(—w)+u+v=_(u+ 0  (sumamos a izquierda — u)
[((—(w)+u]l+v=_(—u)+ 0 (por prop. asociativa de vectores)
0O+v= (—u) + 0 (por prop. de elemento neutro)
v=—-u
Por lo tanto, el vector opuesto para cada vector es unico.

Ejercicio 2. Siendo los puntos a =(3,-3),b=(0,4), c=(-3,2) yd = (-3,0) de IR?:
a) Representar graficamente en un sistema de coordenadas cartesianas los vectores geométricos: V = ab w=cd.

2 -
b) Determinar analiticamente las componentes del vector gab.
- -
c) Determinar analiticamente las componentes del vector -3. ab+4.cd .

Resolucion:

a)




Dados los puntos p = (x1; Y1) ¥y q = (x2;y5) en R?; el vectoru = pq = (x; — X1; Y2 — Y1)
b) Primero calculamos al vector E, para ello usaremos la definicion de vector entre dos puntos:
ab = (0-3;4—(=3)) = (-3;7).
Ahora aplicando la definicion de producto entre escalar y vector, tenemos que:
2 — 2 2 2 6 14
sab=2.(-37) = (2.-3%5.7) = (-3%)

c) Primero calculamos a los vectores ab y Ei, para ello usaremos la definicién de vector entre dos puntos:
ab = (-3;7)y ed = (-3 - (-3);0 - 2) = (0;-2).
Ahora aplicando las operaciones, tenemos que:
~3.ab+4.cd = —3.(=3;7) + 4.(0;-2) = (—=3.(—3); -3.7) + (4.0;4.(-2)) = (9;-21) + (0; -8) =
(9; —29).

Ejercicio 3. Sean p = (1, 3), 9 =(1,-2), r=(5,3) y t= (5, -2) puntos de IR?:

a) Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento que une a los puntospyr.
b) Encontrar las coordenadas del punto de interseccidn de las diagonales del rectangulo pqrt.

Resolucion:
a) Vamos a resolverlo de manera grdfica y analitica:

2
4
, . xX1+x +
0 . Férmula de punto medio: (% ; %)
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I Punto mediodep yr: (T ; T) = (3;3).
2
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b) También resolvemos de forma grdfica y analitica:
3 p r
2 Por propiedad de los rectdngulos, las diagonales se intersecan
en su punto medio.
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Ejercicio 4. Siendo los puntos a = (4, 3,-3), b=(-5, 0, 4), c=(1,5,3) y d= (2,2,-1) de IR%:

a) Representar graficamente en un sistema de coordenadas cartesianas los vectores geométricos: v=aby w = cd
-
b) Determinar analiticamente las componentes del vector 7.cd .
—4 - -

c) Determinar analiticamente las componentes del vector ?ab+ 5.cd .



Resolucion:

a)

Dados los puntos p = (x1;¥1;21) y q = (X3, ¥2;22) en R3; el vectoru = pq = (x5 — X1, V3 — V1,23 — Z1).
b) Primero calculamos al vector a, para ello usaremos la definicion de vector entre dos puntos:
cd=(2-1;2-5-1-3) = (1;-3;-4).
Ahora aplicando la definicion de producto entre escalar y vector, tenemos que:
7.cd = 7.(1;,-3;-4) = (7.1;7.(— 3) 7( 4)) = (7;-21;-28)
¢) Primero calculamos a los vectores ab y cd para ello usaremos la definicion de vector entre dos puntos:
ab = (-5-40-3;4—(-3))=(-9;-3;7)y cd = (1;,-3;-4).
Ahora aplicando las operaciones, tenemos que:

2 aBescd=-1 (-9;-3;7) +5.(1;,-3;—4) = (—3 (—9)-—i (—3)-—i 7>+(5 1;5.(-3);5.(—4))
3 : 3 (93 53 (9i—3.(=3)—3. .1;5.(—3);5.

28 88
= (12; 4, —?) + (5;-15;-20) = (17; —-11; —?)

Ejercicio 5. Sean p = (2,3, -2) y q = (7,-4,1) puntos de IR?, encontrar las coordenadas del punto medio del segmento que
uneapyq.

Resolucion:
z . xX1+x + Z1+z
Férmula de punto med:o-( 12 2;ylzyz; 12 2
247 3-4 -2+1 9. 1.1
Punto mediodepy q: ( 5 )_(5’_5’_2)

Ejercicio 6. Siendo u, v y w vectores de IR?, demostrar que:
a) (u+v)+w=u+(v+w)
b) (u+v)=(v+u)
c) Elvector nulo es uUnico.
Resolucion:
a) Como u, vy w son vectores de IR?, podemos determinar que: u = (Uy; Uy); V = (V; V) yw = (Wq; Wy).
Tenemos que demostrar que: (u+v)+w=u+ (v+w)
[u+v]+w=[(u;;uy) + (W v)] + (wWy; wy)

= (g +v;uy +vy) + (W wy) (definicion de suma de vectores sobre u 'y v)
= ((u1 +v) +wy;(uy +vy) + wz) (definicion de suma de vectores sobre u+vy w)
= (ug + (v + wy)uz + (V2 + wy)) (por asociativa de niimeros reales)

= (upup) + (W +wp vy +wy) (definicion de suma de vectores sobre u 'y v+w)



= (ug; uy) + [(vy; v2) + (W wy)] (definicion de suma de vectores sobre vy w)
=u+[v+wl.

b) A cargo del alumno.

c) Por definicion el vector nulo es un vector 0 tal que a + 0=0+a=a para todo a € R?.
Debemos demostrar que el vector nulo es tnico.
Supongamos que existe un 7t tal que también es vector nulo, es decira + 1 = 7 + a = a para todo a € R?.
Como 0 € R?, valeque 0 = 0+ 7 =T7i + 0.
Por otro lado 7i € R?, entonces también vale que T =i + 0 = 0 + 7.
Uniendo esta informacion tenemos que 0 =0+ =7 + 0 = 7t
es unico.

Ejercicio 7. Sean u = (3,2), v=(-1,5) y w = (2,2) vectores de IRZ, determinar las componentes de los vectores:

aju+v

b) -2u + 2v
c)3w+v
du+tv-w

En un sistema de ejes cartesianos, graficar en cada caso los vectores y su resultante.

Resolucion:
a u+v=03,2)+(-1,5) =B+ (-1),2+5) =(2,7)
b) —2u+2v=-2.(3,2)+2.(—-1,5) =(-2.3,-2.2) + (2.(-1),2.5) = (—6,—4) + (—2,10) =
(-6+(-2),—4+10) = (-8,6).

oo

7 2u”

2u -2

c) y d) Acargo del alumno

Ejercicio 8. Siendo u, v vectores de IR? y t y k escalares reales, demostrar que:

a) te(u+v)=teu+tev
b) (t+k)eu=teut+keu
c) (tk)eu=t(keu)

d 1eu=u



Resolucion:
a) Como uy v son vectores de IR?, podemos definir: u = (uq;Uy; u3) y v = (v4; v2; V3). Tenemos que demostrar que:
t.lu+vl]=t.u+t.vparatodot € R
t.[u+v] =t [(u;uyuz) + (vy;v2;v3)]

=t (U + vy uy +vyu3 +v3) (definicion de suma de vectores sobre u 'y v)
= (t.(uq + v1); t.(uy + vy); t. (uz + v3)) (definicion de producto entre vector y escalar)
= (t.ug +tvg;tuy +tvytus +tvg) (por distributiva en los numeros reales)
= (t.uq;t.uy; t.usz) + (t.vy; t.vy; t.v3) (definicion de suma de vectores sobre tu y tv)
=t (uq;uy;u3) +t.(vy; vy v3) (definicion de producto entre vector y escalar)
=tu+t.v.

b) A cargo del alumno.
c) Como u es vector de IR?, podemos definir: u = (uq; uy; uz).
Tenemos que demostrar que: [t.k].u = t.[k.u] para todo t, k € R
[t. k). u = (t. k). (uyg; up;us)

= ((t. k). uq; (t. k). uy; (t. k). u3) (definicion de producto entre vectory escalar)
= (t.(k.uq); t.(k.uy); t.(k.u3)) (por asociativa en los numeros reales)
=t. (k.uq; k.uy; k.uz) (definicion de producto entre vector y escalar)
= t.[k. (uq; uy; uz)| (definicion de producto entre vector y escalar)
=t.[k.u]

d) A cargo del alumno.

Ejercicio 9. Sean u = (3,-2, 4), v=(6,-1,5) y w = (0,2,3) vectores de IR3, determinar analiticamente las componentes de los

vectores:

aju+v
b) —4u + 2v
c) ut3w+v
dv-w

En un sistema de ejes cartesianos, graficar en cada caso sus resultantes.

Resolucion:

a)y b) A cardo del alumno.

ou+3w+v=3,-2,4)+3.(0,2,3)+(6,-1,5) =3+3.0+6,-2+3.2—-1,4+3.3+5) =(9,3,18)
dv-w=(6,-1,5)-(0,2,3)=(6—-0,-1-2,5-3) =(6,—3,2)
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Ejercicio 10. Determinar los valores de x e y de IR, que verifican: x (1,2) +y (0,3) = (4, -3).

Resolucion:
Como x e y son numeros reales, comenzamos realizando las operaciones que se encuentran a la izquierda del signo igual:
x.(1,2)+y.(0,3) = (x.1,x.2) + (.0,y.3) = (x,2x) + (0,3y) = (x + 0,2x + 3y) = (x,2x + 3y)

Por lo que: (x,2x + 3y) = (4,—3) ; comparando componente a componente tenemos que:

x = 4, porlo tanto: 2x + 3y = 2.4+ 3y =8 + 3y = —3 yentonces y = —13—1.
Conclusion: x =4 y = — %

Verificacién: 4.(1,2) — 13—1 (0,3) =(4,8) — (0,11) = (4,-3).

Ejercicio 11. Probar que no existen los escalares c;, ¢ y c3 tales que:
C1 (1;21'3) +C (5;7;1) +C3 (6;9;'2) = (4 151 0)

Resolucion:
Como ¢4, c3, €3 son numeros reales, comenzamos realizando las operaciones que se encuentran a la izquierda del signo
igual:
c1.(1,2,-3)+ ¢3.(5,7,1) + ¢3(6,9,—2) = (c1,2¢1,—3¢cq) + (5¢3,7¢c3,¢3) + (6€3,9¢3, —2c3)
= (Cl + 502 + 6C3, 2C1 + 7C2 + 9C3, —301 + Cy — 2(.'3)

Por lo que: (¢4 + 5¢; + 6¢3,2¢1 + 7¢c3 + 9¢3,—3¢c1 + ¢, — 2¢3) = (4,5,0), comparando componente a componente,
obtenemos un sistema de ecuaciones de tres ecuaciones con tres incognitas:

C1+5C2+6C3 =4
2cq1+7c5 +9c3 =5 Resolveremos este sistema por sustitucion.
—3C1 + Cy — 2C3 =0

Vamos a comenzar despejando a c4 de la primera ecuacion: c; = 4 — 5¢; — 6¢3
Reemplazaremos a ¢4 en la segunda ecuacion:
2C1 + 7C2 + 9C3 =5
2(4—5C2—6C3)+7C2+9C3 =5
8 -10c; —12¢c3+ 7¢c3 +9¢c3 =5
8 — 3C2 — 3C3 =5



. .z 5-8+3c3 —-3+3c3
Despe]amos acy de esta ecuacion: Cy = = =

1- C3
-3 -3
Entoncescy =4 —5¢c; —6¢c3 =4—5(1—-c3) —6c3=4—5+5¢c3 — 6c3 =—1—c3.
Por ultimo sustituimos c1 y ¢ en la tercera ecuacion:
—3C1 + Cy — 2C3 =0
—3(—1 — C3) + (1 — C3) — 2C3 =0
3+3C3+1_C3—2C3 =0
4 + 3C3 — 3C3 =0
4 = 0 — Absurdo!
Estamos ante un Sistema Incompatible, por lo tanto c4, c;, c3 no existen.

Ejercicio 12. Determinar en cada caso, si el vector w es una combinacion lineal de los vectores de la familia F:

) el

1 -1 3 -3
b) F={|0|, | O | |2]|} yw=| 5
1 -1 1 0

Resolucion:
a) A cargo del alumno.
b) Queremos determinar si el vector w es combinacién lineal de los vectores de F, es decir, queremos saber si existen

escalares c4, C, C3 tales que:
1 -1 3 -3
Cl.(()) +C2.( 0 >+C3(2) = ( 5 >
1 -1 1 0

Vamos a comenzar realizando las operaciones correspondientes en el lado izquierdo de la igualdad:
1 -1 3 €1 —C2 3c;3 ¢y —C3 +3c3
fo)eer()eolz)-(0)o(0) (o) (2, )
1 -1 1 €1 —C2 c3 €1 — €+ C3
C1—Cy + 3C3 -3
Por lo tanto: < 2c;3 ) = ( 5 ) comparando componente a componente tenemos que:
C1— Cy + C3 0
Cl—C2+3C3=—3 5 2C3=5 ; Cl—C2+03=0

Entonces: c; = °/ 2
Reemplazando este valor en las otras ecuaciones, tenemos:

Cl—C2+3C3=—3 Cl—C2+C3=0
5 5
Cl—C2+3.E=—3 Cl—C2+E=0
15
C1—C + 7 =-3
Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas, asi que resolvemos el sistema de ecuaciones por sustitucion.
, , ., 15
Despejamos c de la primera ecuacion: ¢; — ¢, + 5 = -3
15
c1 = -3+ Cy — ?
1= ¢, 21
. 1=~
Sustituimos en la segunda: c1— C3 + 2= 0
21 5
c—=)—¢ -=0
( 2 2) 2t 3
Co— o =21 5
2 25573

0 =8 — Absurdo!
Estamos ante un Sistema Incompatible, es decir, el sistema no tiene solucién.
Esto quiere decir que no existen c4, C3, C3 tales que:



()02

Y por lo tanto w no es Combinacion Lineal de los vectores de F.

Ejercicio 13. Determinar si las siguientes familias de vectores son libres o ligadas:

a) EnIR*(IR):F={(2,3),(3,0), (4, 7)}
b) En IRX(IR): F = {(1,0), (-2,0)}
c) EnIR?(IR): F={(2,3), (0,0)}
d) EnIR?(IR): F={(1,3), (-4,0)}
e) En |R3(|R)' F= {(41_110)1 (31_110)1 (21013)}
Resolucion:
Sabemos que una familia F = {uy; u,; ...; u,} es libre cuando en la combinacién trivial: ky.uq + ky. uy + -+ +
k, u, = 0, la tnica manera de obtener al vector nulo es que:kq{ =k, ==k, =0.
a) Sea F = {(2) ; (3) ; (4)} lo primero que hacemos es plantear la combinacion trivial:
2 5 ‘30 7 :1 0
kq. (3) + k, ( g)k+ k33 gg) =4$c 0) aplicando las operaciones entre vectores en el lado izquierdo de la igualdad,
. 1+t 3k; + 3) _ (0 . ]
tenemos que: ( 3ky + 7k = ( 0) y por igualdad de vectores obtenemos:

{Zkl + 3k2 + 4k3 = 0
3k1 + 7k3 =0
Despejamos a k3 de la segunda ecuacion: k3 = — % k.

queda planteado un sistema de ecuaciones que resolvemos por sustitucion.

Reemplazamos en la primer ecuacion:
2k1 + 3k2 + 4k3 =0

2k1+3k2 —gk:; =0

“ky+3k; =0
Ahora despejamos a k-, de esta ecuacion: k, = (— ; k1) 13 =— % k.
Por lo tanto, hemos obtenido que: k3 = — % kiy ky, = — 22—1 k. mientras que k4 puede ser cualquier nimero
real.
Por lo tanto la familia no es libre, es decir, F = {(g) ; (?6) ; (3)} es ligada.

b) A cargo del alumno
c¢) Acargo del alumno
d) A cargo del alumno

4 3 2
e) SeaF = {(—1) ; (—1) ; (O)}, lo primero que hacemos es plantear la combinacion trivial:
0 0 3

4 3 2 0
k. <—1) + k, <—1) + k; (0) = (0) aplicando las operaciones entre vectores en el lado izquierdo de la
0 0 3 0

4kq + 3k, + 2k;
igualdad, tenemos que: ( —ki—k, )

0
= (0) y por igualdad de vectores obtenemos:
3k3

0

—ki—k, =0 queda planteado un sistema de ecuaciones que resolvemos por sustitucion.
3k3 = 0
Por la tercera ecuacion sabemos que: k3 = 0, ademds de la segunda ecuacién obtenemos que: k;, = —k;.
Reemplazando esta informacion en la primera ecuacion, tenemos:
4k1 + 3k2 + 2k3 = 0

{4k1 + 3k2 + 2k3 =0



4k1 - 3k1 = 0
kl = 0
Y por lo tanto k, = 0.

4 3 2
Como hemos obtenido que k, = k, = k3 = 0, entonces = {(—1) ; (—1) ; (0)} es una familia libre.
0 0 3
Ejercicio 14. Colocar V o F segun corresponda:

a) Una familia ligada posee todos sus vectores linealmente independientes.

b) Si el vector nulo pertenece a una familia de vectores, entonces es una familia ligada.

c) Dadaunafamilia de vectores linealmente independientes, entonces se puede afirmar que todos se pueden expresar
como combinacidn lineal de los demds vectores de la familia.

Resolucion:

a) FALSO. Por definicién, una familia ligada estd formada por vectores linealmente dependientes.

b) VERDADERO. Debido a que el escalar que acompaiia al vector nulo en la combinacion trivial, puede ser
cualquier nimero real y la familia va a resultar ligada.

c) FALSO. Demostraremos esto por el Absurdo.
Supongamos que tenemos a la familia F = {u4; u,; ...; u,}, si todos se pueden expresar como CL de los demds
vectores de la familia, entonces podemos afirmar que u,, es CL de u{; uy; ...; Uy, _1.
Esto quiere decir que existen escalares cq; c,; ...; C,,_1, NO todos ceros, tales que:

Ci. Uy +C Uy + "+ Cphq. Uy 1 = U,

Igualando a cero, obtenemos: ¢{.Uq + Cp. Uy + =+ Cp_1. Up_1 — Uy = 0, la cual es la combinacion trivial, en
donde los escalares no son todos cero y por lo tanto la familia F = {uy; u,; ...; u, } seria ligada y los vectores de
ella serian linealmente dependientes. ABSURDO! Ya que sabemos que los vectores son linealmente
independientes.
El absurdo se produjo al suponer todos los vectores se pueden expresar como CL de los demds vectores de la
familia.

Ejercicio 15. Sean los vectores u = (-2, 3) y v = (-3,5) de IR?, verificar que:

a) llull20
b) II-5.ull =1U-51.1ull
c) Nu+vil < llull + vl

Resolucion:

La expresion ||u|| significa “la norma de u”, la cual se encuentra mediante la formula: ||u|| = J u? +ul+ -+ ul

a) lull = [|(7)]| = V22 +32=vE¥5 =Vi32 0

b) ||-5.u| = ||— ( )|| ||( )|| = /10Z + (—15)2 = V100 + 225 = V325
Por otro lado: |—5|. ||u|| = |-5|. ||( )|| = 5.4/13 = V52.13 = v/325 entonces: ||-5.u|| = |-5|. ||u||

9 s = ()4 (] = [ = 577w = vaswer= w9
Por otro lado: ||u||+||v||—||( )||+||( )||—\/_+\/_ podemos ver que: /89 < /13 +/34.

Ejercicio 16. Sea u = (1, k, 0) un vector de IR3. Hallar todos los valores de k reales, tal que Il u Il = 2.

Resolucion:

Como sabemos que ||u|| = 2, entonces tenemos que /12 + k2 + 02 = /1 + k? = 2. Entonces:
1+k%2=2



(Vivie) =22

1+k*=4
k*=4-1
k* =3
Vk? =3

|k| = V3 porlotantok, =3 yk, = —/3

2
Verificacion: Siw = (1,v/3,0) entonces ||ul| = \/12 +(V3) +0%2=v1+3=2;ysiu=(1,—3,0) entonces ||ul| =

J12 +(~v3)+02=vi¥3=2

Ejercicio 17. Seanu=(1,2,-3),v=(1,1,0)y w=(2,2,1) vectores de IR, hallar:

a) llu+vll b)II3.ull + llwll l-2.ull + 2.1ull
Resolucion:
1 1 2
a) ||u+v||=|<2>+<1) =‘(3> =22+32+(-3)2=+/4+9+9 =122
-3 0 -3
1 2 3 2
b) |3ull + |w| = 3(2) + (2) = <6> + (2) =126 +V/9 =V/126 + 3 =3V14+ 3
-3 1 -9 1

c) |—2u|l + 2||ull = +2 +2 =V4+16+36+2V1+4+9 =

=)

=+vV56 +2.V14 = 2v14 + 2V14 = 4V14.

)

Ejercicio 18. Normalizar el vector U =ab en los siguientes casos:

(3

a) a=(1,-2)yb=(-2,1)deIR%
b) a=(1,0,2)yb=(2,-4,5) de IR®.

Resolucion:

, , 1
Para normalizar un vector u, tenemos que usar la formula: v = Tl u.

— - vz
a) u=ab=(-2-1;1-(-2))=(-3;3) entonces: v = ﬁu = % (_33) = \/%(_3) = ( /\/1_8> = <ﬁ2/2>

3 3 /
/m 2
b) u=ab=(2-1,-4-0;5-2) = (1;,-4;3) entonces: v = —u = — AR AN
) u=ab= ; ; = (1, —4;3) entonces: v = -~ u = === | —4 | = 5= _34 =
1 26
/\/ﬁ \/_/26
—4 —|2v26
/\/ﬁ - \/_/13
3 2
/\/% 3\/_6/26

Ejercicio 19. Hallar el producto escalar u ¢ v para los vectores:

a) u=(-2,5)yv=(9,-3)delR2
b) u=(0,3,2)yv=(8,0,6)delR3.



Resolucion:
Por definicion, el producto punto o escalar, entre dos vectores u y v se calcula:
e SiuveER%Lu=(x1;y1)yv = (x3;y,) entonces: w.vV = x1.X; + y1.Y2
e Siu,v€R3 U= (x1;y1;21) YV = (X3, Y2, Z,) entonces: W.V = X1.X; + ¥1. V2 + Z1. 25
a) uv=-2.9+5.(-3)=-18—-15=-33
b) uv=0.8+3.0+2.6=0+0+12=12

Ejercicio 20. Siendo los vectores u = (3, -2,9), v=(4, -1, 3) y w= (0, 3, 5) de IR?, encontrar si es posible:

a) ue(vew) b) ue(v+w) c)(uev)w di(vew)ll e)lldiv+w)eull

Resolucion:

a) No es posible, pues (v.w) es un numero real, por lo que calcular u. (v.w) no se puede ya que el producto punto

es entre vectores.
4 0 3 4
<—1> + <3> = <—2).(2) =3.4—-2.2+9.8 =80.
3 5 9 8

3 4 0
c) Si es posible, pues las operaciones estdn bien definidas: (u.v) w = [(—2) .(—1)] (3) =[3.4+2.1+
9 3 5
0 0 0
9.3] <3) =41 (3) = (123)
5 5 205
4 0
d) Si es posible, pues la norma de un nimero real es lo mismo que su valor absoluto: ||[v.w|| = ‘ (—1) . (3)
3 5
|0 —3 + 15| = ||12]| = |12]| = 12.
e) Sies posible, pues la operacion dentro de la norma da por resultado un nimero real y la norma de un nimero

IO

3
b) Sies posible:u.(v+w) = <—2) .
9

real es lo mismo que su valor absoluto: ||4(v + w).u|| = ||4

2)G)

Ejercicio 21. Encontrar todos los vectores:

= ||48 — 16 + 288|| = [|320]| = |320| = 320.

a) u=(x y)delR?ortogonalesav= (-2, 3).
b) u=(xv,z) delR3ortogonalesav=(1,-1,-1) y w = (0, 1,-1).

Resolucion:
Dos vectores son ortogonales cuando el producto punto entre ellos es cero, decir: u L v & u.v = 0.

a) Para encontrar los vectores ortogonales a v debemos plantear la ecuacion: u.v = 0 y encontrar todos los
vectores u que cumplan esa condicién.
uv=0

X\ =2
()-(5)=0

y 3
—2x+ 3y = 0 - Existen infinitos vectores u que cumplan con la ecuacion.
Vamos a encontrar la forma genérica de los mismos:

. . . s 2
Despejar la variable “y” de la ecuacion: y = 3X



X

Por lo tanto los vectores que son ortogonales a v tienen la estructura: u = (E x) conx € R.
3

2
NOTA: Todo vector que se encuentre sobre la recta’y = 3Xvaaser ortogonal a v.

b) En este caso como queremos todos los vectores que sean ortogonales a v y w debemos plantear dos ecuaciones:
u.v = 0 yu.w = 0 donde los vectores u a encontrar, deben satisfacer ambas ecuaciones a la vez:

uv=20 uw=20
X 1 X 0
)0 ()(5)-s
z -1 z -1
x—y—z=0 y—z=0
Como los vectores u deben satisfacer ambas ecuaciones a la vez, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales:
x—y—z=0
(5225

Resolvemos el sistema por sustitucion:
Despejamos a la variable “y” de la segunda ecuacion: y = z
Reemplazamos a esa variable en la primera ecuacion:

x—y—z=0
x—z—z=0
x—2z=0

Despejamos la variable “x” de esta ecuacion: x = 2z.

Hemos obtenido que: : x = 2z, y = z donde z puede ser cualquier nimero real.
2z

Por lo tanto los vectores que son ortogonales a v y w tienen la estructura:u =| z |conz € R.
z

Ejercicio 22. Demostrar que:

a) llu-vII? + Nu+vliZ = 2 ( [lull? + 1IvlI?), siendo u y v vectores.
b) Siuyvson vectores ortogonales entonces Il u+v 112 = llull? + lIvII?
c) Dosvectores u, v son ortogonales siy sélosillu+vIil=1lu-vll

Resolucion:
Por propiedad sabemos que para cualquier vector vale que: ||[u||?> = u . u.

a) Debemos demostrar que ||u — v||? + ||lu + v||?> = 2(||u||2 + ||v||2) para cualquier par de vectores u y v.
lu—v|>+|lu+v)|?=@U—-v).(u—v)+ u+v).(u+v) (prop. del prod. punto ||u||?> = u.u)
=u-v)u—-(u—-v).v+@+v)u+ u+v).v (prop.distributiva del prod. punto)
=uu—v.u—uv+v.v+uu+v.ut+uv+v.v (prop.distributivadel prod. punto)
=uut+v.vtuu+v.v—v.ut+v.u—uv+uv (prop.conmutativade los reales)
= [lull® + [[vl1? + [lull® + [lv]? (prop. del prod. punto ||u||* = u.u)
= 2(||u||2 + ||v||2) (def. de producto en los reales)
b) Debemos demostrar que siu y v son vectores ortogonales entonces ||u + v||? = ||u||? + ||v||?
Dos vectores son ortogonales cuando el producto punto entre ellos es cero, decir: u L v & u.v = 0, ademds
por propiedad sabemos que ||u||*> = u.u.
lu+v|? = (u+v).(u+v) (prop. del prod. punto ||u||> = u.u)
=u+v)u+u+v).v (prop. distributiva del prod. punto)
=uu+v.ut+uv+vv (prop. distributiva del prod. punto)



= [lull> + 0+ 0+ [v]?

(ulve uwv=0)

= ||lul|? + ||v||? (prop. elemento neutro en los reales)
c) Debemos demostrar que dos vectores u y v son ortogonales si y solo si ||lu + v|| = [|lu — v||.
Primera parte (=): Debemos probar que si Uy v son ortogonales entonces ||u + v|| = ||lu — v||.

Dos vectores son ortogonales cuando el producto punto entre ellos es cero, decir: u L v < u.v = 0, ademds

por propiedad sabemos que ||u||? = u . u.
lu+v|? = (u+v).(u+v)
=u+v)u+u+v).v
=uut+vut+tuv+vv
= [lull®>+0+ 0+ [v|?
=uuUu—v.u—uv+vv
=(u—v).u—(u—v).v

(prop. del prod. punto ||ul|?* = u.u)
(prop. distributiva del prod. punto)
(prop. distributiva del prod. punto)

(ulve uwrv=0)
(ulve uwrv=0)

(prop. distributiva del prod. punto)

=u-v).(u—v)

= llu—vl|?

(prop. distributiva del prod. punto)
(prop. del prod. punto ||ul|?* = u.u)

Sequnda parte (<): Debemos probar que si ||[u + v|| = ||u — v|| entonces u y v son ortogonales.

Sabemos que:

lul? +v.u+u.v+ ||v||?
v.u+uv
uvt+uv+uv+uv

4(uv)=0=uv=20

lu+ vl = llu—vll
(u+v).(u+v)=w—-v).(u—v)

u+v)u+uwt+v)v=wU—-v)u—(u—v).v

wu+t+vutuv+vv=uu—v.u—uUv+v.v

(prop. del prod. punto ||u||? = u.u)
(prop. distributiva del prod. punto)
(prop. distributiva del prod. punto)

lul|> —v.u—u.v+ ||v||? (prop. del prod. punto ||u||? = u.u)

(suma del opuesto de ||u||? y ||v||> a ambos miembros)

(suma del opuesto de —v.u y —u. v a ambos miembros y conmutativa)

-v.u—uv
0
(def. de producto en los reales)

Por lo tanto u y v son ortogonales.

Ejercicio 23. Comprobar que las diagonales del romboide abdc, son perpendiculares, siendoa=(2,3), b=(0,5),c=(4,5)y

d = (2,8) puntos de IR?

Resolucion:

Dibujamos en el plano los puntos que nos han dado:

-

m

Podemos ver que las diagonales son: u = ad yv= be.

Queremos probar que estas diagonales son perpendiculares, es decir, que los
vectores u 'y v son ortogonales, por lo que tenemos que verificar si se cumple la
ecuacion: u.v = 0.

ad=(2-2;8-3)=(0;5)
bc=(4—-0;5-5) = (4;0)
0\ (4
5) (o

Entonces las diagonales del romboide abdc son perpendiculares.

Porlotanto:u.v=( )=0.4-+5.0=0.



Ejercicio 24. En cada uno de los siguientes casos hallar el angulo que forman los vectoresuy v:
a)u=(1,1),v=(-1,0)de IR

b) u=1(1,2), v=(-2,1) de IR?

c)u=(2,1,1),v=(1,-1,2) de IR?

Resolucion:

Dados dos vectores uy v de R", distintos del vector nulo, definimos el dngulo determinado por uy v, como el unico

dngulo ¢ obtenido: ¢ = arccos ( i )

([Nl
a) u.v:(}).(_ol)z—1+o=—1 lull=V12+12=vZ |wll=/(—D2+0=vi=1
o = arceos (1 252) = arceos (35) = arcas (~3) - 135 (3

b) A cargo del alumno
¢) Acargo del alumno

Ejercicio 25. Determinar si el triangulo abc es acutangulo en el vértice b, siendo a =(-2, 3), b=(5,3) yc=(-2, 4).

Resolucion:
i Que tridngulo sea acutdngulo en el vértice B significa que el dngulo ABC
5 es agudo.
c —— _— =
I—\4 Se debe buscar el angulo ABC determinado por los vectores ba y bc.
B R —_—
" 3\' ba=(-2-53-3)=(-7,0)y|ba|| =y (-7)2+02=7
i bc=(-2-54-3) = (-7 Dy|lbc| = /(-7)2 + 12 = V50
! SiABC = ¢; ba=u yﬁ = v entonces:
u.v +0 9
LN AN EUNEL, 1 z 3 i > ! ¢ = arccos <7) = arccos <—> = arccos ( ) =~ 8,13°
i ? N 750 750

El triangulo es acutdngulo en el vértice B.

Ejercicio 26. Determinar la longitud de los lados de un cuadrilatero abcd si se sabe que: a=(-2,2),b=(-2,7),c=(3,7)yd
= (6, 2) de IR%

a) ¢Esabcd un rectangulo? Justificar analiticamente tu respuesta.

b) Calcular su areay la longitud de las diagonales.

Resolucion:



QC

@

@

re

w

b)

-t

Area trapecio rectdngulo:
Diagonales:
ac=3+2;7-2)=(5;5)
bd =(6+2;2—-7) = (8-5)

(B+2b).h N

Lados del cuadrilatero:

E=(—Z+Z;7—2)=(0;5) ”H,)”= 02+52=5
b= (3+2,7—7) = (5;0) |Be| =52+ 02 =5

d=(3-67-2)=(-35 |dd|=/(37+5 =34
di=(-2-62-2)=(-80) |da| =87 +0?=8

a) No es un rectdngulo, pues en primer lugar, esta figura, no posee
dos pares de lados opuestos de igual longitud ya que || E” = || E}” y
Ibel| # || da

, ademds no todos sus dngulos son rectos:

ADT=¢ da.dc (24 + 0) ( 24 ) <0 04
= =arccos | ————- | =arccos (—— ) =arccos |———| = ) °
ldall-|| dc| 8.4/34 834

_ (I da]l+]| be])x]| ab]| _ (8+5)5

_ 2
5 5 =32,5un

A

| @c|l = v/52 + 52 = V50
| bd|| = /82 + (=5)% = V89

Ejercicio 27. Sean los vectores u = (1,2,2), v=(-1,1,2) y w = (-2,2,-1) de IR3. Calcular:

aJuxw
b)3v x w

Resolucion:

¢) (ux V) x (-4)w
dl2wxull

Sean los vectores: u = (Uq; Up; U3) YV = (V1;V2; V3); UXV = (UpV3 — UzVp; U3V — U V3; U V2 — UpVq).

a) uxw=(2.(-1)—-2.2;2.(-2) —1.(-1);1.2 - 2.(-2)) = (-2 — 4, -4 + 1,2 + 4) = (—6;—3;6)

b)
c)

A cargo del alumno
A cargo del alumno

d) 2w =(—4;4;-2) por lo que: 2wxu = (4.2 —2.(-2);(-2).1-(-4).2;(-4).2-4.1)=(8+4;-2 +
8;—8 — 4) = (12; 6; —12) entonces || 2wxu|| = /122 + 62 + (—12)2 = 18.

Ejercicio 28. Siendo u, vy w vectores de IR3, demostrar que:

a) uxv=-(vxu)
b) ux(v+w) = (uxv) + (uxw)
c) k(uxv)=(ku)xv=ux(kv)
d) ux 6 = 6 xu=0
e) uxu=0
Resolucion:
a) Debemos demostrar que uxv = —(vxu).

Sean u = (uq;uy;u3)y v = (v4;v3;v3). Sabemos que uxv = (UyV3 — U3zVy; U3V — UV3; U Vg — UpVq)

mientras quevxu = (v2u3 — VU3Uy; V33U — VqU3; VU — vzul) entonces:

—(vxu) = (— (vuz — v3uy); —(v3uq — viu3); —(v1u, — vzul)) (definicion de vectores opuestos)



= (—vuz + V3Uy; —V3Uq + VU3; —V Uy + VoUq) (distributiva de los numeros reales)

= (v3Uy — VoU3; V1U3 — V3Uq; VU — V1U3) (conmutativa de los nimeros reales)
= (UyV3 — U3V, U3V — U V3; U Vg — Ug V) (conmutativa de los niimeros reales)
= uxv
b) Debemos demostrar que ux(v + w) = (uxv) + (uxw).
Seanu = (Uq; Up;U3); V= (V1;V2;V3) yWw = (Wq; Wo; W3).
Sabemos que v + w = (v{ + Wy; V3 + Wy; V3 + W3), por lo que:
ux(w +w) = (U (V3 + wz) — uz(vy + wy); uz(vq + wy) — uy (V3 + w3); uy (v + wy) — uy (Vg + wy)) (por definicién)
= (UpV3 + UyW3 — U3V, — UzWy ; UV + UsWq — U V3 — U W3 ; UqVs + U Wy — UpVq — U Wq) (distributiva de los reales)
= ((uavs —uzvy) + (Uzw3 — Uzwy); (Uzvy — Uy v3) + (Uzwy — waw3); (U1 V2 — UpVq) + (W2 — UpW1))  (prop. de los reales)
= (UpV3 — UgVy; UzVq — UgV3; U Uy — UpVq) + (UpW3 — UgW; UzWq — UqW3; U Wy — Uy Wq) (definicién de suma de vectores)
= (uxv) + (uaxw).
¢) Debemos demostrar que k. (uxv) = (ku)xv = ux(kv), k € R.
Se demostrard por transitividad.
1) Debemos probar que k. (uxv) = (ku)xv.
k. (uxv) = k. (upv3 — Uu3vy; U3V — U V3; UV — UpVq)
= (k. (upv3 — uzvy); k. (Uzvy — uyv3); k. (ugv, — upvq)) (definicion de producto por escalar)
= (kuyvz — kuzv,; kuzv, — kuqvs; kuyv, — ku,vq) (distributiva de los reales)
= ((kuy)v; — (kuz)v,; (kuz)v, — (kuy)vs; (kuy)v, — (kuy)v,) (asociativa de los reales)
= (ku)xv
2) Debemos probar que (ku)xv = ux(kv).
(kuw)xv = ((kuy)vz — (kuz)v,; (kuz)v, — (kuq)vs; (kuy)v, — (kuy)vy) (por definicion de prod. cruz)
= (uy (kv3) — uz(kvy); uz(kvy) — uq(kvs); us (kvy) — uy(kvy)) (conmutativa y asociativa de los reales)
= ux(kv)
d) Debemos demostrar que ux0 = Oxu =0
ux0 = (.0 —u3.0;u3.0 —u4.0;u1.0 —u,.0) = (0;0;0) = 0 (def. de prod. cruz y elemento neutro de los reales)
Oxu = (0.u3 —0.uy;0.uy —0.u3;0.uy, —0.uq) = (0;0;0) = 0 (def. de prod. cruz y elemento neutro de los reales)
e) Debemos demostrar que uxu = 0
uxv = (Uuyuz — UzUy; U3Uq — U U3; U Uy — UpUq) (por def. de producto cruz)
= (upuz — Uyuz; UzUq — UzlUq; U Uy — U UZ) (por conmutativa de los reales)
=(0;0;0) (por propiedad de opuestos en los reales)
=0

Ejercicio 29. Sean u = (2,-1,-2) y v = (-3,2,4) vectores de IR3, Hallar un vector de IR® que sea ortogonalauyav, y que tenga

longitud 5. ¢Es Unico ese vector?

Resolucion:

Por definicion, el producto vectorial entre dos vectores, asigna a cada par de vectores un tnico vector ortogonal a ambos.

Para resolver el ejercicio se va a calcular uxv, se normalizard dicho vector y posteriormente realizaremos la operacién

5(uxv). De esa manera lograremos que sea ortogonal a u y v y que ademds tenga la longitud pedida.

uxv = (-1.4—(-2).2;(-2).(-3) - 2.42.2 - (-3).(-1)) = (-4+ 4,6 — 8;4—3) = (0;-2;1)

P i, = (022 (=22 +12 — _ 1 _ 1 oy —(0_2. 1Y _ (g _25.35
Normalizacion: ||u||—\/0 +(=2)2+12=+/5 —>17—”u”u—\/§(0, 2,1)—(0, ﬁ,ﬁ)_(o, = 5)

Para lograr que tenga longitud 5, se realiza la operaciéon 5v: w = 5v = (0; —2+/5; \/g)

Este vector no es el unico que cumple con lo pedido, pues su opuesto también lo hace, —w = (0 ; 2/5; _\/E)



Ejercicio 30. Calcular el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = (-1,4,-3), v =(3,-2,0) y w = (3,1,-3)

de IR,

Resolucion:

El volumen de cualquier paralelepipedo determinado por vectores u, v y w, se obtiene a través del producto mixto.
Volumen = u. (vxw)

vaw = ((-2).(-3) - 0.1;0.3 - 3.(-3);3.1—-(-2).3) =(6 —0;0 + 9;3 + 6) = (6;9;9)

u. (vaw) =-1.6+4.9+(-3).9=-6+36—-27 = 3.

Por lo tanto el volumen del paralelepipedo es 3 un3.

Ejercicio 31. Calcular el drea del tridngulo abc, siendo a =(2,2,0); b=(-1, 0, 2) y c = (0, 4, 3) puntos de IR,

Resolucion:

Se sabe que el drea de un paralelogramo determinado por vectores u y v en R® se calcula como: Area = ||luxv||

.z . . 4 uxv
Para el caso de un trigngulo determinado por vectores u y v en R3, se puede deducir que Area A= u.

Seanu = ab y v = a¢, entonces:
u=ab= (-1-2;0-2;2-0)=(-3;-2;2) v=ac=(0-2;4—-2;3-0)=(-2;2;3)
uxv = (=2.3 - 2.2;2.(=2) — (=3).3;(=3).2 — (=2).(=2)) = (—6 — 4;,—4 + 9, —6 — 4) = (—10; 5; —10)

[|luxv|| = \/(—10)2 +52 4 (—=10)2 =+/225 =15 — Porlo que: Area A= ”uzﬂ = 175 un?.



