Capitulo 1

Algebra vectorial

Un vector es una flecha que se utiliza para representar magnitudes fisicas como fuerzas,
velocidades, aceleraciones, etc.

B
Vv
A

Un vector consiste de un origen A y un extremo B que lo determinan completamente.
Notaremos v = A

Trabajaremos con vectores en el plano (R?) y en el espacio (R?). Recordemos que
R? = {(x,y) / z,y € R}. De manera similar R® = {(z,y, 2) / 2,5,z € R}.

Un vector posee tres caracteristicas importantes que detallamos a continuacion:

= Direccion: Es la recta que contiene al vector.
= Sentido: Es el indicado por la flecha.

= Longitud: Es la medida del vector. Estd dada por la distancia entre el origen A y el
extremo B del vector.

Diremos que dos vectores son equivalentes si tienen direcciones paralelas, el mismo
sentido y la misma longitud.
Los vectores v y w de la siguiente figura son equivalentes.

/ /

La siguiente proposiciéon nos da un criterio para saber si dos vectores son equivalentes o
no.

Proposicién 1.1. Sean A = (x1,y1), B = (x2,y2), C = (v3,y3) y D = (x4,y4) puntos
de R? con A # B y C # D. Entonces los vectores AB y CD son equivalentes si y sélo si
(2 — 21,92 — y1) = (T4 — 23,94 — Y3)-

Demostracion. =) Supongamos que ﬁ y @ son vectores equivalentes y supongamos
primero que x1 # 2. Entonces la recta que contiene al vector AB no es vertical. Como A
y C'D son equivalentes entonces las rectas que los contienen son paralelas y, por lo tanto,
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la recta que contiene al vector @ tampoco es vertical y tiene la misma pendiente que la
recta que contiene al vector ﬁ Si llamamos m a la pendiente de estas rectas tenemos
que

Y2 —Y1  Ys—Y3

- Tro — 1 - T4 — X3

m

de donde
y2—y1 =m(xa —x1) y ys—y3 = m(xy — x3). (1.1)

Como ﬁ y @ son equivalentes entonces long(ﬁ) = long(ﬁ) y luego se tiene que

d(A,B) = d(C,D)

V(e =212+ (ya —y1)? = /(21— 23)% + (ya — y3)?
(2 —21)? + (y2 —y1)? = (24— 23)* + (Y4 — y3)?
(1‘2 —.%'1)2 +m2(1‘2 —.%'1) (.%'4 —1‘3)2 +m2(x4—x3)2
(1+m?)(xg — z1) (14 m?) (24 — x3)

NN

[\

2

y como 1 +m? > 1 > 0 se tiene que 1 + m? # 0 y entonces de la igualdad anterior

obtenemos que

(w2 —21)* = (x4 —x3)°
(w2 —21)? = /(x4 —3)°
e — 21| = |24 — 75
Luego
Tog—T1 =2x4— T3 O Ty —x1 = —(x4 —x3). (1.2)

Como los vectores E y ﬁ son equivalentes entonces tienen el mismo sentido y luego
(xg>x1y x4 >23)0 (T2 <1y T4 < T3)

(notar que en el primer caso ambos vectores apuntan hacia la derecha y en el segundo caso
ambos vectores apuntan hacia la izquierda).

En ambos casos 9 — 21 y x4 — o3 tienen el mismo signo. Luego, de (1.2), obtenemos
que x9 — x1 = x4 — x3. Entonces, de (1.1), se sigue que

Y2 —y1 = m(z2 — x1) = m(z4 — T3) = ya — Y3.
Por lo tanto, ($2 —Z1,Y2 — yl) = ($4 —Z3,Y4 — ?/3)-
Resta analizar el caso x1 = x5 que queda como ejercicio para el lector.

<) Supongamos que (z2 — z1,y2 — Y1) = (T4 — =3,y4 — y3). Entonces

d(A, B) = /(22 — 21)? + (y2 — 11)® = /(w4 — 23)% + (ya — y3)> = d(C, D)

y por lo tanto, los vectores ﬁ y @ tienen la misma longitud.
Ademss, si 9 — x1 # 0 entonces x4 — x3 # 0 y, por lo tanto, las rectas que contienen
a los vectores AB y C'D no son verticales y tienen pendientes

Y2 — Y1 Ys — Y3
Tr9 — X1 Ty — I3

que claramente son iguales. Por lo tanto, los vectores A§ yC 23 tienen direcciones paralelas.
Y como z9 — x1 = x4 — x3 entonces xo — xr] y x4 — x3 tienen el mismo signo. Luego

(xg >mx1 y x4 >m3) 0 (T2 <1y T4 < 3)
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y entonces ﬁ y @ tienen el mismo sentido.

Si o — x1 = 0 entonces z4 — x3 = 0 y se obtiene que x1 = x3 y que x3 = x4. Por lo
tanto, las rectas que contienen a los vectores AB y CD son ambas verticales. Luego, son
paralelas. Y como ys —y1 = y4 — y3 entonces ys —y1 € y4 — y3 tienen el mismo signo. Luego

(Y2 >y1yya>ys3) o (Y2 <y1y ys <ys)

En el primer caso, los vectores zﬁ y C"ﬁ apuntan ambos hacia arriba y en el segundo
caso apuntan ambos hacia abajo. Entonces AB y C'D tienen el mismo sentido.
Por lo tanto, los vectores AB y C'D son equivalentes. U

Observacion 1.2. Sean A = (x1,y1) y B = (z2,y2) puntos distintos de R%. Sea O = (0,0)
y sea P = (x9 — x1,y2 — y1). Entonces el vector AB es equivalente al vector O?

yd B
A/

P

O

X
Notar que O? se obtiene trasladando el vector ﬁ hasta el origen de coordenadas.

Diremos que un vector es nulo si su origen y su extremo coinciden. Notemos que un
vector es nulo si y sélo si tiene longitud cero. Notemos también que para los vectores
nulos no podemos definir direccién ni sentido pues no hay una tnica recta que contenga
al vector.

Diremos entonces que todos los vectores nulos son equivalentes entre si. Por ende, todo
vector nulo es equivalente al vector O?

Ahora bien, por lo visto hasta aqui sabemos que todo vector del plano tiene uno
equivalente a él que tiene su origen en el punto O = (0, 0). Luego, podemos pensar a todos
los vectores con su origen en el (0,0).

Ademsds, dos vectores OA y OB de origen O son equivalentes si y sélo si A = B. La
demostracién de este hecho queda como ejercicio para el lector. Luego, podemos identificar
a los vectores del plano con los puntos de R? pues para dar un vector que empieza en (0, 0)
basta con dar el extremo de dicho vector.

Por lo tanto, a partir de ahora pensaremos a los vectores del plano como puntos de
R2.

Una argumentacién similar puede hacerse en R3 y, por lo tanto, podemos pensar a los
vectores del espacio como puntos de R3.

n veces

Definicion 1.3. Sea n € N. Definimos R" =R x R x ... X R, es decir,

R™ = {(x1,22,...,2n) /z; €R Vi€ {1,2,...,n}}.
Definimos en R la operacién de suma, que notaremos +, por

(x17$27"'7xn)+(y17y27"'7yn) = (x1+y17x2+y27"'7xn+yn)-
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Notaremos 0 = (0,0,...,0) € R™.

Dado z = (x1, 9, ...,x,) € R™ definimos su opuesto por —x = (—x1, —x2, ..., —Ty).
Si z,y € R" definimos la resta © — y por z —y = z + (—y).
Ademas, si z = (x1,x2,...,2,) € R" y a € R definimos a..z por

a.r = (ary,axy,. .., axy,).

Esta operacion recibe el nombre de producto por escalares.
Interpretacién geométrica en R?

Ejemplo 1.4. Sean A= (2,1), B=(1,3)yC=A+B.
Se tiene que C' = (2,1) + (1,3) = (3,4). Sea O = (0,0). Grafiquemos los vectores OA
O? y O

yA

1 2 3 X

Observamos que el segmento OC es la diagonal del paralelogramo que tiene como dos
de sus lados a los segmentos OA y OB.

Esto ocurre en general: si A, B € R2y A, By O = (0,0) no estdn alineados entonces
el paralelogramo que tiene como dos de sus lados a los segmentos OA y OB tiene como
vértices a los puntos O, A, By A+ B.

En efecto, si A = (a1,a2), B = (b1,b2) y C = A+ B = (a1 + by, as + b)) entonces los
vectores OA y B? son equivalentes pues

(a1 —0,a2 — 0) = (a1,a2) = (a1 + by — by, ag + by — b)

v luego las rectas ?ﬁ y % son paralelas.
En forma similar, los vectores OB y AC' son equivalentes pues

(b1 —0,b2 — 0) = (b1,b2) = (a1 + b1 — a1, a2 + by — az).

Luego las rectas O? y j@ son paralelas.
Por lo tanto, el cuadrilatero OAC'B es un paralelogramo.
Este hecho se llama regla del paralelogramo.

Ejemplo 1.5. Sea A = (2,1). Calcular 2.4, 3.4, %.A, —1.Ay —2.A. Graficar.
Tenemos que

2.4 = 2.(2,1)=(4,2)
3.4 = 3.(2,1) = (6,3)
34 = 5.21)=(13)
—1.A = —1.(2,1) = (-2,-1)
2.4 —2.(2,1) = (-4, -2)
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yA

3.A

2.A

-2.A

Observamos que todos los multiplos del vector (2,1) tienen la misma direccién. Ademads,
cuando multiplicamos el vector (2,1) por un nimero positivo se conserva el sentido y
cuando lo multiplicamos por un nimero negativo se invierte el sentido.

Observamos también que los vectores 2.(2,1) y —2.(2,1) tienen el doble de longitud
que el vector (2,1), que el vector 3.(2,1) tiene el triple de longitud que el vector (2,1) y
que el vector %.(2, 1) tiene la mitad de longitud que el vector (2,1).

Todo esto vale en general, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6. Sea A € R? tal que A # (0,0) y sea A € R — {0}. Sea B = ). A.
Entonces

—
(1) Los vectores OA y OB tienen la misma direccion.

— —
(2) Si A >0 los vectores OA y O? tienen el mismo sentido y si A < 0 los vectores OA y
OB tienen sentidos opuestos.

(3) d(O, B) = [Ad(0, A)

La demostracién queda como ejercicio para el lector.
Veamos ahora qué propiedades tienen las operaciones que hemos definido.

Proposiciéon 1.7. Sea n € N, sean x,y,z € R™ y sean «, 5 € R. Entonces
(1) 2+ (y+2)=(r+y)+2

(2) z+y=y+zx

(3) z+0=2 y O04+z==x

(4) o+ (—2) =0 y (-2)+z=0

(5) a.(x+y)=a.x+ay

(6) (a+pB)x=a.x+p.x

(7) a.(8.2) = (aB).x

(8) l.o ==z



6 M. OTTINA - V. NODARO

Demostracion.
(2) Supongamos que x = (x1,Ta,...,T,) y que y = (y1,Y2,...,Yn). Entonces

‘T+y: ('Il +y1,$2+y2a---,$n+yn) = (yl+$1ay2+$2,---ayn+$n) :y+CE
(5) Utilizando las notaciones anteriores se tiene que

a(z4+y) = a(xr+y,z2+Y2, ... Ty +Yn) =
= (alzi+ 1),z +v2), ... a(z, +yn)) =
= (a1 +ayi,axs + ays, ..., ax, + oy,) =
= (azy,ax9,...,0z,) + (ay1,ays, ..., qy,) =
= oa.r+a.y.

Las propiedades (1), (3), (4), (6), (7) y (8) se deducen en forma similar utilizando las pro-
piedades de las operaciones con nimeros reales. Sus demostraciones quedan como ejercicio
para el lector. O

Estas son ocho propiedades bésicas y fundamentales como veremos mas adelante. Otras
propiedades de estas operaciones se enuncian en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.8. Sea n € N, sean z,y € R” y sea o € R. Entonces
(9) 0.z =0

(10) .0 =0

(11) (-1).x = —x

(12) ~(z+y) =~z —y

(13) a.(z —y) = a.x — a.y

(14) a.x =0 siy sdlosia=00x=0

Demostracion. Las demostraciones de las propiedades (9), (10), (11) y (12) quedan como
ejercicio para el lector. Demostraremos ahora las propiedades (13) y (14).
(13) Se tiene que

a(z—y) = a(z+(—y) = por definicién de resta de vectores
= azx+ta.(-y) = por propiedad (5)
= axz+a.((-ly) = por propiedad (11)
= ax+(a(-1).y= por propiedad (7)
= axz+((-l)a)y = por propiedad conmutativa del producto en R
= az+ (—1)(ay) = por propiedad (7)
= a.xz+(—(a.y)) = por propiedad (11)
= a.r—Qa.y por definicién de resta de vectores

Por lo tanto a.(z —y) = av.x — a.y.
(14) =) Si @ = 0 no hay nada que hacer pues el consecuente se cumple. Supongamos

entonces que a # 0. Escribamos = = (x1,x9,...,2,). Por hipétesis, a.x = 0, es decir,
(axy, azxg, ..., ax,) = (0,0,...,0). Luego az; = 0 para todo i € {1,...,n} y como a # 0
obtenemos que x; = 0 para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto, x = 0.

<) Si @ = 0 entonces aw.x = 0.z = 0 por propiedad (9). Si & = 0 entonces
a.z = «.0 = 0 por propiedad (10). O
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Definicion 1.9. Sea n € N y sea x € R"™. Definimos la norma de x por

H:U||:\/:U%—i—x%—i——|—x%

Ejemplos 1.10. (1) En R? si X = (x1,22) se tiene que

IXI| = /% + 23 = V/(x1 — 0)2 + (22 — 0)2 = d((21,22), (0,0)) = d(X, 0)

donde O = (0,0). Es decir, en R? la norma del punto X es su distancia al origen. Por lo
tanto, || X|| es la longitud del vector OX.
(2) Analicemos lo que ocurre en R3. Supongamos que X = (1,72, 23). Sean O =

(0,0,0), P = (.%'1,1‘2,0) y Q = (1‘1,0,0).

Z\

Tenemos que long(OP) = d(O,P) = \/z}+ 3 por el teorema de Pitdgoras pues el
triangulo AOQP es rectangulo en (). Ahora bien, como el tridngulo AOPX es rectangu-
lo en P se tiene que m(OX)? = m(OP)? + m(PX)? (donde m(s) denota la medida del

segmento s). Luego
L 2
m(OX)2:<\/x%+x%> + 22 = 22 + 23 + 22

Por lo tanto, d(0, X) = m(0X) = /27 + x3 + 22 = || X|.

Veamos ahora algunas propiedades de la norma.
Proposicion 1.11. Sea n € N y sea x € R". Entonces
(1) Iz = 0

(2) ||z|| =0 siy sdlo six=0.

(3) Si a € R entonces ||a.x|| = |al.||z|.
Demostracion.
(1) Nada que hacer.
(2) =) Escribamos z = (z1, 2, ...,2,). Tenemos que 0 = ||z| = /27 + 22 + ... + 22.

Entonces 22 + 23 + ... + 22 = 0.

Por otra parte, z7 > 0 para todo i € {1,...,n}. Luego, dado j € {1,...,n} se tiene
que
=0

n

O§x?§m%+x%+...+x2



8 M. OTTINA - V. NODARO

de donde obtenemos que x? = 0, lo cual implica que z; = 0.
Asi, z; = 0 para todo j € {1,...,n} y por lo tanto = (0,0,...,0) = 0.

<) Trivial.
SCribamos r = \ri1,x2,...,Ty). lenemos que
3) Escrib T
ezl = Jleval] = o (1,29, .. 20| = ||(a@1, g, .., awn)|| =
= (az1)? + (ax2)? + ... + (am,)? = a2z} + 223 + ...+ o222 =
TR T2 = Vel R BT T = lal.lal

O

Ejemplo 1.12. Sea A = (3,4). Calcular la norma de A y hallar un punto B € R? tal que
el vector O? tenga la misma direccién y el mismo sentido que el vector OA y tal que la
longitud del vector O? sea 1.

Solucion:
Al = [1(3,4)]| = V32 +42 = V9 + 16 = V25 = 5.

Para conseguir un vector O? de la misma direccién que el vector 0—121 necesitamos que
B = «.A para algin o € R. Ademsds, para que OB tenga el mismo sentido que O
necesitamos que o > 0.

Ahora bien, como la longitud del vector OA es ||A]| que es 5, para obtener un vector

de longitud 1 debemos multiplicarlo por & Lo —1 En este Caso como queremos conservar
el sentido, debemos multiplicarlo por & L Luego tomamos B = A (3 4) = (‘g, é‘)

Observacion 1.13. Sean € Ny sea A € R™ — {0}. Entonces HAH # 0 y se tiene que

il = Al = | 14l = e = 1
Il - ) = Il 10 g

A
Es decir, tiene norma 1.

(K
Definicién 1.14. Sea n € N.
» Un vector (o punto) A € R™ se dice unitario si ||A| = 1.

= Normalizar un vector no nulo significa hallar un vector unitario con la misma direc-
cion y sentido que el vector dado. Para ello basta con dividir al vector dado por su
longitud o norma.

Observacion 1.15. Sean A = (ay,as) y B = (b1, b2) puntos de R?. Entonces

d(4,B) = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)? = || (b1 — a1,bs — a2)|| = | B — A
Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que lo mismo vale en R3.
Esto da lugar a la siguiente definicién.

Definiciéon 1.16. Sea n € N y sean A, B € R". Se define la distancia entre A y B por
d(A,B) = [|B = A].

Notemos que |B — A|| = ||A — B|| ya que

1B = Al = [(=1)(A=B)|| =[-1[[[A = Bl = A= B
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Producto interno

Definicién 1.17. Sean € Ny sean = = (x1,z2,...,2,) € y = (y1,Y2,...,Yn) puntos de
R™. Definimos el producto interno (o producto escalar) de x e y por

(z,y) = 2191 + T2y2 + ... + TnYn
Notar que (z,y) € R.
Proposicion 1.18. Sea n € N. Entonces
(1) Vu,v,w € R, (u+v,w) = (u,w) + (v,w).

(8) Yu,v,w € R", (u,v +w) = (u,v) + (u, w).

(

(2) Yv,w € R", Va € R, (aw,w) = a(v,w).
(

(4) Yv,w € R", Va € R, (v, aw) = a(v, w).
(5) Yo,w € R™, (v,w) = (w,v).

(6) Vv € R", (v,v) = ||v]|*.

Demostracion. (1) Sean u,v,w € R™. Escribamos v = (uy, ua,...,u,), v = (v1,v2,...,0y)
y w = (wy,ws,...,w,). Entonces
(u+v,w) = ((ug +vi,u2 +v2, ... Uy +vp), (W1, W, ..., wy,)) =

= (u +v)wr + (ug +v2)we + ... + (up + vyp)w, =

= UIW1 + VW1 + U2W2 + VoW + ... + UpnWy + VW, =

= (ww +ugwa + ... + upwy) + (Mwy + vows + ... + Vwy) =
= (u,w) + (v, w).

Las demostraciones de los items (2), (3), (4), (5) y (6) quedan como ejercicio para el
lector. O

Ejemplo 1.19. Veamos como podemos usar el producto interno para calcular angulos
entre vectores.

En R?: Sean v = (v1,v2) y w = (wy, ws) vectores no nulos de R?. Supongamos que los
vectores v y w se encuentran ubicados como muestra la siguiente figura:

YA

Sea 6 el dangulo que forman los vectores v y w y sean « el angulo que forma el vector v
con el semieje positivo de las x y [ el angulo que forma el vector w con el mismo semieje.
Entonces 6 =  — a. Luego cos(6) = cos(5 — a).
Es interesante mencionar que esta tltima igualdad vale siempre, independientemente
de cémo estén ubicados los vectores v y w. Dejamos la demostracién de este hecho como
ejercicio para el lector.
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Se tiene entonces que

cos(6) = cos(5 ) = cos()cos(a) + sen ) sem(e) = L 2 L2
1 (v, w)
= W-(Uﬂm + vowg) = W
Luego
cos(f) = (v, w) .
[ollllwll

En R3: Sean v = (v1,v2,v3) y w = (w1, wa, ws3) vectores no nulos de R3. Sea 6 el 4ngulo
que forman los vectores v y w. Por el teorema del coseno tenemos que

lw =l = [[o]|* + [lw][* = 2[|v]|[[w]| cos 8 (1.3)
Ahora bien, notemos que

lw—=2|? = (w—v,w—v)={w,w—2)— (v,w—2v)=
= (w,w) — (w,v) — (v,w) + (v,v) = [Jw|]* = 2{v,w) + [|v]]*.

Por lo tanto, reemplazando en (1.3) se obtiene que

[wl? = 2(v, w) + [lo]|* = [[o]|* + [[w]|* = 2v[|]|w]| cos 6
de donde
—2(v,w) = —2v|||wl| cos 6.

Luego

—2

2nw) e

—2v]l[|wl]
y obtenemos que

cos(f) = (v, w) .

[[o][[[w]]

Observacion 1.20. Sean v y w vectores no nulos de R? o R? y sea @ el dngulo que forman.
Entonces v y w son perpendiculares si y sélo si cos@ = 0, lo cual, por lo visto antes, es
(v, w
[ofl[[w]
Por lo tanto v y w son perpendiculares si y sélo si (v, w) = 0.

equivalente a = 0, que a su vez es equivalente a (v, w) = 0.

La férmula
(v, w)

cos(f)

~ lllll

valida en R? y R? como vimos, sugiere que si n € Ny v y w son vectores de R”, podriamos
definir el angulo entre ellos a partir de la formula anterior. Pero para ello necesitamos

(v, w) . : .
que m tenga siempre valores entre —1 y 1. Esto es cierto, como muestra el siguiente
V|| [|w
teorema.

Teorema 1.21 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz).
Sea n € N y sean v,w € R". Entonces |(v,w)| < ||v||||w]-
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Demostracion. Si w = 0 entonces (v,w) = (v,0) =0 y |jv[/[|w| = ||v||]|0] = ||v]].0 =0y
la desigualdad se satisface trivialmente.

(v, w)
[Jwl|*

Supongamos entonces que w # 0. Entonces ||w| # 0. Sea A = Se tiene que

0<|lv—Awl|?

(v —Aw,v — Aw) = (v,v) + (v, = Aw) + (=Aw,v) + (—Aw, —\w) =
(v,0) + (=X){v, ) + (=X){(w,v) + (=X)*(w, w) =
= (v,0) = 2Mv,w) + X*(w, w) = [[v]* = 2X(v, w) + N*|[w|]* =

o mw) )\’
= ol -2 H2< >+iH Hz) o

Qv w)?  (v,w) 2 S w)? | (v w)?
= o> - + [w]? = [jv]|* ~ + =
o+ Tl Jw]? Jw]]?
ol —
= v —_
[[w]?
2 2
Luego 0 < |jv]|? — <v,wé y entonces (v,wé < |lv|2.
Nl [[w]
De aqui se obtiene que
(v,0)* < [o]?[[w]?
y tomando raiz cuadrada tenemos que
V{v,w)? < Volw]?.
Luego,
(v, w)| < [[Jo]l]- /][]
y como |[v]| > 0y [lw| > 0 se obtiene que |(v,w)| < ||v||||w]. O
Definicién 1.22. Sea n € N y sean v,w € R"™ — {0}. Definimos el dngulo entre v y w
como el tnico 6 € [0, 7] tal que cosf = M
[[o][[[w]]
Notemos que
o) |l _
lolllwll | llollllwl]
por la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Luego
L ww
[[o]lllwl]
. -, _ (vw)
y por lo tanto existe un tnico 6 € [0, ] tal que cosf = TollTwl
vl|||w

Asi, el angulo entre v y w estd bien definido.

Definicién 1.23. Sean € Ny sean v, w € R"—{0}. Decimos que v y w son perpendiculares
™

(u ortogonales) si el angulo entre ellos es 7.
Observacion 1.24. Dado que cos(5) = 0 se tiene que dos vectores no nulos v, w de R™ son
perpendiculares si y sélo si (v, w) = 0.

Ejemplo 1.25. Hallar un vector de R? perpendicular al vector (2, 1) y que tenga longitud
1. ;Es tinico? Graficar.
Solucion:
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Sea (a,b) el vector buscado. Como (a,b) debe ser perpendicular a (2,1) entonces

((a,0),(2,1)) =0.

Luego 2a + b = 0, de donde
b= —2a (1.4)

Ademsds, queremos que el vector (a,b) tenga longitud 1. Luego

(@, D) = 1
Vaz+bv?r = 1
a2+ =1
y reemplazando (1.4) se obtiene que
a>+(—22)* = 1
a>+4a®> = 1
502 = 1
1
2 — _
©“ T 5
1
a = +—

V5
1 1

Sia= 7 entonces b = —% y ( NG —%) es un posible vector que cumple lo pedido.

.7 . _ L _ l _ L L <z .
También, sia = 7 entonces b = Y el vector ( 75 \/5) también cumple lo pedido.

Por lo tanto, no hay un dnico vector que cumpla lo pedido. De hecho, son dos.

v

(i,i) L :
VNG |

<V

Proposiciéon 1.26 (Desigualdad triangular). Sea n € N y sean v,w € R™. Entonces
[0+ wll < [|lol] + [lwl].

Demostracion. Tenemos que

lv + wl® (v+w,v+w) = (v,v) +2(v,0) + (w,w) < [Jv]|* + 2|(v,w)| + Jw]* <

< Pl + 2follllwll + lwl® = (o]l + [lw]])?
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donde la primer desigualdad vale pues a < |a| para todo a € R y la segunda vale por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Entonces
lv+wl[* < (JJoll + [lwl])?.

Luego

Vv +wl? < (vl + wl)?

y como las normas son no negativas se obtiene que
[v +wl| < o]l + [lwl]
O
Observacion 1.27. Sean € Ny sean v, w € R"™. Entonces |[v — w]|| < ||v|| + ||w||. En efecto,
[v —wl| = [lv+ ()| < [[oll + |-wll = [Jo]] + [(=Dw[| = [Joll + |=1[[[w]] = vl + [lwl.
Proposicién 1.28. Sea n € N y sean v,w € R". Entonces |||v| — ||w]|| < [Jv — w]|.
Demostracion. Se tiene que
[oll = llv = w+ wl| < [lv—w[|+][w]
por la desigualdad triangular. Luego
ol = flwll < flv—wll. (1.5)
Por otra parte,
[w]| = [[w—=v+v|| < flw=vl[+]v] = [lv = wll+[v]
donde la desigualdad vale por la desigualdad triangular. Luego
[[w] = o]l < flv—w]]
y multiplicando por (-1) ambos lados de la desigualdad se obtiene que
—(llwll = [loll) = =[lv — w]|

es decir
vl = lw]| > —[lv —w]. (1.6)

De las ecuaciones (1.5) y (1.6) se obtiene que
—llo = wl < vl = fJwll < o = w].
y por lo tanto |[|v]} = flw[| < flv = w]. O

Enunciamos ahora una proposicién con mucho contenido geométrico. En particular, el
segundo item es una generalizaciéon del teorema de Pitdgoras.

Proposicion 1.29. Sean € N y sean A, B € R™. Entonces
(1) |A—BJ| =|A+ B|| sty sdlo si (A,B) =0.
(2) |A+ B||?> = ||A||?> + || B||? si y sdlo si (A, B) = 0.

La demostracién de esta proposiciéon queda como ejercicio para el lector.
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Producto vectorial

Definicién 1.30. Sean A = (a1,a2,a3) y B = (by, by, b3) vectores de R3. Definimos el
producto vectorial de Ay B por A x B = (a2bs — asba, —(a1bs — asby), a1by — asby).

Ejemplo 1.31. Sean A= (3,—1,2) y B=(-2,1,4). Calcular Ax B, Bx Ay A x A.
Solucion:

AxB = (-1.4-21, —(3.4—(=2).2), 3.1—(=2).(-1)) =
= (—4-2,—(12+4),3-2) = (—6,-16,1)

BxA = (1.2—(-1).4, —((-2).2-3.4), (-2).(-1) —3.1) =
= (2+4,—(-4-12),2-3) = (6,16,—1)

AxA = (-1.2—(-1).2, =(3.2-3.2), 3.(—=1) —3.(-1)) =
= (0,0,0)

Veamos algunas propiedades del producto vectorial.
Proposicién 1.32. Sean A, B,C € R? y sea o € R. Entonces
(1) BxA=—-AXxB
(2) Ax(B+C)=AxB+AxC
(3) (B+C)xA=BxA+CxA
(4) (a.A) x B=«a.(Ax B)=AXx (a.B)
(5) AxA=0
(6) AxB1LA y AxBL1lB
(7) SiA#0yB#0 y6 es el dngulo entre los vectores A y B entonces

|4 x B = | All.| B]l.sen 8 .

Demostracion.

(1) Tenemos que A x B = (agbs — asba, —(a1bs — asb1),a1ba — agby). Por otra parte,
Bx A= (b2a3 — b3a2, —(b1a3 — b3a1),b1a2 — bgal) = —-Ax B.

(6) Se tiene que

(Ax B,A) = ({((agb3 — asba, —(a1bs — agb1),a1by — asb1), (a1, az,a3)) =
= (ag2bs — agba)a; — (a1bz — azby)ag + (a1by — azbi)az =

= ajagbs — ajaszby — ajasbs + asasby + ajasby — azasby =0

La igualdad (A x B, B) = 0 se demuestra en forma similar y queda como ejercicio para el
lector.
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(7) Se tiene que

”A X B”2 = (a2b3 — agbz)Q + (a1b3 — a361)2 + (a1b2 — azbl)2 =

= a%b% — 2asbzasgbs + a%b% + a%bg — 2a1bsasby + a%b% + a%b% — 2a1boasby + a%b% =
= a?b} + aibd + a?b3 + a3b? + a3b3 + a3b} + a3bi + ajbs + afb3 — aib — a3b} — a3bi+
—2a1b2a2b1 — 20,1[)30,3[)1 — 20,2[)3613[)2 =

= a?(b? + b3 + b3) + a3 (b} + b3 + b3) + a3(b + b3 + b3) + (—aib? — arbrasbi+
—albgagbl — a%b% — albzagbl — a2b3a3b2 — a%b% — a1b3a3b1 — agbgagbz) =

= (a? + a3 + a3) (b3 + b3 + b3) + (—1)(a1b1 (ar1b1 + azbs + azbs)+

+agba(a1by + agbe + agbs) + asbs(aiby + agby + asbs)) =

= (af + a3 + a3) (b5 + b3 + b3) + (—1)(a1by + asbs + asbs)(a1by + asbs + asbs) =
= | AI”.|BI? — (A, B)? = ||A|?| B|* — (| All| B]| cos 0)* =

IAIIBI* = [|AlP*[|BI|* cos® 6 = | A|[*|| BI*(1 — cos® 8) = ||A|]?|| B||* sen® 6.

Entonces || A x B||? = || A||?||B||? sen?§ y como ||Ax B| , ||A|| y | B]| son mayores o iguales
a cero, tomando raiz cuadrada a ambos miembros se obtiene que

A x Bl = [|A[l[|B]|| sen 0].
Ahora bien, como 6 € [0, 7] entonces sen > 0 y por lo tanto obtenemos que

1A x Bl = [|A][[| B sen 6.

Las demostraciones de (2), (3), (4) y (5) se dejan como ejercicio para el lector. O

Observacion 1.33. Si A, B € R? — {0} son vectores con direcciones distintas, entonces hay
una unica direccién (recta) perpendicular a ambas. Como Ax B 1 Ay Ax B 1 B entonces
A x B debe tener esa direccién perpendicular a las dos primeras. Sabemos, ademaés, que
|IA x B|| = ||A]|||B||sen 8, donde 6 es el dngulo que forman los vectores A y B. Entonces
la norma de A X B queda determinada conociendo A y B. Por lo tanto, para conocer el
vector A x B falta saber su sentido. El sentido del vector A x B viene dado por la regla
de la mano derecha.

Rectas y planos

Sea v € R" — {0} y sea P € R"™. La ecuacion paramétrica de la recta L paralela a la
direccién de v que pasa por el punto P es

L:X=tv+P, teR.

Es decir, los puntos de la recta son los puntos de R™ de la forma ¢t.v + P donde ¢t € R. El
vector v se llama wvector director de la recta L.
Ejemplo 1.34. Seav = (2,1) y P = (—1,1). Sea L la recta paralela a la direccién de v y
que pasa por el punto P. La ecuacién paramétrica de larecta Les L : X =¢.(2,1)4+(-1,1),
teR.

Grafiquemos la recta L.

A .
l i
/./
£ .
L -
i
B
2 e
/_"
Pt
//’ L
% ‘/ T ] -]
/—/3_ 2 | 4 1 2 3
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Busquemos ahora el punto de la recta L que estd més cerca del punto O = (0,0). Para
ello, notemos que si @ es el punto de L més cercano a O, entonces QO L L. Luego,
(O —@Q,v) =0. Como @ € L, entonces @ = t.(2,1) + (—1,1) para algin ¢ € R. Tenemos
entonces que

(O-Q,v) =

((0,0) — (2t — 1, ¢+ 1), (2,1))
(=2t +1,—t —1),(2,1))
—4t4+2—t—1

—5t+1 =

t =

I
AR ©O O O O

Luego
1 36
=2+ (-1,1)=(-2,2).
Q=30+ (1= (-3.3)
Notemos que @ es efectivamente el punto de L que estd maés cerca de O, pues si X es un
punto de L distinto de @ entonces el tridngulo AOQX es rectdngulo en @, con lo cual
lorﬂO—X) > long(OQ) puesto que OX es la hipotenusa del tridngulo rectangulo AOQX

y OQ) es uno de sus catetos.
La distancia del punto O a la recta L es entonces

d(0,L) = d(0,Q) = \/<—§>2+ (g)gzw/%Jr%: \/%:2\/5

Ejemplo 1.35. Sean v,w € R? con v # (0,0). Sea L la recta que tiene a v como vector
director y que pasa por el origen. Busquemos el punto z de la recta L tal que el segmento
zZw sea perpendicular a L.

Solucion:

La ecuacion paramétrica de la recta L es L : X =t.v, t € R. Por lo tanto, z = t.v
para algiin ¢t € R. Como queremos, ademads, que zw sea perpendicular a L entonces

(w—2z,v)=0
de donde
(w—tv,v) =0

Luego

) = 0
(w,v) —t{v,v) = 0
) = tv,v)
) = t|ol? (1.7)

(v, w)
lv]f?

y como v # 0 entonces |[v]| # 0 y obtenemos que t = . Por lo tanto,

)

= v
lv]|?

El vector z se llama proyeccion ortogonal de w sobre vy se nota p,(w).
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Esta misma definicién se puede dar en R™:

Definicién 1.36. Sean v, w € R"™ con v # 0. Definimos la proyeccion ortogonal de w sobre
(v, w)
v por p,(w) = e .

Definicion 1.37.

= Decimos que dos rectas son paralelas si sus vectores directores son paralelos, es decir,
si uno de ellos es miiltiplo del otro.

s Decimos que dos rectas L y L' son perpendiculares si L N L' # & y sus vectores
directores son perpendiculares.

s Decimos que dos rectas L y L’ son alabeadas si LNL' = @ y L'y L' no son paralelas.

Planos de R3

Sea N € R? — {0} y sea A € R3. La ecuacién del plano perpendicular al vector N que
pasa por el punto A es (X — A, N) = 0. Si escribimos X = (z,y,2) y N = (a, b, ¢) entonces
la ecuacion queda:

(X —A,N) = 0
(X,N) — (A,N) = 0
(X.N) = (AN)
ar +by+cz = (A, N) (1.8)

Llamando d = (A, N), tenemos que ax + by + cz = d.
El vector N se llama vector normal al plano.

Ejemplo 1.38. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al vector (0,0,1) y que pase
por el punto (1,1, 2). Graficar.
Solucion:

(X—AN) =0
<('Ia Y, Z)’ (0, 0, 1)> = <(1’ L, 2)’ (0’ 0, 1)>
z = 2
Ejemplo 1.39. Sea N = (1,—1,3) y sea A = (0,2,1). Sea II el plano de vector normal
N que pasa por el punto A. Sea P = (1,0,1). Hallar el punto @ del plano II que esté a
menor distancia de Py calcular d(P,II).
Solucion:
Buscamos @ € II tal que @ — P sea perpendicular a II, es decir, buscamos @ € II

tal que Q — P sea paralelo al vector N. Queremos entonces que () — P = kN para algin
k € R. Luego,

Q=kN+P=Fk(1,-1,3)+(1,0,1) = (k+1,—k,3k + 1).
Calculemos la ecuacién del plano II:

(X —AN) = 0
(X,N) =
(z,9,2),(1,-1,3)) =
r—y+3z = 1

(0,2,1),(1,-1,3))
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Como queremos que @ € II planteamos

k+1—(=k)+3Bk+1) = 1
1k+4 = 1

o= o

11

Entonces Q@ = (k+1,—k, 3k +1) = (% + 1L, — (1) .3(-) + 1) = (5. 3. &)

Asi, Q = (%, %, %) es el punto buscado.

Notemos que si X es otro punto del plano II, distinto de @, entonces el tridngulo
APQX es rectangulo en Q, pues el segmento PQ es paralelo a N (pues Q — P || N)
y el segmento QX es perpendicular a N ya que X y Q son puntos del plano. Entonces
long(PX) > long(PQ) ya que PX es la hipotenusa del tridngulo rectangulo APQX y PQ
es uno de sus catetos.

La distancia del punto P al plano II es entonces

8 > (3 (2 2 99 /99
AP, = d(P,Q) = 1/ [ = —1 2 L) =2 =Y
(P.I0) = d(P. Q) \/<11 ) +<11 0> +<11 > 12~ 11
Proposicién 1.40. Sea N € R? — {0} y sea A € R3. Sea II el plano perpendicular a la

direccion de N que contiene al punto A. Sea P € R3. Entonces la distancia del punto P
al plano I es

—

En particular, si P = (x0,Y0,20) y I es el plano de ecuacion ax+by+ cz = d entonces

se obtiene que
_azo + byo + czo — d

d(P,1I) =
Va2 + b2 + 2
Demostracion. Buscamos @ € II tal que @ — P || N. Escribimos entonces @ — P = kN

para algun k € R, de donde Q = kN 4+ P y como queremos que Q € II, pedimos que
(Q —A,N) =0. Luego

(ke N+ P—-—AN) = 0
(k.N,N)+(P—-—A/N) = 0
kE(N,Ny = —(P— A N)
P _(P—A,N>
IV I?
Entonces,
Q=k.N+P= —%.NJrP.

Veamos que @ es el punto de IT méas cercano a P. Sea X € II tal que X # Q. Afirmo
que P—@Q 1L X — Q. En efecto,

(P-Q,X-Q) = (kN X-Q) =k (N, X -Q)=k(N,X)—(N,Q)) =
k(<A7N> - <A7N>) =0

donde la penultima igualdad vale pues X, Q € II.
Por lo tanto, por el item (2) de la proposicién 1.29 se tiene que

1P = XI? = (P~ Q) ~ (X = Q)P =P~ QI + X - QI > |P - QI
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donde la tltima desigualdad se cumple porque || X — Q||> > 0 ya que X # Q.

Entonces, ||P — X|| > ||P — Q|| Es decir, d(P, X) > d(P,Q). Asi, Q es el punto de II
que minimiza la distancia a II.

Calculemos ahora la distancia de P a II.

d(PIT) = d(P,Q) = |Q = Pl = |[k.N + P — P|| = [[k.N|| = |k|. | N|| =

<P—A,N>' (P — AN
= |- "1 |INl| = >+~ |IN
' e | = T
Asi,
(P = A,N)|
ap.m) = L AN gy
BB

Observemos que si P = (xg, Yo, 20), A = (a1, a2,a3) y II es el plano de ecuacién
ar+by+cz=d

entonces podemos tomar N = (a,b,c) y tenemos que aaj + bag + cag = d pues A € II.
Luego,

V] V]

laxzo + byo + czo — (aay + bag + cas)|

B va? + b2+ c2 B
lazo + byo + cz0 — d

va?z + b2+ 2
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales y
matrices

Definiciéon 2.1. Sean m,n € N. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas
es un conjunto de m ecuaciones lineales en n variables, que escribiremos de la siguiente
manera

a1 + apry + ... + apr, = b
as1x1 + ars + ... 4+ agmT, = by
Am1T1 + ameTs + ... + GmnTn = bnm

donde a;; € R para todos i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}, b € R para todo
i€{1,2,...,m} y donde z1,x3,...,x, son las incégnitas.

Los nimeros a;; se llaman coeficientes del sistema.

Decimos que z = (21, 22, ..., 2,) € R™ es solucién el sistema anterior si al reemplazar
cada x; por z; se satisfacen las m ecuaciones.

Si b; = 0 para todo i € {1,2,...,m} diremos que el sistema es homogéneo. En caso
contrario decimos que el sistema es no homogéneo.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

r + y + z = 2 (1)
20 - y + z = -3 (2)
r + 2y + 3z = 1 (3)

Solucion:
De (1) obtenemos que

z=2—x—y 4)
Reemplazando en (2) queda
2r—y+2—-xz—y) = -3
r—2y = =5
-2y = —-H—=z
y o= 3+ (5)

21
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Reemplazando ahora la ecuacién (5) en la ecuacién (4) obtenemos

z = 2—2—(5+32)

Z = —3 (6)

Y reemplazando (5) y (6) en la ecuacién (3) queda

v+2(3 +52) +3(-3 —32) = 1
3 9 —
—3r = 1-5+3
5 _ 5
2T = T3
r = 1

Luego, utilizando las igualdades (5) y (6) se obtiene que

y=jrhi=g+i-

39—
~31=-

Por lo tanto, la solucién del sistema es (1,3, —2) (es decir, x = 1, y = 3, z = —2).

Método de eliminaciéon de Gauss

Definicién 2.3. Decimos que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen
las mismas soluciones.

Ejemplo 2.4. Los sistemas

z + 2y =1
1

r 4+ 2y =
r + y = Y {

1
y =0

son equivalentes. En efecto, es claro que el segundo sistema tiene solucién tunica (1,0). Por
otra parte, restando las dos ecuaciones del primer sistema se obtiene

r+2y—(z+y) = 1-1
z+2y—xz—y = 0
y =0

y reemplazando esto en la segunda ecuaciéon obtenemos x = 1. Por lo tanto, el primer
sistema también tiene solucién tnica (1,0).

Desarrollaremos ahora el método de eliminacién de Gauss que nos permitira llevar un
sistema de ecuaciones lineales a otro equivalente a él y mas facil de resolver.
Supongamos que tenemos un sistema S de m ecuaciones lineales con n incognitas:

ap1x1 + apry + ... + apr, = b
as1x1 + agrs + ... 4+ agmT, = by

Am1T1 + ATz + ...+ GppTn = by
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Notaremos x = (x1, 2, ...,2,). Ademas, para i € {1,2,...,m}, definimos
Fi(r) = Fi(71,72,...,Zn) = anT1 + G2T2 + . .. + QinTn.
También para i € {1,2,...,m} notaremos por E; a la i-ésima ecuacién y escribiremos

Con estas notaciones definiremos ahora tres tipos de transformaciones que se pueden
aplicar al sistema de ecuaciones lineales S para obtener otro sistema de ecuaciones lineales
S’ cuyas ecuaciones serdn E, Eb, ... E! .

(1) Intercambiar dos ecuaciones. Consiste en elegir j,k € {1,2,...,m} distintos y
definir

E, = B

E, = E

El = E; vparaiec{l,2,...,m}—{j,k}.

Notaremos E; <+ EJ,.
Como ejemplo, notemos que si j < k esta transformacion seria algo asi:

E1 : Fl(x) = bl E{ : Fl(CC) = b1
E2 : FQ(.%') = b2 Eé : Fz(m') = bg
Ej—l : F}'—l(x) = b]_l E;‘—l : ijl(ﬁﬂ) = bJ,1
Ej . FJ($) = b] E; = Ek . Fk(l') = bk
Ejp1: Fia(z) = b S I Fja(z) = bjin

) ) ) E, o B : .
Ep1 Fp_1(x) = bpy E._, Fp1(z) = bp
Ey+q Fepi(z) = by B Fepi(@) = by
E, : Fn(x) = bn El : Fo(x) = by

(2) Multiplicar una ecuacién por un nimero real no nulo. Consiste en elegir
je{1,2,...,m}y a € R— {0} y definir
B aFj(z) = abj
E!=FE; vparaic{l,2,...,m}—{j}.

Notaremos E; < a.FEj.
La transformacion serfa algo asf:

Bz E Fi(z) = h Ef - Fi(z) = bu
E2 : FQ(.%') = b2 Eé : FQ(CE) = b2
Ej_1: Fia(z) = bja A E§f1 : Fji(z) = bja
E;: Fj(x) = b; Ej < a.E; B aFj(z) = abj
Ejp: Fin(@) = bin Eii: Fin() = bin
E, : Fo(z) = bn El - Fo(z) = by
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(3) Sumar a una ecuacién un miiltiplo de otra ecuacién. Consiste en elegir a € R
y 7,k € {1,2,...,m} distintos y definir

E.: Fj(x) + aFy(r) = bj + aby
E;=FE; vparaiec{l,2,...,m}—{j}.

Notaremos E; < E; + a. Ej.
Como ejemplo, notemos que si j < k esta transformacién seria algo asi:

E1 : Fl(m) = bl ( Ei . Fl(x) = b1
Es: Fy(x) = b El . Fy(x) = by
Ej1:  Fja(x) = bj Ei ¢ Fj_1(x) = i
Ej . Fj(x) = bj E} : Fj(w) + OéFk(.%') = bj + aby,
Bjyi: Fia(e) = by e Fiia(z) = b
Ep1:  Fpa(z) = b E,_,: Fi_1(x) = bg
Ey - Fp(z) = b El/c : Fy(x) = by,
Egp1t o Frpa(®) = bepa B Fry1(x) = b
En:  Fnlz) = bn B Fonl) — by

Proposicion 2.5. Sea S un sistema de ecuaciones lineales. Entonces cualquiera de las
transformaciones definidas antes aplicada a S da como resultado un sistema de ecuaciones
lineales equivalente a S.

Demostracion. Utilizaremos las notaciones introducidas anteriormente. Es claro que cada
una de las tres transformaciones anteriores aplicadas a S dan como resultado un sistema
de ecuaciones lineales. Llamemos S’ al sistema obtenido. Debemos probar que el sistema
de ecuaciones S’ es equivalente a S, es decir, que los sistemas S y S’ tienen las mismas
soluciones.

Para la transformacién (1) esto es evidente, pues el orden en que damos las ecuaciones
de un sistema no afecta a sus soluciones. En efecto, x € R™ es solucién de S si y sélo si
Fi(z) =b1 AN Fa(z) =bay A ...\ Fy(x) = by, y como la conjuncién lgica es conmutativa
y asociativa, esto es equivalente a que x sea solucién de S'.

Para la transformacién (2), dado que la ecuacién E; coincide con la ecuacién E! pa-
ra todo ¢ € {1,2,...,m} — {j}, para probar que el sistema de ecuaciones obtenido es
equivalente al original, debemos probar que V x € R", F;(z) = b; & oFj(z) = ab.

Sea x € R™. Si Fj(x) = b; entonces, multiplicando por ¢, se obtiene que aFj(z) = ab;.
Reciprocamente, si aF(x) = ab; entonces, como « # 0, dividiendo por « se obtiene que
Fj(z) = bj. Por lo tanto, los sistemas S y S’ resultan equivalentes.

Resta analizar qué ocurre al aplicar la transformacién (3). Veamos que en este caso
también vale que, para todo x € R", x es solucion del sistema S si y sélo si es solucién del
sistema S’.

Sea x € R™. Supongamos primero que x es solucién del sistema S. Entonces x sa-

tisface las ecuaciones Ei,Es,...,Ey,. Luego, x satisface las ecuaciones E! para todo
ie{1,2,....,m} —{j} ya que la ecuacién E! es la misma que la ecuacién E; para todo
i €{1,2,...,m} — {j}. Veamos que x satisface también la ecuacién E?. Como z satisface

las ecuaciones E; y Ej, entonces Fj(x) = b; y Fj(x) = by. Luego

Fj(w) + OéFk({L') = bj + Oébk,
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es decir, x satisface la ecuacién E; Por lo tanto, x es solucién de S’.
Supongamos ahora que z es solucién del sistema S’. Entonces z satisface las ecuaciones
1, Eb, ..., El.. Luego, x satisface las ecuaciones F; parai € {1,2,...,m} —{j} ya que la
ecuacién E; es la misma que la ecuacién E para todo i € {1,2,...,m} —{j}. Veamos que
x satisface también la ecuaciéon F;. Como z satisface las ecuaciones E; y Ej entonces

Fj(x) + aFy(x) = b; + aby y Fi(x) = bg.

Luego
Fj(z) + aFy(x) — aFy(x) = bj + aby, — aby,
es decir, Fj(x) = b;. Asi, x satisface la ecuacién E;. Por lo tanto, x es solucién de S.

Luego, los sistemas S y S’ resultan equivalentes. U

Definiciéon 2.6. Decimos que un sistema de ecuaciones lineales se encuentra en forma
escalonada si cumple las siguientes condiciones:

(1) Las ecuaciones que tengan todos sus coeficientes nulos se agrupan en la parte inferior
del sistema.

(2) Para cada ecuacién que tenga algin coeficiente no nulo se cumple que si el primer
coeficiente no nulo de dicha ecuacién es el de la variable z; entonces en las siguientes
ecuaciones todos los coeficientes de las variables z1, 2, ..., x; son nulos.

Ejemplo 2.7. El siguiente sistema se encuentra en forma escalonada:

201 + 3x9 — 4dx3 + x4 — x5 = 1
T3 — x4 + x5 = 2

oy + 2x5; = 10

0 = 0

Ejemplo 2.8. Mediante la aplicaciéon de las transformaciones de la proposicién anterior,
llevar el siguiente sistema de ecuaciones lineales a uno equivalente a él que se encuentre
en forma escalonada y luego resolverlo.

T + 3x9 — 223 = 5
2xq + 21‘3 = 4
—3$1 — 7$2 + 10$3 = 5
Solucion:
T + 3$2 — 2$3 = 95
2xq + 2.%'3 = 4 m
—3$1 — 7$2 + 10$3 = 5
T1 + 3$2 — 2$3 = 5}
> — 6x9 + 6x3 = -6 e
E3+ FE3+3FE
3z, — Ty + 103 = 5 s
Ty + 3r9 — 2x3 = 5
> — 6x0 + 6x3 = —6 S
20y + day = 20 TP
1 + 3rx9 — 2x3 = b
> ro — w13 =

R SO NN
E36E372E2
29 + 4.%'3 = 20
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Ty + 3rxr9 — 2x3 = 5 (1)
NS v — x5 = 1 (2)
6xs = 18 (3)

Este 1ltimo sistema se encuentra en forma escalonada, es equivalente al original y es mucho
mas facil de resolver que éste. Resolvamoslo.

De (3) obtenemos que x3 = 3. Reemplazando en (2) nos queda que o —3 = 1 de donde
obtenemos que xo = 4. Finalmente, reemplazando los valores de x2 y z3 en x1 queda

r1+3.4—-2.3=5
1 +6=5

.%'1:—1

Por lo tanto, la solucién del sistema es (—1,4, 3).

Este método que consiste en aplicar las transformaciones de la proposiciéon anterior
para llevar un sistema de ecuaciones lineales dado a otro equivalente a él que se encuentre
en forma escalonada se llama método de eliminacion de Gauss.

No es dificil demostrar que mediante la aplicacién de estas tres transformaciones cual-
quier sistema de ecuaciones lineales puede llevarse a la forma escalonada. En efecto, se
pueden seguir los siguientes pasos:

(1) Si en la primera columna (la de los 1) hay algin coeficiente no nulo, intercambiar
ecuaciones para lograr que la primera ecuacién tenga coeficiente de z1 no nulo.

(2) Multiplicar la primera ecuacién resultante por el inverso multiplicativo del coeficiente
de x1 para lograr que el coeficiente de z1 de la primera ecuacién sea 1.

(3) Utilizar este coeficiente 1 y la tercer transformacién para conseguir que todos los otros
coeficientes de la primera columna sean cero.

(4) Si todos los coeficientes de la primera columna eran cero, tomar la siguiente columna
y aplicar los pasos (1), (2), (3) y (4) para dicha columna.

(5) Una vez obtenido el coeficiente 1 en la primera ecuacién y los ceros debajo, dejar esta
primera ecuacién fija y aplicar el procedimiento descripto en los pasos (1) a (5) a las
ecuaciones que siguen.

Proposicion 2.9. Sea S un sistema de ecuaciones lineales. Entonces S cumple alguna de
las tres proposiciones siguientes:

n S tiene solucion unica.
= S tiene infinitas soluciones.
» S no tiene solucion.

Demostracion. Mediante las transformaciones definidas anteriormente podemos llevar el
sistema dado a uno equivalente a él que se encuentre en forma escalonada. Sea S’ este
nuevo sistema.

Llamaremos ecuaciones absurdas a las ecuaciones del tipo

0x1 +0x0+...+0x, =0 con b#0
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Si en el sistema 8’ hay alguna ecuacién absurda entonces dicho sistema no tiene soluciones.
Como el sistema S es equivalente al sistema S’ entonces el sistema S tampoco tiene
soluciones y estamos en el tercer caso.

Supongamos ahora que en el sistema S’ no hay ninguna ecuacién absurda. Llamemos
ecuacioén trivial a una ecuacion del tipo

O0x1 4+ 0xo + ...+ 0x, = 0.

Como el sistema se encuentra en forma escalonada entonces en la segunda ecuacién
el coeficiente de la variable x1 es cero ya que el primer coeficiente no nulo de la primera
ecuacién es el de la variable x1 o el de una variable posterior. Por lo tanto, en la segunda
ecuacién, el primer coeficiente no nulo es el de la variable x5 o el de una variable posterior. Y
dado que el sistema se encuentra en forma escalonada, en la tercer ecuacién los coeficientes
de las variables x; y x5 son 0.

Continuando con este razonamiento, tenemos que en la i-ésima ecuacién los coeficientes
de las variables z1,x9,...,x;_1 son cero.

Sea n la cantidad de variables del sistema S’. Veamos que en 8’ no puede haber mds de
n ecuaciones no triviales. En efecto, si 7 > n y en el sistema S’ hay al menos j ecuaciones,
entonces en la j-ésima ecuacién de 8’ los coeficientes de las variables x1, o, ..., x, deben
ser nulos, y como estamos suponiendo que el sistema S’ no tiene ecuaciones absurdas
entonces la j-ésima ecuacién debe ser una ecuacién trivial. Por lo tanto, en S’ hay a lo
sumo n ecuaciones no triviales.

Si el sistema S’ tiene exactamente m ecuaciones no triviales entonces para todo
i € {1,2,...,n} debe ocurrir que el primer coeficiente no nulo de la i-ésima ecuacién
sea x;, ya que, de no ser asi, aplicando el razonamiento anterior obtendriamos que el
sistema S’ tendria menos de n ecuaciones no triviales.

Por lo tanto, la n-ésima ecuacién de S’ es de la forma kx,, = b con k,b € Ry k # 0.
Despejando x,, de esta ecuacion obtenemos un inico valor posible para x,,. Reemplazando
este valor en la (n — 1)-ésima ecuacién y despejando x,—1 (ya que su coeficiente en esta
ecuacién es no nulo) obtenemos un unico valor posible para x,_1. Ahora reemplazando
los valores obtenidos de z,,_1 y z,, en la (n — 2)-ésima ecuacién y despejando obtenemos
un unico valor posible para z,,_o.

Continuando con este procedimiento obtenemos tnicos valores posibles para todas las
variables x1,xs,...,x, que verifican las primeras n ecuaciones del sistema S’. Y como
las ecuaciones posteriores a la n-ésima son triviales, concluimos que los valores hallados
forman la tinica solucién del sistema S’. Por lo tanto, el sistema S tiene solucién tnica.

Supongamos ahora que el sistema S’ tiene menos de n ecuaciones no triviales. Lla-
memos variables principales a las que acompanan a los primeros coeficientes no nulos de
cada ecuacién y variables libres a las que no son variables principales. Sea k la cantidad
de ecuaciones no triviales que tiene el sistema S’. Entonces k < n. Ademas, el sistema S’
tendréd k variables principales (una por cada ecuacién no trivial) y n — k variables libres.
Despejando como en el caso anterior desde la ultima ecuacion hasta la primera, es posible
despejar las variables principales en términos de las variables libres.

Ahora bien, como k < n entonces n — k > 0. Como n,k € N entonces n —k € Z y
como n — k > 0 entonces n — k > 1. Por lo tanto, hay al menos una variable libre. Para
cada valor de la(s) variable(s) libre(s) habra una solucién del sistema S’ . Por lo tanto, el
sistema &’ tiene infinitas soluciones y entonces el sistema S tiene infinitas soluciones. [

Definicion 2.10. Sea S un sistema de ecuaciones lineales.

= Si el sistema S tiene solucién tnica diremos que S es un sistema compatible deter-
minado.
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= Si el sistema S tiene infinitas soluciones diremos que S es un sistema compatible
indeterminado.

= Si el sistema S no tiene solucién diremos que S es un sistema incompatible.

Observaciéon importante 2.11. Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones
lineales en forma escalonada.

» Si hay alguna ecuacién del tipo 0z1 + Ozg + ...+ 0z, = b con b # 0 (ecuacién
absurda), entonces el sistema es incompatible.

= Si no hay ecuaciones absurdas y hay tantas ecuaciones no triviales como incognitas,
entonces el sistema es compatible determinado.

= Si no hay ecuaciones absurdas y hay mads incégnitas que ecuaciones no triviales,
entonces el sistema es compatible indeterminado.

Matrices

Si al aplicar el método de eliminacién de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones
lineales tenemos el cuidado de mantener el orden de las variables y escribir todos los
coeficientes, incluso los que son cero, entonces no parece necesario escribir las variables x;
para aplicar el proceso de escalonamiento del sistema.

Por ejemplo, el sistema

T + 3$2 — 2563 = 5
2xq + 21‘3 = 4
—3561 — 7$2 + 10563 = 5

podria escribirse en forma abreviada de la siguiente manera:

1 3 =2 |5
2 0 2114
-3 =7 10 | 5

Esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicion 2.12. Sean m,n € N. Una matriz de numeros reales de tamano m X n es un
arreglo rectangular de nimeros reales de m filas y n columnas. Al conjunto de matrices
de nimeros reales de tamano m x n lo notaremos R™*™,

2 -1 0

Ejemplo 2.13. Sea A = < 3 -

). A es una matriz de 2 x 3. Luego A € R?*3,

Notacion 2.14. Si A € R™" ¢ € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}, notaremos A;; al
nimero real que estd en la interseccién de la fila ¢ y la columna j de la matriz. Diremos
también que A;; estd en el lugar (i, 7) de la matriz.

Los nimeros A;; se llaman entradas o coeficientes de la matriz.

Por ejemplo, si A es la matriz de arriba entonces A13 =0, Aoy =3y Agz = 1.

Notemos que dos matrices A, B € R™*" son iguales si y sélo si A;; = B;; para todos
ie{l,2,....m}yje{l,2,...,n}



INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL 29

Definicion 2.15. Sea S el siguiente sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

a1y + apre + ... + apr, = b
as1x1 + ars + ... 4+ agmT, = by
amiT1 + amers + ... + GmnTn = bm

La matriz asociada al sistema S es la matriz

aill ai19 e A1n
asy as9 . a9on,
aml am2 ... Omn

La matriz ampliada asociada al sistema S es

aill ai19 e QA1n b1
as1 a2 ... G2, | bo
Aml Om2  --- Gmn | bm

Observacion 2.16. Las transformaciones que se aplican a un sistema de ecuaciones lineales
se traducen en las siguientes transformaciones que se aplican sobre la matriz ampliada
asociada al sistema:

(1) Intercambiar dos filas. Si intercambiamos la fila j con la fila k notaremos F}j <+ F}.

(2) Multiplicar una fila por un nimero real distinto de cero. Si multiplicamos la
fila j por a notaremos Fj < oF}.

(3) Sumar a una fila un multiplo de otra fila. Si sumamos a la fila j el producto de
a por la fila k notaremos Fj < Fj + oFy,.

A estas transformaciones las llamaremos transformaciones permitidas.

Definicién 2.17. Sean m,n € Ny sea A € R"*"™ una matriz. Decimos que A es escalonada
si cumple las dos condiciones siguientes:

(1) Las filas que tengan todos sus elementos iguales a cero se encuentran en la parte
inferior de la matriz.

(2) Para cada fila que tenga alguna de sus entradas no nulas se cumple que si Ag; es el
primer elemento no nulo de dicha fila entonces para todo ¢ > k y para todo j <[ se
tiene que A;; = 0.

Diremos que una matriz es cuadrada si tiene la misma cantidad de filas que de co-
lumnas. Sin € Ny A es una matriz cuadrada que tiene n filas y n columnas llamaremos
diagonal principal de A al conjunto formado por los lugares (1,1),(2,2),...,(n,n) de la
matriz A.

Definicién 2.18. Sean € Ny sea A € R™ " una matriz cuadrada.

» Decimos que A es una matriz diagonal si para todos i,j € {1,2,...,n} con i # j vale
que A;; = 0. Es decir, la matriz A es diagonal si sus entradas fuera de la diagonal
principal son cero.
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» Decimos que A es una matriz triangular superior si para todos i,j € {1,2,...,n}
con ¢ > j vale que A;; = 0. Es decir, la matriz A es triangular superior si debajo de
la diagonal principal todas las entradas son cero.

» Decimos que A es una matriz triangular inferior si para todos i,j € {1,2,...,n}
con i < j vale que A;; = 0. Es decir, la matriz A es triangular inferior si arriba de
la diagonal principal todas las entradas son cero.

Definicién 2.19. Sea n € N. La matriz identidad de tamano n x n es la matriz I,, € R"*"

definida por
1 sii=j
L) =
(In)is { 0 sii#j
En ocasiones notaremos a la matriz identidad por I.

Ejemplo 2.20. La matriz identidad de tamafio 3 x 3 es la matriz
1 00
Is=|( 0 1 0
0 01
Definicion 2.21. Sean m,n € N. La matriz cero o matriz nula de tamano m X n es la
matriz 0 € R™*" definida por 0;; = 0 para todos i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}.

Definiremos ahora operaciones con matrices.

Definicion 2.22. Sean m,n € Ny sean A, B € R™*". Definimos la suma de Ay B como
la matriz A + B € R™*" definida por (A + B);; = Ai; + Bj; para todos i € {1,2,...,m}
yj€e{l,2,...,n}.

Definiciéon 2.23. Sean m,n € N, sea A € R™*" y sea a € R. Definimos a. A € R™*"
como la matriz definida por (.A);; = aA;j paratodosi € {1,2,...,m}yje{1,2,...,n}.

Ejemplo 2.24. Sean A = ( =10 ) y B= ( Lo > Calcular A+ By 2.A.

3 2 -3 210
Solucion:
2 -1 4
A+B—< 2 ! _3)
2 =2 0
ZA_(G 4 —6

Proposiciéon 2.25. Sean m,n € N y sean A, B,C € R™*" y o, 8 € R. Entonces
(1) (A+B)+C=A+ (B+(C)

(2) A+ B=B+ A

(8) A+0=A y 0+A=A

(4) A+(-1).A=0 y (-1).A+A=0.

(5) a.(A+B)=a.A+a.B

(6) (a+B)A=a.A+5.A

(7) a.(8.4) = (aB). A

(8) 1LA=A
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Demostracion. (1) Claramente (A + B) +C € R™" y A+ (B + C) € R™*". Debemos
demostrar que para todos i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n} vale que ((A+ B)+C);; =
(A+ (B+0C))j.

Sean i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}. Entonces

(A+B)+C)ij = (A+B)ij+Cij = (Aij + Bij) + Cij = Aij + (Bij + Ciy) =
= Az‘j—i-(B—i-C)ij:(A—i-(B-i-C))ij.

Por lo tanto, (A+ B)+C =A+ (B+C).
Las demostraciones de los {tems (2) a (8) quedan como ejercicio para el lector. O

Definicién 2.26. Sean m,n,l € Ny sean A € R™*" y B € R™*!, Definimos el producto
A.B como la matriz de R™*! definida por

(A.B)ij =Y AyBy;
k=1

para todos i € {1,2,...,m}y j€{1,2,...,1}.

Notemos que sélo se pueden multiplicar dos matrices (segin la definicién anterior)
cuando la cantidad de columnas de la primera matriz es igual a la cantidad de filas de
la segunda matriz. En este caso, el resultado del producto es una matriz que tiene tantas
filas como la primera matriz y tantas columnas como la segunda matriz.

Ejemplo 2.27. Sean

1 -2 -1 0
A:(f_(l) _;’) y B=[4 0 2 -3
2 3 1 -1

Calcular (A.B)11, (A.B)13, (A.B)23 y luego calcular A.B.
Solucion:

Notemos que A € R?*3 y B € R3*4. Se tiene que

3
(A.B)11 = ZAlkBkl = A1 B+ AieBor + A13B31 =214 (-1).4 +3.2=4.

k=1
3
(A.B)13 = ZAlkBk?; = A11B13 + A19Bo3 + A13B33 = 2.(—1) + (—1).2 +3.1=-1.
k=1
3
(A.B)23 = ZAQkBk?; = Anglg + A22B23 + A23B33 = 1(—1) +0.2+ (—2)1 = —3.

k=1
Para calcular A.B hacemos lo siguiente

1 -2 -1 0
4 0 2 -3 B

2 3 1 -1

A2—1 3‘4 5 -1 0

1 0 —-2|-3 -8 -3 2

Luego

4 5 -1 0
A.B_<_3 K 2).
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Observacién importante 2.28. El producto de matrices no es conmutativo. Puede
ocurrir que A.B pueda calcularse pero B.A no, como ocurre en el ejemplo anterior ya que
B c R34y A c R?*3,

También puede ocurrir que los productos A.B y B.A puedan ambos calcularse, pero
que tengan distinto tamafio. Por ejemplo, si A es una matriz de 2 x 3 y B es una matriz
de 3 x 2 entonces A.B es una matriz de 2 X 2 y B.A es una matriz de 3 x 3.

Si Ay B son matrices cuadradas del mismo tamano, digamos n X n, entonces tanto A.B
como B.A se pueden calcular y tienen tamafio n X n, pero puede ocurrir que A.B # B.A.

Por ejemplo, si
0 0 01
=) (i)

00 0 1
an=(20) v mas(01).
Luego A.B # B.A.

Notemos, ademads, que en este ejemplo A.B = 0 pero ni A ni B son la matriz 0.

entonces

Proposicion 2.29. Sean m,n,r,l € N,

(1) Sea A € R™* ™. Entonces A. I, = A y I,,, A = A (recordemos que I, es la matriz
identidad de tamano n x n y que I, la matriz identidad de tamano m x m).

(2) Sea A € R™*" y sean B,C € R™*!. Entonces A.(B+C)=A.B+ A.C.
(8) Sean B,C € R™" y sea A € R™*!. Entonces (B+ C).A= B.A+C. A.
(4) Sean A € R™*" B ¢ R™™ y C € R*". Entonces (AB)C = A(BC).

(5) Sean A € R™*" B € R™! y o € R. Entonces (¢A)B = a(AB) = A(aB).

Demostracion.

(1) Es claro que A.I, € R™* ™. Por lo tanto, las matrices A y A.I, tienen el mismo
tamano.

Sean i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}. Entonces

(ATn)ig =Y ATy = Aij.1 = Ay
k=1

ya que
[0 sik#j
(I")’”_{1 sik=j

Por lo tanto, A.I, = A.

La demostracién de que I,,,.A = A es similar y queda como ejercicio para el lector.

(4) Como A € R™" y B € R™! entonces A.B € R™*!. Y como C € R entonces
(A.B).C € R™". Por otra parte, como B € R™*! y C' € R™" entonces B.C € R"™*". Y
como A € R™*™ entonces A.(B.C) € R™*". Por lo tanto, las matrices (AB)C y A(BC)
tienen el mismo tamaino.

Sean i € {1,2,...,m}y j€{1,2,...,r}. Entonces

l l n l n
((A.B).C)ij = > (A.B)uCrj = > ( Aih.Bhk> Crj =Y AinBupCh; .
k h=1

=1 k=1 k=1h=1

Por otra parte,
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n n l n l
(A(BC))ZJ == Z Alk/(BC)k/] == Z Aik’ (Z Bk/h"ch/j> = Z Z Aik/Bk/h’Ch'j .
k=1 k=1 h'=1 k'=1h'=1
Notemos que las expresiones de ambos renglones coinciden pues h' juega el rol de k y

k' juega el rol de h.
Por lo tanto, (A.B).C = A.(B.C) .

Las demostraciones de los items (2), (3) y (5) quedan como ejercicio para el lector. O

Definiciéon 2.30. Sea A € R™ "™ una matriz cuadrada. Decimos que A es inversible si
existe una matriz B € R"*™ tal que A.B =1y B.A = I. En este caso, la matriz B se
llama matriz inversa de A y se nota AL

Observacion 2.31. Sea A € R™ ", Si A es inversible entonces la inversa es tnica. En efecto,
si las matrices B y C son inversas de A entonces se tiene que

B=B.I=B.(A.C)=(B.A).C=1.C=C.

Es decir, B=C.
Ejemplo 2.32. Hallar, si existe, la inversa de la matriz A = ( i g >
Solucion:
Buscamos una matriz B € R?*? tal que AB = [ y BA = I. Planteamos B = < Z Z >

Entonces A.B = < 2a+5c 2b+5d )

a+3c b+3d

Queremos que A.B = I, entonces necesitamos que

2a 4+ 5¢c =
2b + 5d
a+3c =
b+3d =

I
_ o O =

Tenemos entonces dos sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas cada uno:

% + 5¢ = 1 % + 5d = 0
a + 3¢ = 0 y b + 3d = 1

Como ambos tienen la misma matriz asociada podemos resolverlos juntos:

2 511 0 1 3|0 1

1 3/0 1 i<y 2 511 0 FoFy—2F
1 310 1
0O —-1]1 -2 Fo—(—-1)F>

e 1 3 01 e 1 0] 3 =5
0 1|]-1 2 P11 =31, 0 1|-1 2

Luego, los sistemas originales son equivalentes a los sistemas

|

a = 3 b - respectivamente

Asi obtenemos B = < _i) _g )

Dejamos como ejercicio para el lector verificar que A.B =1y que B.A=1.

Luego, A es inversible y A7 = < _:1)) _; >
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Definicién 2.33. Sean m,n € N y sea A € R™*". Definimos la matriz transpuesta de
A como la matriz A" € R™™ definida por (A%);; = Aj; para todos i € {1,2,...,m} y
j€{1,2,...,n}. Es decir, la matriz transpuesta de A se obtiene poniendo las filas de A
como columnas (y por ende, las columnas quedan como filas).

1 -2 5

Ejemplo 2.34. Sea A = < 0 3 4

10
). Entonces At = -2 3
5 4

Definicién 2.35. Sean n € N y sea A € R"*". Decimos que A es una matriz simétrica si
A" = A, es decir, si Aj; = A;j para todos 7,5 € {1,2,...,n}.

Ejemplo 2.36. Sea

1 0 4
A= 0 -3 5
4 5 =2

La matriz A es una matriz simétrica.

Proposicion 2.37. Sean m,n,l € N. Entonces:

(1) VA € R™*n (At = A.

(2) VA, B € R™*" (A + B)! = At + Bt

(3) VA € R™" Va € R, (a.A)! = a. A"

(4) VA e Rm*n vB e R (A.B)! = Bt Al

(5) Si A € R™™ es inversible entonces At es inversible y (AY)~1 = (A~1)L.

Demostracion.

(4) Notemos que A.B € R™!. Luego (A.B)! € R*™. Por otra parte, B® € R>*" y
At € R™ ™. Luego, es posible hacer el producto Bf.A? y se obtiene que Bt. At € R>™,
Asi, (A.B)! y B!. A tienen el mismo tamaro.

Debemos probar ahora que para todos i € {1,2,...,l} y j € {1,2,...,m} vale que
A.B));; = (Bt.AY);;. Sean i € {1,2,...,1 € {1,2,...,m}. Se tiene que
(( J J ) ) yJ ’ ’ q

(A.B))ij = (A-B)ji =Y AjrBri = > (A (Bik = Y (B)ir(A")x; = (B'. A"y
k=1 k=1 k=1
Por lo tanto, (A.B)! = Bt. At O

(5) Aplicando la propiedad (4) tenemos que
At (A HY =1 A=T"=1T

Similarmente

(AH A = (A A Y =T =1

Por lo tanto A? es inversible y su inversa es (A™1)%.
Las demostraciones de los items (1), (2) y (3) quedan como ejercicio para el lector.
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Observacién importante 2.38. Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con
n incégnitas

a11x1 + aexs A+ ... 4+ aipxrn, = b

a1 + axprs + ... + axpz, = b

amiT1 + amors + ... + GmnTn = bm
by
. . b2
Sea A su matriz asociada y sea b = .
bim

Sea x = (z1,%2,...,2,). Podemos pensar a x como un vector de R” o también como

una matriz ( 1 T9 ... Ty, ) e RIxn,

Notemos entonces que el sistema de ecuaciones lineales anterior puede escribirse en la
forma A.z! = b.

A partir de la observacion anterior prodremos deducir facilmente algunas propiedades
de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo asi como también las
relaciones entre las soluciones de un sistema no homogéneo y las de sus sistema homogéneo
asociado. Estas propiedades se detallan en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.39. Sean m,n € N y sean A € R™*" y b € R™X1. Sea Sy el conjunto de
soluciones del sistema A.x' = b, es decir, Sy = {x € R" / Ax' = b}. Sea Sy el conjunto de
soluciones del sistema homogéneo asociado al anterior, es decir, So = {x € R" / Az* = 0}.
Entonces

(1) m 0S5,
w Six,y €Sy entonces x +y € Sy.
» Sixz e Sy yaeR entonces ax € 5.

(2) Six,y €Sy entonces x —y € Sp.
(3) Si s €Sy entonces S, ={y € R" /y =x+ s para algin x € Sp}.

Demostracion.
(1) Como A.0! = 0, se tiene que 0 € S.
Six,y € Sy entonces A.z' =0y A.y' = 0. Luego

Al+y)=A(@"+y)=A2'+ Ay =0+0=0.

Por lo tanto, z +y € Sp.
Siz € Syy acR entonces

A(az)! = A (ar') = a(A.2z") = a.0 = 0.

Por lo tanto, ax € Sy.
(2) Si x,y € Sy entonces A.zt =by A.yt =b. Luego

Al—y)t=A@@" —y)=A2" —Ay' =b-b=0.

Por lo tanto, z — y € Sp.
(3) Sea s € Sp. Queremos probar que S, = {y € R" /y = x + s para algin x € Sy}.
Veamos la doble inclusién.
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(D) Sea y € R™ tal que y = x + s para cierto x € Sy entonces
Ayt =A(z+s) =A@ +s)=A2"+ As'=0+b=0b.

Por lo tanto, y € Sp.

(C) Sea y € Sp. Entonces, por el item (2), y — s € Sp. Llamemos x = y — s. Entonces
y=1x+sconzx €Sy O

Observacion 2.40. El tercer item de la proposicién anterior dice que si tenemos una solucion
s del sistema de ecuaciones A.z! = b entonces todas las soluciones de dicho sistema se
obtienen sumando s a las soluciones del sistema homogéneo asociado.

Proposiciéon 2.41. Sea n € N y sean A, B € R™*". Si A y B son inversibles entonces
A.B es inversible y (A.B)™' = B~1.A71.

Demostracion. Se tiene que

(A.B).(B' A Y=ABB WA '=UANA =441 =1T

(BLAYHY.(AB) =B (A1t A).B=B'1)B=B1'B=1I
Por lo tanto, A.B es inversible y (4.B)"! = B~1.A7L. O

Definicion 2.42. Sea n € N. Las matrices elementales de tamano n X n son las matrices

de R™ ™ que se obtienen de aplicar una de las transformaciones permitidas a la matriz
identidad.

Tenemos entonces matrices elementales de tres tipos:

s Matrices elementales de transposicion. Son las obtenidas intercambiando dos filas de
la matriz identidad. Si j,k € {1,2,...,n} son tales que j # k, notaremos E(T, j, k)
a la matriz que se obtiene de intercambiar las filas j y k de la matriz identidad.

s Matrices elementales de multiplicacion. Son las obtenidas multiplicando una fila de
la matriz identidad por un nimero real no nulo. Si j € {1,2,...,n} y a € R — {0},

notaremos E (M, j, &) a la matriz que se obtiene de multiplicar la fila j de la matriz
identidad por a.

» Matrices elementales de combinacidon. Son las obtenidas sumando a una fila de la
matriz identidad un muiltiplo de otra de sus filas. Si j,k € {1,2,...,n} son tales

que j # ky a € R, notaremos E(C, j, k,«) a la matriz que se obtiene de aplicar la
transformaciéon Fj < Fj + aF}, a la matriz identidad.

Ejemplo 2.43. Las siguientes son matrices elementales de R?*5:

1000 0
0000 1
E(T,2,5)=] 0 0 1 0 0
00010
01000
1000 0
01000
E(M,4,6)=| 0 0 1 0 0
0006 0
0000 1
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10000
01000
E(C,3,24)=] 0 4 1 0 0
00010
00001

Proposiciéon 2.44. Sean m,n € N y sea A € R™*", Sea A’ la matriz que se obtiene
aplicando a A una de las transformaciones permitidas y sea E la matriz elemental que se

obtiene aplicando la misma transformacion a la matriz I,,. Entonces E.A = A’.

Demostracion. Analizaremos cada uno de los tres casos correspondientes a cada uno de

los tipos de transformaciones permitidas.

Supongamos primero que la transformacién aplicada a la matriz A es F} < F}, para

ciertos j,k € {1,2,...,m} con j < k.
Tenemos que

a1l a12 Aln
a21 a22 a2n
Gml  Gm2 Amn
1 0 0 0 0 ar a2 a1n
1 0 0 0] as1  ao9 a2n
Filaj — 00 ... 0 1 0 a1 Qg2 Akn
Fila k — 0O 0 ... 1 0 0 a1 ;2 QAjn
0O 0 ... 0 0 1 am amo Amn
T T
Col. 5 Col. k

Por lo tanto, en este caso E.A = A’

Supongamos ahora que la transformaciéon aplicada a la matriz A es F; < af} para

ciertos j € {1,2,...,m} y « € R —{0}.
Tenemos que

ai; a2 a1n

a1 a2 a2n

aml  am2 Amn

1 0 0 0 aill ai19 A1n

1 0 0] as1 a2 a2n

Fila j — 0 0 ... « 0| aajr «aj aajy
0 0 0 1| ami  am2 Amn

Col. j
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Por lo tanto, en este caso también vale que £.A = A’

Por ultimo, supongamos que la transformacién aplicada a la matriz A es F; <+ F;+aFj,
para ciertos « € Ry 5,k € {1,2,...,m} con j # k.

Tenemos que

all ai19 A1n
a1 as9 a2,
am1 Am?2 Amn
10 ... 0 ... 0 ... 0 ail aio A1n
o1 ... 0 ...0 ...0 a1 a9 aon
Fila j — 00 ... 1T ... a ... 0faji+aap ajp+aoary ... ajp+ Qag,
Fila k£ — o0 ... 0 ...1 ...0 a1 a2 Ak,
o0 ... 0 ... 0 ...1 am1 Am2 Amn,
T T
Col. 5 Col. k
Por lo tanto, en este caso también vale que £.A = A’ ]

Proposicion 2.45. Las matrices elementales son inversibles y sus inversas son también
matrices elementales.

Demostracion. Aplicando la proposiciéon anterior para A = FE(T,j,k) tenemos que
E(T,j,k).E(T,j,k) es la matriz que se obtiene de intercambiar las filas j y k de la
matriz E(T, j, k). Por lo tanto, E(T,j,k).E(T,j,k) = I. Luego, E(T, j, k) es inversible y
su inversa es ella misma.

Por otra parte, y también por la proposicién anterior, si a # 0 entonces la matriz
E(M,j,a). E(M, 7, é) es la que se obtiene de multiplicar la fila j de la matriz E(M, j, é)
por a. Por lo tanto, E(M, j,«).E(M, j, é) =1

Similarmente, la matriz E(M, j, é)E (M, j,«) es la que se obtiene de multiplicar la fila
j de la matriz E(M, j, ) por é Por lo tanto, E(M, j, é).E(M,j, a) =1.

Luego, E(M, j,«) es inversible y su inversa es E(M, 7, é)

Por otra parte, y aplicando nuevamente la proposiciéon anterior, tenemos que la ma-
triz E(M, j, k,«). E(M, j, k,—a) es la matriz que se obtiene de aplicar la transformacién
F; < Fj 4+ aF}y, a la matriz E(M, j,k, —a). Y como la matriz E(M, j,k, —«) es la que se
obtiene de aplicar la transformacién Fj <— F; — oF}, a la matriz identidad obtenemos que
la matriz E(M,j,k, o). E(M, j, k,—a) se obtiene de aplicar a la matriz identidad prime-
ro la transformaciéon F; < F; — aF} y luego la transformaciéon F; < F; + aF}. Luego
E(M,j, ko). E(M, j, k,—a) = 1.

De manera similar se prueba que E(M,j,k,—«a).E(M,j,k,a) = I. Por lo tanto,
E(M,j,k,«) es inversible y su inversa es E(M, j, k, —a). O

Teorema 2.46. Sean € N y sea A € R™". Son equivalentes:
(1) A es inversible.

(2) Para todo b € R™! el sistema Ax' = b tiene solucion inica.
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(3) El sistema Ax! = 0 tiene solucion tinica z = 0.
(4) A es producto de matrices elementales.

Demostracion.

(1)=(2) Sea b € R™*!. Veamos primero que el sistema Az’ = b tiene solucién.

Sea z = (A71.b)!. Notemos que A~1.b € R™! y luego (A~1.b)" € RIX". Entonces
podemos ver a z = (A~1.b)* como un vector de R".

Tenemos entonces que

A=A (A1) =A4.(A ) =A.A YD) =1b=

Por lo tanto, z es solucién del sistema.
Veamos ahora que z es la tnica solucién del sistema. Sea y una solucién del sistema
Az! = b. Entonces

Ayt =b.

Luego
AN Ay = A7

de donde se obtiene que
(A Ay = A",

es decir,

(I.yt)y=A""s.

Luego
yt — A—lb

de donde obtenemos que
y=(") = (A7) = 2.

Asi, y = z y por lo tanto z es la unica solucién del sistema.

(2)=(3) Trivial.

(3)=(4) Como el sistema Az' = 0 tiene solucién tnica y A € R™*" entonces al escalo-
nar la matriz A quedan n ecuaciones no triviales (tantas como incégnitas). Por lo tanto,
por lo hecho en la demostracién de la proposicién 2.9 sabemos que el primer coeficiente
no nulo de la j-ésima ecuacién en el sistema escalonado obtenido debe ser el de la variable
xj. Dicho de otra forma, al escalonar la matriz queda una matriz triangular superior con
entradas no nulas en la diagonal principal.

Aplicando las transformaciones permitidas a esta matriz escalonada podemos llevar
esta matriz a otra que tenga unos en la diagonal. Luego, podemos seguir aplicando trans-
formaciones permitidas para llevar esta nueva matriz a otra cuyas entradas de arriba de la
diagonal principal sean todas cero. De este modo, aplicando transformaciones permitidas
hemos llevado la matriz A a la matriz identidad.

Por la proposicién 2.44 sabemos que cada una de estas transformaciones permitidas
se puede obtener multiplicando a la matriz a izquierda por una matriz elemental. Luego,
existen matrices elementales E1, Fo, ..., E, tales que

Er.... By Ey.A=1.
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Y como, por la proposicién anterior, las matrices elementales son inversibles, de la igualdad
anterior obtenemos que

(B) Y (E,.E,_i.... .Ey.E;.A) = (E,)"L.I
(E) YE).(Ey_y.... . Ey.E1.A) = (B!
I.E._y.... .Fh.E1. A = (E)!
E._q.....Ey.F1.A = (E)!

(Br 1) Y.Ery.... . E3.B1.A = (BE,_) L.(E)!

B o.....Ey.B1.A = (B, '.(E)?

A = (B) ' (B) (B ()T

Y como, por la proposicion anterior, las inversas de matrices elementales son también
matrices elementales, obtenemos que A es producto de matrices elementales.

(4)=(1) Por la proposicién 2.41, el producto de dos matrices inversibles es inversi-
ble. Por lo tanto, el producto de una cantidad finita de matrices inversibles es también
inversible.

Ahora bien, como por hipétesis A es un producto de matrices elementales y las matrices
elementales son inversibles por la proposicién anterior, entonces A es un producto de

matrices inversibles y luego A es inversible. U
Determinantes
Definicién 2.47. Sea n € N. Una permutacion del conjunto {1,2,...,n} es una funcién

biyectiva f:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Notacion 2.48. Al conjunto de permutaciones del conjunto {1,2,...,n} lo notaremos S,.
Y si f € S, notaremos a f por (f(1) f(2) f(3) ... f(n))

Ejemplo 2.49. Sea f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} definida por f(1) =3, f(2) =1, f(3) =2
y f(4) = 4. Entonces f € Sy y podemos notar a f por (3 12 4).

Ejemplo 2.50.

Las permutaciones del conjunto {1,2} son (1 2) y (2 1).

Las permutaciones del conjunto {1,2,3} son (123),(132),(213),(231),(312)y
(321).

Definicion 2.51. Sea n € N. Una transposicion de S, es una permutacion f de S, tal
que f(j) # j para exactamente dos valores de j € {1,2,...,n}.

Ejemplo 2.52. (1 53 4 2) es una transposicién de Ss.

Proposicion 2.53. Sea n € N. Toda permutacion de S, puede escribirse como composi-
cion de transposiciones.

Ejemplo 2.54. Escribamos a la permutacién (52 1 3 4) como composicién de transposi-
ciones:

1 l]——1

/2/<2 2

3 3 3

>

Ot = W N

S9——=5——=5



INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL 41

Proposicion 2.55. Sea n € N y sea f € S,. Supongamos que f =c10090...00, Yy que
f=momo...o1s donde 01,09,...0,,T1,T2,...,Ts SON transposiciones. Entonces r y s
tienen la misma paridad.

Definiciéon 2.56. Sea n € N y sea f € 5,,. Supongamos que f = g1 009 0...0 0, donde
01,02, ...0, son transposiciones. Definimos el signo de f por sgn(f) = (—1)".

Es decir, el signo de f es 1 si f se escribe como la composiciéon de una cantidad par
de transposiciones y —1 si f se escribe como la composicién de una cantidad impar de
transposiciones. La proposicién anterior nos dice que el signo de una permutaciéon estd bien
definido pues no dependerd de la descomposicién de f elegida.

Definicion 2.57. Sean € Ny sea A € R™*"™ una matriz cuadrada. Definimos el determi-
nante de A como el nimero real

det(A) = > sen(f) A1y A2s) - - Anfin)
fESn

Ejemplo 2.58.

(1)SeaA:<Z Z)

Ya hemos visto que en Sy hay dos permutaciones: (1 2) y (2 1). Claramente la permu-
tacién (1 2) es la permutacién identidad que tiene signo 1 y la permutacién (2 1) es una
transposicién y por lo tanto tiene signo —1. Entonces

det(A) =1.411.49 + (—1).A12.A21 = ad — be.

a b ¢
(2)SeaA=| d e f
g h 1

Ya hemos visto que en S3 hay seis permutaciones: (1 2 3), (1 32), (213), (231),
(312)y(321). Analicemos el signo de cada una de ellas.

La permutacién (1 2 3) es la identidad y por lo tanto tiene signo 1.

Las permutaciones (1 3 2), (21 3) y (3 2 1) son transposiciones y por lo tanto tienen
signo —1.

La permutacién (2 3 1) se puede escribir como composicién de las transposiciones
(213)y(321)y por lo tanto tiene signo 1.

La permutacién (3 1 2) se puede escribir como composicién de las transposiciones
(321)y (21 3)y por lo tanto tiene signo 1.

Luego

det(A) 1.A11.A99.A33 + (—1).A11.A23.A32 + (—1).A12.A21.A33+
1.A19.A93.A31 + 1. A13.A91. A0 + (—1).A13.A22.A31 =

aet —afh —bdi+bfg+ cdh — ceg .

-+l

Veremos ahora una regla para calcular determinantes sin utilizar permutaciones.

Notacion 2.59. Sean € Ny sea A € R"*"™ una matriz cuadrada. Sean i, € {1,2,...,n}.
Notaremos A;;) a la matriz que se obtiene a partir de la matriz A eliminando su fila i y
su columna j.

1 2 3 9 3
Ejemplo 2.60. Sea A= 4 5 6 |.Entonces Ay = < 3 9 )
7 89
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Proposicién 2.61. Sean € N y sea A € R™™ una matriz cuadrada. Sea k € {1,2,...,n}.

Entonces
n

det(A) =Y (=1)* Ay det(Ag;))

J=1

n

det(A) = Z(—l)lJrkAzk det(A(Z‘k))
i=1
La primera férmula se conoce con el nombre de desarrollo del determinante por la fila
k y la segunda se conoce con el nombre de desarrollo del determinante por la columna k.

-2

1
Ejemplo 2.62. Sea A= | 3 . Calcular det(A).
1

= Ot N

0
3
Solucion:

Haciendo el desarrollo del determinante por la primera fila queda

det(4) = (=1)"*.1.det < g i ) + (—1)12(—2).det ( ‘i’ Z >+

+ (=1)1*3.2.det < i’ g ) =
= —15+4+2.7+29=—-15+14+18=17.

Por lo tanto, det(A) = 17.
Si desarrollamos el determinante por la segunda columna queda

det(A) = (—1)'+2.(-2).det ( i’ Z > +(—1)2+2,0.det< i i >+

1 2
_1)3+2 _
+ (-1 .3.det<3 5)-
= 2.7+0+(=3).(-1)=14+3 =17.

Y obtenemos nuevamente que det(A) = 17.

o O O

Ejemplo 2.63. Sea A = . Calcular det(A).

TSN NG R
co Tt WwWw O
© O O O

10
Solucion:
Desarrollando el determinante por la primera fila obtenemos que

3 0 0 3 0 O
det(A) = (~1)""'1.det | 5 6 0 | +0+0+0=1.det| 5 6 0
8 9 10 8 9 10
Y desarrollando este ultimo determinante por la primera fila se obtiene que
3 0 0 6 0
det(A) = l.det| 5 6 0 | =1.((=1)"*".3.det +0+0) =
9 10
8 9 10
6 0
= 1.3.det 0 10 )= 1.3.(6.10 —9.0) = 1.3.6.10 = 180 .



INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL 43

Aplicando el desarrollo del determinante por filas o columnas no es dificil demostrar
la siguiente proposicion.

Proposicion 2.64. Sean € N y sea A € R™*",
(1) Si A tiene una fila o una columna de ceros entonces det(A) = 0.

(2) Si A es una matriz triangular superior o inferior entonces det(A) es el producto de
los elementos de la diagonal.

(3) det(A') = det(A).
Proposicion 2.65. Sean € N y sea A € R™*",

(1) Si A" es la matriz que se obtiene aplicando a A la transformacion Fj < Fy, entonces
det(A") = — det(A).

(2) Si A es la matriz que se obtiene aplicando a A la transformacion F; — oF; entonces
det(A") = adet(A).

(3) Si A" es la matriz que se obtiene aplicando a A la transformacion F; — F; + aFy,
entonces det(A’) = det(A).

a

Ejemplo 2.66. Sea A = < . b > Supongamos que det(A) = 3.

d
Entonces

c d
det(a b>__3'

a b
det<5c 5d>—5.3—15.

a b
det<c+3a d+3b ) =3

Corolario 2.67. Sean € N y sea A € R™*"™. Si la matriz A tiene dos filas iguales entonces
det(A) = 0.

Proposicién 2.68. Sean € N, sea A € R™*" y sea o € R. Entonces det(aA) = o”det(A).
Proposicién 2.69. Sean € N y sean A, B € R"*". Entonces det(A.B) = det(A).det(B).
Definicién 2.70. Sean € Ny sea A € R"™™. Sean i,j € {1,2,...,n}.

» El cofactor correspondiente al lugar (i,7) de la matriz A es el numero real

Cij = (=1)"" det(Ag)) -
» La matriz de los cofactores de A es la matriz cof(A) € R™*™ definida por
(cof(A))ij = Cij -
» La matriz adjunta de A es la matriz adj(A) € R"*™ definida por

adj(A) = (cof(A))* .
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2 =3 5
Ejemplo 2.71. Sea A= -1 0 4
—2 1 3
Entonces
-4 -5 -1
cof(A) = 14 16 4
—-12 —-13 -3
y luego
-4 14 -12
adj(4) = | —5 16 —13
-1 4 -3
2 00 2 00
Observemos que A.adj(A)=| 0 2 0 | yqueadj(4). A= 0 2 0
0 0 2 0 0 2
Ademis,

det(A) = (—1)*1(=1).(=14) + 0+ (-1)*T3 4. (-4) = -14+ 16 =2 .
Este ejemplo muestra algo que vale en general, como vemos en la siguiente proposicién.
Proposicion 2.72. Sea n € N y sea A € R"*™. Entonces
A.adj(A) = det(A). I = adj(A). A .

Demostracion. Para demostrar que A.adj(A) = det(A). I debemos probar que para todos
i,7 €{1,2,...,n} se cumple que

(A.adj(A))i; = { detéA) Zi i;j

Sean i,j € {1,2,...,n}. Supongamos primero que i = j. Entonces
(A.adj(A))i; = (A.adj(4));; = ZAjk(adj(A))kj = Ajilcof(A))j, =
= ZA 1)7F det(Agjip)) = det(A) .

Analicemos ahora el caso en que 7 # j. Sea B la matriz que se obtiene reemplazando la
fila j de A por la fila ¢ de A. Es decir, tanto la fila ¢ como la fila j de B coinciden con la
fila i de A y el resto de las filas de B son iguales a las correspondientes filas de A.

Entonces para todo k € {1,2,...,n} se tiene que Bj, = A;; y que las matrices Bk
y Aj|k) son iguales. Luego

(A.adj(A); = > Awl(adj(A))x; = Z Agg(cof(A
k=1

= ZAlk(— 1)7+k det( A(j|k ZB k ]Jrkdet(B(ﬂk)) =
= det(B) =0

ya que la matriz B tiene dos filas iguales.
Por lo tanto, A.adj(A) = det(A). 1.
Analogamente se demuestra que adj(A). A = det(A). I. O
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Teorema 2.73. Sean € N y sea A € R™"™ una matriz cuadrada. Entonces A es inversible

si y sélo si det(A) # 0. Ademds, en este caso se tiene que A~' = m.adj(fl) .

Demostracién. (=) Supongamos que A es inversible. Entonces A.A~! = I. Luego
det(A. A7) = det(I)

entonces por 2.69 tenemos que
det(A).det(A™ 1) =1.

Por lo tanto, det(A) # 0.
1

(<) Supongamos que det(A) # 0. Sea B = m.adj(A). Se tiene que

(A.adj(A)) =

A.B:A.( (det(A).I) =1 .

1 . 1
det(A) 'adJ(A)> = Jet(4) det(A)

En forma similar

B.A= (detl(A).adj(A)> A= detl(A).(adj(A).A) - detl(A).(det(A).I) _7.
Por lo tanto, la matriz A es inversible.
Ademds, obtenemos que si det(A) # 0 entonces A~! = m.adj(fl) . O
De los teoremas 2.46 y 2.73 obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 2.74. Sean € N y sea A € R™"™ una matriz cuadrada. Son equivalentes:
(1) det(A) # 0.
(2) Para todo b € R™*! el sistema Az = b tiene solucion tnica.

Ejemplo 2.75. Sea a € R. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

z + 3y = a
3r + a’y = 9

Hallar los valores de a para los cuales el sistema anterior tiene solucién tnica, aquellos
para los que tiene infinitas soluciones y aquellos para los que no tiene solucién.

Solucion:
La matriz asociada al sistema es

13
(a2

y su determinante es det(A) = a? — 9.
Sabemos que el sistema tendra solucién tnica si y sélo si det(A) # 0. Observamos que

det(A) =0=ad>-9=02a=30a=-3.

Por lo tanto, si a € R — {3, —3} entonces el sistema tiene solucién unica.

Ademsds, si a = 3 0 a = —3 entonces det(A) = 0 y por lo tanto el sistema no tiene
solucién tnica. Luego, si a = 3 0 a = —3 el sistema puede ser compatible indeterminado
o incompatible. Analicemos qué ocurre para estos valores de a.
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Si a = 3 entonces la matriz ampliada asociada al sistema, es

1 3|3
3 919

y aplicando el método de eliminaciéon de Gauss queda que

1 3|3 1 313
e
3 919 Fa+Fy—3Fy 0 00

El sistema asociado a esta 1ltima matriz ampliada se encuentra en forma escalonada y
tiene sdlo una ecuacién no trivial y dos incognitas. Por lo tanto, si a = 3 el sistema tiene
infinitas soluciones.

Si a = —3 entonces la matriz ampliada asociada al sistema es

1 3|-3
3 9] 9
y aplicando el método de eliminaciéon de Gauss queda que
1 3|-3 U 1 3|3
3 9 9 FaFa—3F 0 0118

El sistema asociado a esta 1ltima matriz ampliada se encuentra en forma escalonada y
tiene una ecuacion absurda. Por lo tanto, si @ = —3 el sistema no tiene solucién.



Capitulo 3

Espacios vectoriales

Definicién 3.1. Un espacio vectorial sobre R (o R-espacio vectorial) es un conjunto V
junto con dos operaciones +: VxV = Vy .: RxV —V (llamadas suma y producto por
escalares, respectivamente) que cumplen las siguientes propiedades:

(1) Yu,v,w eV, (u+v)+w=u+(v+w).
(2) Vo,weV, v+w=w+w.
(3) 30€V/VveV, 0+v=v y v+0=nw.

4) VoeV, I3—veV/ (-v)+v=0y v+ (—v)=0.
(5) YoeV, 1. =w.

(6) VaeR, Vo,w eV, a.(v+w) =a.v+a.w.
() Vo,BER, YVveV, (a+p).v=a.v+ ..
(8)

8) Va,B R, Vv eV, a.(B.v) = (a.f).v.
Los elementos de V se llaman wvectores.
Notacion 3.2. Notaremos u — v = u + (—v).
Ejemplos 3.3.
(1) Sea n € N. Entonces R™ con las operaciones usuales, es un R-espacio vectorial.
(2) Sea n,m € N. Entonces R™*™ con las operaciones usuales, es un R-espacio vectorial.

(3) El conjunto R[z] de polinomios con coeficientes reales con las operaciones usuales, es
un R-espacio vectorial.

(4) El conjunto de polinomios de grado menor o igual a n, con las operaciones usuales es
un R-espacio vectorial.

Observacion 3.4. Trabajaremos con espacios vectoriales sobre R por lo cual diremos sim-
plemente que V es un espacio vectorial para indicar que es un R-espacio vectorial.

Proposicion 3.5. Sea V un espacio vectorial. Entonces
(1) Vv eV, 0.v=0.
(2) Va e R, a.0 =0.

47
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(3) YVveV, (-1).v=—v.

(4) Yo,w eV, —(v+w) = (—v) + (—w).

() Vae RVo,weV, a.(v—-—w)=a.v—a.w.

(6) SiaeRveV, entonces a.v =0 siy sélo sia=0 ov=0.

Demostracion.
(1) Sea v € V. Tenemos que

0.v=(0+0).v=0v+0.v.

Luego,
0.v + (—(0.v)) = (0.v 4+ 0.v) + (—(0.v)) = 0.v + (0.v + (—(0.v)).

y entonces 0 = 0.v + 0 de donde se obtiene que 0 = 0.v.
(2) Tenemos que
a.0=a.(04+0) =a.0+ a.0.

Luego,
.0+ (—(a.0)) = (a.0 + @.0) + (—(«.0)).

Entonces
0=0a.0+ (a.0+ (—(«.0)) =a.04+0

y por lo tanto
0 = «.0.

(3) Notemos que (—1).v + v = 0 ya que
(—DYowv+v=(-1)wv+lov=((-1)+1).v=0v=0
Entonces,
(—Dwv=(-1)wv+0=(-1)v+ v+ (-v) =((-1).v+v)+ (—v) =0+ (—v) = —v.

Por lo tanto, (—1).v = —v.
Las demostracioes de los items (4), (5) y (6) quedan como ejercicio para el lector. O

Definicion 3.6. Sea V un espacio vectorial y sea S C V un subconjunto. Decimos que S es
un subespacio vectorial de V (o simplemente un subespacio de V) si S con las operaciones
de 4+ y . heredadas de V es un espacio vectorial.

Ejemplo 3.7. El conjunto de polinomios de grado menor o igual a 3 es un subespacio de
Rz].

Proposicion 3.8. Sea V un espacio vectorial y sea S C V. Entonces S es un subespacio
de 'V si y solo si cumple las siguientes 3 condiciones:

(i) 0€S.
(1) YVo,w e S, v+we S.

(i) Va € R, Vv e S, aveS.
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Demostracion. (=) De la definicién de subespacio se obtiene que las operaciones de suma
y producto por escalares de V inducen operaciones + y .en S, es decir, +: S x S = Sy
2R xS — 5. Por lo tanto, para todos v,w € S vale que v +w € S y para todos a« € Ry
v € S vale que ae.v € S. Asi, se verifican las condiciones (ii) y (iii).

Por otra parte, como S es un espacio vectorial, entonces la suma de vectores de S
(que es la suma heredada de V) debe tener elemento neutro. En particular S es no vacio.
Entonces existe s € S. Luego, 0 = 0.s € S. Por lo tanto, la condicién (i) también se
verifica.

(<) Supongamos que se cumplen las 3 condiciones. Por (ii) y (iii) las operaciones
suma y producto por escalar de V inducen operaciones +: 5 xS - Sy R xS — 5.

Debemos probar que se cumplen las propiedades 1 a 8 de la definicién 3.1.

(1) Se hereda de V (como la suma en V es asociativa, en S también lo es).
(2) Se hereda de V.

(3) Por la condicién (i), 0 € S, luego 0 es el elemento neutro de la suma.
(4) Siv € S entonces —v = (—1).v € S por la condicién (%ii).

(5),

5), (6), (7) y (8) se heredan de V. O

Ejemplo 3.9. Sea S = {(z,y) € R?/y = 2.x}. Demostrar que S es un subespacio de R?.

Solucion: Veamos que se cumplen las condiciones (i), (ii) y (iii) de la proposicién 3.8.
(i) (0,0) € S porque 0 = 2.0.

(ii) Sean v = (v1,v2) y w = (w1, w2) € S. Veamos que v +w = (v; + wy,vy +wz) € S.
Como v € S entonces vo = 2v1 y como w € S entonces wy = 2wi. Luego tenemos
que

V9 + wo = 2v1 + 2wy = 2(2}1 + ’U)l).

Entonces, v+ w € S.

(iii) Sea o € Ry v = (v1,v2) € S. Veamos que a.v = (a.vy,.v3) € S. Como v € S
entonces vy = 2v1. Luego tenemos que a.vy = a.(2.v1) = 2.(cw.v1). Entonces, a.v € S.

Por lo tanto, S es un subespacio de R2.

Definiciéon 3.10. Sea V un espacio vectorial. Sean v1,vs,...,v, € V una combinacion
lineal de los vectores v1,vs,...,v, €s una expresion del tipo ag.v1 + ag.v9 + ... + .Uy,
donde ai,as,...,a, € R.

Ejemplo 3.11. Escribir (2,6) como combinacién lineal de los vectores (1,0) y (3,2).

Solucion: Queremos hallar niimeros reales « y 3 tales que
(2,6) = a.(1,0) + 5.(3,2)
Queremos entonces que (2,6) = (a + 33,203). Luego,

a+38=2
28=6

Entonces 8 = 3 y luego o = —7. Por lo tanto,
(2,6) = —7.(1,0) + 3.(3,2) .

Definiciéon 3.12. Sea V un espacio vectorial. Sean wv1,v9,...,v, € V. Decimos que el
conjunto {vy,va,...,v,} genera V (o que es un conjunto de generadores de V) si todo
vector de V se puede escribir como combinacién lineal de los vectores vy, v, ..., vy,.
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Ejemplos 3.13.
(1) El conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera R3. En efecto, si (x,y, z) € R? entonces
(x,y,2) =x.(1,0,0) +y.(0,1,0) + 2.(0,0,1)
Por lo tanto, todo vector de R? se puede escribir como combinacién lineal de (1,0,0),
(0,1,0) y (0,0,1).
(2) El conjunto (1,-3),(—2,6) no genera R2.

Veamos que el vector (1,0) no es combinacién lineal de (1,—3) y (—2,6). En efecto,
si lo fuera existirian «,f € R, tales que (1,0) = «.(1,-3) + 8.(—2,6), es decir,
(1,0) = (v — 28, =3 + 63). Luego,

a—28=1
{ —3a+65=0

Aplicando el método de eliminacién de Gauss obtenemos

1 2|1 1 2|1
-3 6|0 Fo—Fo+3.1 0 0|3

Entonces, el sistema no tiene solucion.

Luego, no existen a, § € R, tales que (1,0) = a.(1,—-3) + 5.(—2,6). Entonces (1,0) no
es combinacién lineal de (1,—-3) y (—2,6).

Por lo tanto, el conjunto {(1,—3),(—2,6)} no genera R2.

Definiciéon 3.14. Sea V un espacio vectorial y sean wvi,va,...,v, € V. El subespacio
generado por los vectores vi,va, ..., v, es el subespacio Gen({v1,va,...,v,}) definido por
Gen({v1,v2,...,0n}) ={a1.v1 + 2. v2a+ ... + ap.vy /a1, 0,...,a, € R}

También notaremos Gen({vy,va,...,v,}) = (v1,V2,...,Un).
FEjercicio: Demostrar que si vy, vs,...,v, € V entonces Gen({vy,vs,...,v,}) es efectiva-

mente un subespacio de V.

Ejemplo 3.15. Sea S = {(3r+t,2r,t—r,r,t)/r,t € R}. Hallar un conjunto de generadores
para S.

Solucion: Notemos que
(3r+t,2r,t —r,r,t) = (3r,2r,—r,r,0) + (¢,0,¢,0,t) = r(3,2,-1,1,0) +¢(1,0,1,0,1)

Entonces, todo elemento de S es combinacién lineal de (3,2,—1,1,0) y (1,0,1,0,1). Por
lo tanto,

S = Gen({(3,2,-1,1,0), (1,0,1,0,1)}).

Definicion 3.16. Sea V un espacio vectorial. Decimos que V es finitamente generado si
existen vy, ve,...,v, € V tales que el conjunto {vy,vs,...,v,} genera V.

Definiciéon 3.17. Sea V un espacio vectorial y sean vy, v, ...,v, € V. Decimos que el
conjunto {vy,vs,...,v,} es linealmente independiente si se cumple que

Vaij,ag,...,a, €ER, aj.v1 +av.v9+...+ap.v, =0 = a3 =0,a0=0,...,a, =0.

Diremos que el conjunto {vy,ve,...,v,} es linealmente dependiente si no es linealmente
independiente.
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Ejemplo 3.18. Decidir si el conjunto {(1,2), (4,8)} es linealmente independiente o lineal-
mente dependiente.
Solucion: Observamos que —4.(1,2) + (4,8) = (0,0). Luego el conjunto anterior es lineal-
mente dependiente.

Si no encontramos los escalares a ojo, planteamos

0.(1,2) + .(4,8) = (0,0)
Luego,
(a+4.5,2.a+8.8) =(0,0)
y se obtiene un sistema de ecuaciones lineales:

a+46=0
20+ 88 =0

Resolvemos el sistema anterior por el método de eliminacién de Gauss:

1 4]0 1 410
e
2 810 Fo—Fr—2.F) 0 00

Obtenemos que la solucién general del sistema es (=43, 3), 8 € R.Y por ejemplo, haciendo
6 =1 obtenemos que o = —4 y luego

—4.(1,2) + (4,8) = (0,0)
como ya habiamos observado antes.

Observacion 3.19. Si v # 0 entonces el conjunto {v} es linealmente independiente.
En efecto, si a.v = 0, como v # 0 entonces, por el item (6) de 3.5 obtenemos que
a=0.

Observacion 3.20. Siun conjunto de vectores contiene al vector 0, entonces es linealmente
dependiente. En efecto, si tenemos {vy,vs,...,v,,0} entonces el conjunto es linealmente
dependiente, pues

0.vi +0.v9+...40.v, +1.0=0.

Proposicion 3.21. Sea V un espacio vectorial y sean vi,ve,...,v, € V. Entonces el con-
gunto {v1,ve,...,v,} es linealmente dependiente si y solo si uno de los vectores vy, ..., v,
es combinacion lineal de los otros.

Demostracion.
(=) Supongamos que el conjunto {vy,ve,...,v,} es linealmente dependiente. Entonces
existen aq,@s,...,a, € R no todos nulos tales que aq.v1 + as.v9 + ... + ap.v, = 0.

Luego existe k € {1,2,...,n} tal que ay # 0. Entonces

.V = —(1.U1 — Q2.2 — ... —Qk—1.Vp—1 — Ok41-Vk+1 — --. — Op.Up
y luego
aq (65 Q1 Q41 Qnp
Vp = ——.01] — —.V9 — ... — V-1 — Vg1 — -+ — —.Up
g 893 €93 893 893

(<) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v, es combinacién lineal de
v1,v2,...,Un_1. Entonces, existen aq,ao,...,a,_1 € R tales que

Up = Q1.1 +Q2.V2 + ...+ Qp—1.Upn—1
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Luego,

O=a1.v1+a2.v24+ ...+ Qp_1.0p-1+ (—1).0,
Entonces, 0 es combinacion lineal de vy, ve,...,v, con escalares no todos nulos. Por lo
tanto, el conjunto {v1,va,...,v,} es linealmente dependiente. ]
Proposicion 3.22. Sea V un espacio vectorial y sean vi,vs,...,v, € V tales que
{v1,v2,...,v,} es linealmente independiente. Sea w € V. Si {v1,va,..., vy, w} es lineal-
mente dependiente, entonces w es combinacion lineal de vy,vo,. .., vy.
Demostracion. Como el conjunto {vi,ve,...,v,, w} es linealmente dependiente, existen
Q1,09,...,0,, ant1 € R no todos nulos, tales que

Q1.1 Q2.2+ .. 4 ayn vy + appr.w = 0.

Si ap1 = 0 entonces queda que ag.v1 + @g.v3 + ... + .0, = 0 donde los niimeros
reales o, ag, . .., a;, no son todos nulos. Luego {v1,ve, ..., v,} es linealmente dependiente,
lo que es absurdo por hipétesis. Por lo tanto, a;,4+1 # 0.

Ahora bien, teniamos que

1.1 2.2+ ... F Uy F apy1w =0

luego
Up41.W = —Q1.V1 —G2.V2 — ... — Op.Up

y como a,+1 7 0, obtenemos que

(65} a9 (7%
w = — U1 — V9 — o — .Un
Qp41 Ap41 Ap41

y entonces w es combinacion lineal de v1,vs, ..., V. O
Proposicion 3.23. Sea V un espacio vectorial y sean vi,vs,...,v, € VY tales que
{v1,v9,...,u,} es linealmente independiente. Sea w € V tal que w es combinacion lineal
de vi,v9,...,U,. Entonces w se puede escribir de una unica manera como combinacion
lineal de v1,v9,...,0,.
Demostracion. Supongamos que existen aq, s, ..., Qn, 81,52, .., 0, € R tales que

W= Q1.1 + Q2.3 + ...+ 0.V
y

w=B1.v1+ Pa.v2+ ...+ Bn.vp
Entonces,

o101 + .09+ . F vy = P01+ Bovg o+ B

Luego,
(Oél — 51).’01 + (012 — 52).’02 + ...+ (Oén — ,Bn)’Un =0
y como {v1,vs,...,v,} es un conjunto linealmente independiente obtenemos que
041—,81:0, 042—5220, cee an—ﬁn:O.
Por lo tanto,
ar =P, ag =P ..., an=Pn .
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Teorema 3.24. Sea V un espacio vectorial. Sean vi,vs,...,v, € V tales que el conjun-
to {vy,va,...,v,} es linealmente independiente y sean wy,wa, ..., wy € V tales que el
conjunto {wi,wa, ..., wy,} genera V. Entonces n < m.
Demostracion. Como {wy,ws,...,wy} genera V, entonces existen aj1,ai12,...,Q1m,
Q21,29 .+ y A2y« + 5 Opl, Q2 - - -, O, € R tales que

V1 = Q11w + apw + ... + oW,

v2 = agiwr + axpwy + ... + Q2pWnp

Unp = OQplWi1 + QpoWy + ... + QpmWny

Sean 1,72, ..., € R. Se tiene que

M1+ v+ .+, = m(anwr + ..+ apWwy) + y2(001wr + ..+ Qo)+
+. o+ m(apwr + .+ apwy,) =
= (mo11 + 700 + ...+ Wman)wr + ...+
+('71041m + Yoom + ...+ 'Ynanm)wm

Por lo tanto, si

i + e + oo 4+ o = 00y
o2+ Yo 4 oo+ o = 0y
Y1+ Y202m + ...+ YaQum = 0
entonces
7v1+ 7202+ .o+ Vv, =0
y como {v1,vs,...,v,} es linealmente independiente, se obtendria que
71:07 72:()7"'7771:0-
Por lo tanto, el sistema
o+ e + oo+ Ypam = 0
oz + e oo+ Ypame = 0
YQm  t+ Y02, + ...+ YaQum = 0
tiene solucién dnica v; =0, 72 =0, ..., v, = 0.

Ahora bien, si m < n, como el sistema anterior es homogéneo y tiene m ecuaciones y
n incégnitas, entonces luego de escalonarlo quedaria sin ecuaciones absurdas y con menos
ecuaciones no triviales que incoégnitas y, por ende, tendria infinitas soluciones, lo cual es
absurdo. Por lo tanto, debe ocurrir que m > n. ]

Ejemplo 3.25. Sabemos que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera R. Entonces todo con-
junto linealmente independiente de R3 debe tener, a lo sumo, 3 elementos.
Por lo tanto, un conjunto de 4 vectores en R? no puede ser linealmente independiente.

Definicién 3.26. Sea V un espacio vectorial. Una base de V es un conjunto (ordenado)
de vectores de V que es linealmente independiente y que genera V.
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Ejemplos 3.27.

(1) Vimos que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera R3. Ademés, es claro que este conjunto
es linealmente independiente. Por lo tanto, {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} es base de R3. Este
conjunto llama base candnica de R3.

El conjunto {(0, 1,0), (1,0,0), (0,0,1)} también es linealmente independiente y también
genera R? por lo tanto, también es base de R3. Pero es una base distinta a la anterior,
porque cuando trabajamos con bases debemos tener en cuenta el orden de los elementos.
(2) EI conjunto {(1,0),(0,1)} es la base candnica de R2.

(3) El conjunto {(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1)} es la base candnica

Rn

de R"™,
(4) El conjunto {(é 8) , <8 (1)> , <(1) 8) , <8 ?)} es una base de R?*2.

Observacion 3.28. Sea V un espacio vectorial y sea B una base de V. Entonces, por 3.23,
tenemos que todo vector de V se puede escribir de una tnica manera como combinacion
lineal de los elementos de B.

Teorema 3.29. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Entonces V admite
una base. Mds ain, si A = {v1,v9,...,v,} es un conjunto linealmente independiente de
vectores de V y G = {wy,ws,...,wy} es un conjunto generador de V entonces existe un
subconjunto H C G tal que AU H es una base de V.

Demostracion. Definamos un conjunto B; de vectores de V de la siguiente manera. Si wy
es combinacién lineal de los elementos de A, definimos B; = A. Si w; no es combinacién
lineal de los elementos de A, definimos B; = AU {w; }.

Notemos que, en cualquier caso, B; es linealmente independiente. En efecto, si wy es
combinacién lineal de los elementos de A entonces B; = A y claramente B es linealmente
independiente pues A lo es por hipdtesis. Y si wy no es combinacion lineal de los elementos
de A entonces By = AU {w;} y si B; fuera linealmente dependiente, como A es lineal-
mente independiente, entonces, por la proposicion 3.22, w; seria combinacién lineal de los
elementos de A, lo que es absurdo. Por lo tanto, B es linealmente independiente.

Definimos ahora Bs de la siguiente manera:

B, si w9 es combinacion lineal de los elementos de Bj,
2 = .
By U{ws} sino

En forma similar a lo hecho con Bj, se puede probar que el conjunto Bs es linealmente
independiente.

Inductivamente, supongamos que tenemos definido By para cierto kK < m—1y que By
es linealmente independiente. Definimos By 1 por

By, si wgy1 es combinacién lineal de los elementos de By,
k+1 — .
By U{wg4+1} sino

Como antes, By, 1 resulta linealmente independiente.

Tenemos entonces definidos By, Bs, ..., By,. Sea B = B,,. Es claro que B = AU H,
para algiin subconjunto H C G.

Veamos que B es base de V. Por construccion, B es linealmente independiente. Veamos
que B genera V.

Afirmamos que los vectores wi, ws, ..., w,, son combinacién lineal de los elementos de
B. En efecto, sea i € {1,2,...,m}. Si w; € B, claramente w; es combinacién lineal de los
elementos de B. Si w; ¢ B, entonces w; es combinacion lineal de los elementos de B;_1, y
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como B;_1 C B entonces w; es combinacién lineal de los elementos de B. Por lo tanto, w;

es combinacién lineal de los elementos de B, Vi € {1,2,...,m}.

Ahora, dado v € V, sabemos que v es combinacién lineal de wq,wo, ..., w,,, pues el
conjunto {wy,ws, ..., w,} genera V, y como cada w; es combinacién lineal de los elementos
de B, entonces v sera combinacién lineal de los elementos de B.

Por lo tanto, B genera V. Luego, B es base de V U

Corolario 3.30. Sea V un espacio vectorial finitamente generado.

(1) Si{vi,ve,...,vn} es un conjunto linealmente independiente de vectores de V, entonces
{v1,v2,...,0,} se puede extender a una base de V.
(2) Si el conjunto {wy,ws,...,w,} genera V, entonces de {wy,ws, ..., w,} se puede ex-

traer una base de V.

Demostracion.

(1) Elijo un conjunto {wi,ws,...,w,} que genere a V (tal conjunto existe porque
V estd finitamente generado). Aplicando el teorema 3.29 con A = {vy,vs,...,v,} como
conjunto linealmente independiente y G = {wy,ws,...,w,} como conjunto generador
obtenemos que existe H C G tal que AU H es una base de V.

Por lo tanto, hemos extendido A a una base de V.

(2) Sea G = {wy, w3, ..., wy,} un conjunto generador para V. Tomando A = & (que es
un conjunto linealmente independiente) y aplicando el teorema 3.29 obtenemos que existe
H C G tal que AU H es base de V. Pero AUH = @ UH = H. Es decir, H es base de V.

Por lo tanto, del conjunto G dado hemos extraido un conjunto H que es base de V. [

Proposicién 3.31. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Sean B y B’ bases
de V. Entonces #B = #B’.

Demostracion. Tenemos que B es un conjunto linealmente independiente y B’ es un con-
junto generador para V. Luego, por el teorema 3.24, se obtiene que #B < #B’.
Por otra parte, B’ es un conjunto linealmente independiente y B es un conjunto gene-
rador para V. Luego, aplicando nuevamente el teorema 3.24 se obtiene que #B’ < #B.
Por lo tanto, #B = #B’. O

Definicion 3.32. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Definimos la dimension
de V como la cantidad de elementos de alguna base de V y la notaremos dim(V).
Si V es finitamente generado también diremos que V tiene dimension finita.

Ejemplos 3.33.
(1) dim(R?) = 3.

(2) Sin € N entonces dim(R") = n.

(3) dim(R2%2) = 4.

(4) Si m,n € N entonces dim(R™*"™) =m.n .

Proposicion 3.34. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Sea n = dim(V).

(1) Si A es un conjunto linealmente independiente de V con n elementos entonces A es

base de V.

(2) Si G es un conjunto generador de V con n elementos entonces G es base de V.
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Demostracion.

(1) Como A es un conjunto linealmente independiente, entonces, por el corolario 3.30,
A se puede extender a una base de V. Es decir, existe una base B de V tal que A C B.

Pero #A =n = dim(V) = #B y como A C B obtenemos que A = B. Por lo tanto, A
es base de V.

(2) Como G es un conjunto generador de V, entonces, por el corolario 3.30, de G se
puede extraer una base de V. Es decir, existe una base B de V tal que B C G.

Pero #G =n = dim(V) = #B y como G 2 B obtenemos que G = B. Por lo tanto, G

es base de V. ]
Coordenadas

Definicién 3.35. Sea V un espacio vectorial y sea B = {v1,v2,...,v,} una base de V.
Sea w € V. Sabemos que existen tnicos aq,as,...,a, € R tales que

w= 1.1 + Q.03 + ...+ 0,.V, .

Los numeros reales aq, s, ..., a, se llaman coordenadas de w en la base B. Mas preci-
samente, diremos que el vector de coordenadas de w en la base B es el vector [w|p € R"
definido por

[w]B = (041,042,...,04”) .

Ejemplo 3.36. Sea V= R? sea B = {(1,2),(3,4)} y sea w = (5,6). Hallar las coordena-
das de w en la base B.

Solucion: Escribimos (5,6) como combinacién lineal de (1,2) y (3,4).
(5,6) = a.(1,2) + 5.(3,4)

(5,6) = (o + 35,2a + 4p)

Entonces,

a+38=5
20+ 48 =6

Ahora resolvemos el sistema por el método de eliminacién de Gauss:

1 3|5 1 3 5
L e e e
2 416 Fo—F—2.Fy 0 —2| -4

Entonces obtenemos
a + 38 = 5
-28 = —4

Luego 8 = 2 y reemplazando en la primer ecuacién y despejando o obtenemos que oo = —1.
Por lo tanto, [w|p = (-1, 2).
Notemos que si B’ = {(3,4), (1,2)} entonces [w]p = (2,—1).
Ejemplo 3.37. Consideremos la misma base B del ejemplo anterior y sea u € R? tal que
[u]p = (3,—1). Calcular w.

Solucion: Como [u]p = (3, —1) entonces u = 3.(1,2) —1.(3,4) = (3,6) + (=3, —4) = (0,2).
Luego, u = (0, 2).
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Suma e interseccién de subespacios

Definiciéon 3.38. Sea V un espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V. Definimos la
suma de Sy T por S+T ={s+t/seS, teT}.

Proposicion 3.39. Sea V un espacio vectorial y sean S y T subespacios de V. Entonces
S+ T es un subespacio de V. Ademds, S+ T 2 S, S+T 2T y S+ T es el menor
subespacio de V que contiene a S y a T.

Demostracion. Veamos que S + T es un subespacio de V.

(i)0€e S+ T porque0 e Sy0eT y0=0+0.

(ii) Sean v,w € S + T. Debemos probar que v +w € S +T.

Como v,w € S + T, entonces existen s1,50 € Sy t1,to € T, tales que v =s1 +t1 y
w = Sg9 + to. Luego, v +w = s1 +t1 + S92 + 1o = (81 +82)+(t1 + t2).

Ahora bien, como s1,82 € S y S es un subespacio de V, entonces s1 + s2 € S y como
t1,t2 € T v T es un subespacio de V, entonces t; + to € T'. Por lo tanto, tenemos que

vtw=(s1+82)+ (1 +t2) € S+T.

(iii) Sean v € S+ T y a € R. Debemos probar que a.v € S+ T.

Como v € S+ T, entonces existen s; € S, t1 € T tales que v = s1 + t1. Luego, se tiene
que a.v = a.(s1 +t1) = .51 + a.t;

Ahora bien, como s1 € Sy a € Ry S es un subespacio de V, entonces a.s1 € S y
como t; € T y T es un subespacio de V, entonces «.t; € T. Por lo tanto, tenemos que

av=«a.s51+at;1€S+T.

Luego S + T es un subespacio de V.

Veamos ahora que S C S+ T. Sea s € S. Como T es un subespacio, entonces 0 € T.
Luego, s=s+0€S+1T.

Anslogamente, T C S + T.

Por ultimo, veamos que S + T es el menor subespacio de V que contiene a S y a
T. Debemos probar que si W es un subespacio de V que contiene a S y a T, entonces
S+ T C W. Sea entonces W un subespacio de V que contiene a S yaT. Seave S+ T.
Entonces existen s; € S y t1 € T, tales que v = s1 + t;. Ahora bien, como s;1 € S y
S C W, entonces s; € W. Ademads, como t; € T y T C W, entonces t; € W. Luego,
v=s1+1t €W, pues W es un subespacio de V.

Por lo tanto, S+T1T C W. U

Proposicion 3.40. Sea V un espacio vectorial y sean S y T subespacios de V. Sea Gg un
conjunto de generadores de S y sea G un conjunto de generadores de'T'. Sea G = GgUGT.
Entonces G genera S+ T'.

La demostracién de esta proposiciéon queda como ejercicio para el lector.
Ejemplo 3.41. Si S = Gen({(1,3,1)}) y T'= Gen({(1,2,0), (0,1,1)}). Entonces
S+ T =Gen({(1,3,1),(1,2,0),(0,1,1)})

Proposicion 3.42. Sea V un espacio vectorial y sean S y T subespacios de V. Entonces
SNT es un subespacio de V.

La demostracién de esta proposiciéon queda como ejercicio para el lector.
El siguiente resultado se conoce con el nombre de teorema de las dimensiones para
espacios vectoriales.
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Teorema 3.43. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sean S y T subespacios
de V. Entonces
dim(S + T') = dim(S) + dim(7) — dim(S NT).

Demostracion. Sean n = dim(S), m = dim(T) y r = dim(SNT'). Sea By = {v1,v2,...,0,}
una base de SNT. Como By es base de SNT y SNT C S, entonces By es un conjunto
linealmente independiente de vectores de S. Por lo tanto, By se puede extender a una base
de S, es decir, existen wy,ws,...,w,—, € S tales que {vy,ve,..., v, W1, Wa,..., Wy_p} €8
base de S. Sea By = {v1,v9,...,0,, w1, W2, ..., Wy}

Similarmente, como Bj es base de SNT y SNT C T, entonces By es un conjunto
linealmente independiente de vectores de T'. Por lo tanto, B; se puede extender a una base

de T, es decir, existen wi,wh, ..., w),_,. € T tales que {v1,va,..., v, Wi, wh, ..., wl,_.} es
— / / /
base de T'. Sea B3 = {v1,v2,...,vp, Wi, wh, ..., wh,_,}.
J— i / / /
Sea B = By UBs = {v1,v2,..., 0, W1, W2, ..., Wy_p, W], Wh, ..., W, .} Veamos que B

es base de S+ T.
Como Bs genera S y B3 genera T entonces, por 3.40, B = By U B3 genera S + T
Veamos ahora que B es linealmente independiente. Sean ay, as, ..., a4, 81, 82, ..., Bu_r,
V1,725 - - s Ym—r € R tales que

a1v1 +aove+. .. pUp+ Brwy + Powa + . . .+ B Wh +71w/1 —1—7210’2 +... —|—7m,rw;nfr =0.
Entonces,
101+ . AUt Brwr +Bowat. A By Wy = _71w,1_72wé_- . -_'Ym—rw;n—r (*)

Claramente el lado izquierdo de esta igualdad es un elemento de .S por ser una combinacion
lineal de elementos de S y el lado derecho es un elemento de T por ser una combinacién
lineal de elementos de 7.

Luego —yiw) — yowh — ... — ym—pw),_, € SN T. Entonces existen d1,d2,...,0, € R
tales que
—7110/1 — ygwé T ym,rw;nfr = 0101 + Ogv9 + ... + bpv,
Luego,

0 =901v1 + dovg + ... + v, + Wlwll + 7211/2 +... .+ ym,,‘w,/nfr .

y como Bg = {v1,va, ..., v, wh,wh, ... wl,_,} es base de T, entonces Bs es un conjunto
linealmente independiente y luego de la igualdad anterior concluimos que

51 :0)52 :05"'567“ :0771 :05’72 :05"'57m77“ =0.
Entonces, reemplazando en (x), queda
a1v1 + agvy + ...+ e + frwr + Bowa + ..+ By pwp—r =0

y como By = {vy,va,...,0p, w1, W,...,Wn_r} es base de S, entonces es un conjunto
linealmente independiente y luego de la igualdad anterior concluimos que

041:O,QQZO,...,(XTZO,ﬂl:075220,...,ﬂn_r20.

Entonces B es linealmente independiente.
Por lo tanto, B es base de S + T.
Entonces obtenemos que

dim(S+T)=#B=r+(n—r)+(m—r)=n+m—r =dim(S) + dim(7") — dim(SNT).
O
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Definicion 3.44. Sea V un espacio vectorial y sean S y T subespacios de V. Sea
W =8+T.S1SNT = {0}, decimos que S y T estdn en suma directa o que W es
la suma directa de S y T. Lo notaremos, W =S & T.

Observacion 3.45. SiW = S & T, entonces dim(W) = dim(S) + dim(7").

Ejemplos 3.46.
(1) Sean S y T dos subespacios distintos de R? de dimensién 1, es decir, S y T son dos
rectas no coincidentes que pasan por el origen.

Entonces, S +T =R2%, SNT = {0} y

dim(S +7T) = dim(S) + dim(7) —dim(SNT)=1+1-0= 2.

(2) Sean S y T subespacios de R? tales que dim(S) = 2, dim(T) = 1 y dim(SNT) = 0,
es decir, S es un plano que pasa por el origen y 1" una recta que pasa por el origen no
contenida en el plano.

Entonces, SNT = {0} y

dim(S + 7T) = dim(S) + dim(7") —dim(SNT)=2+4+1-0=3.

Luego, como S + T C R3 y dim(S + T) = dim(R?) concluimos que S + T = R3.

(3) Sean S y T subespacios de R? de dimensién 2, es decir S y T son dos planos que pasan
por el origen, entonces se tiene que:

3>dim(S+7)=dim(S) +dim(7) —dim(SNT) =242 —dim(SNT).

de donde se obtiene que dim(SNT) > 242 —3 =1y por lo tanto podemos deducir que
la interseccién entre dos planos en R3 es al menos una recta.

Ademds, SNT C S, entonces dim(S NT) < dim(S) = 2, de donde podemos deducir
que, la interseccién entre dos planos en R? es como mucho un plano.
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Capitulo 4

Transformaciones lineales

Definicion 4.1. Sean V, W espacios vectoriales. Una transformacion lineal de V en W es
una funcién f:V — W tal que

s Vo,w eV, flo+w) = f(v)+ f(w).
» Vo eV, VaeR, f(a.v) = a. f(v).

Observacion 4.2. Notar que si f : V — W es una transformacion lineal entonces f(0) =

£(0.0) = 0.£(0) = 0.

Ejemplos 4.3.
(1) Sea f : R? — R3 definida por f(z,y) = (z — y,2x + y,3y). Determinar si f es una
transformacién lineal.

Solucion: Demostremos primero que Vo, w € R? f(v+w) = f(v) + f(w). Sean v = (vq,v)
y w = (wy,ws) vectores de R2. Se tiene que

fotw) = f(vr+wy,va+we) =

((?}1 + wl) — (1)2 + w2),2(?)1 + wl) + (?}2 + w2)73(?)2 + w2)) =
= (v1 +w; — v2 — wa, 201 + 2wy + Vg + wa, Jvg + 3ws) =

(v1 — v, 201 + Vg, 3v2) + (w1 — wa, 2wy + wa, 3wy) =
f(v1,v2) + f(wr,wa) =

= f(v) + f(w).

Demostremos ahora que Vv € R?, Ya € R, f(a.v) = a.f(v). Sean v = (v1,v2) € R? y
o € R. Se tiene que

flav) = fla.v,a.vy) =

(v — .v9,2.0.01 + @.v9,3..v9) =
(a.(v1 — v2), . (2v1 + v2),a.(3v2)) =
a.(v] — 9,201 + vg,3v9) =

= a.f(v,v) =

= a.f(v).

Por lo tanto, f es una transformacién lineal.

(2) Sea f : R — R%*2 definida por f(z,y,2) = [i :ﬂ Determinar si f es una transfor-

macion lineal.

61
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Solucion: Si v = (1,0,0) y w = (0,0,1) entonces f(v+w) = f(1,0,1) = E (ﬂ y

1)+ £ = 00+ s00 = [ H Y =1 5 #[1 Y] e w

Por lo tanto, f no es transformacion lineal.

(3) Sea A € R™ ™. Sea f : R® — R™ definida por f(z) = (A.z')!. Entonces f es una
transformacion lineal. La demostracion de este hecho queda como ejercicio para el lector.

Proposicién 4.4. Sean V, V' y V" espacios vectoriales. Sean f:V =V yg:V — V"
transformaciones lineales. Entonces g o f es una transformacion lineal.

Demostracion. Veamos primero que Yv,w € V,(go f)(v+w) = (go f)(v) + (g o f)(w).
Sean v,w € V. Como f y g son transformaciones lineales obtenemos que

(gof)(v+w) = g(f(v+w)) = g(f(v)+f(w)) = g(f(v))+9(f(w)) = (gof)(v)+(gof)(w) .

Veamos ahora que Vv € V, Va € R, (g o f)(a.v) =a.(go f)(v). Sean v € Vy o € R.
Entonces

(go Hlaw) =g(fla.v) =gla.f(v) = a.g(f(v)) = a.(go f)(v).

Por lo tanto, g o f es una transformacion lineal. U
Proposicién 4.5. Sean V y W espacios vectoriales. Sea {v1,va,...,v,} una base de V y
sean wi,ws, ..., w, € W. Entonces existe una unica transformacion lineal f :V — W tal

que f(v;) = w; para todo i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Definimos f : V — W de la siguiente manera. Dado v € V, sabemos que
existen unicos ai,@s,...,q, € R tales que v = aqvi + asve + ... + a,v,. Definimos
f(v) = aqwy + aowy + ... + apwy.

Veamos que f es una transformacién lineal. En primer lugar demostremos que para
todos v,v’ € V vale que f(v+v') = f(v) + f(v').

Sean v,v" € V. Entonces existen unicos oy, g, ...,an, o, 0h,...,a), € R tales que
v =1u] + Qg + ...+ apv, ¥y U = v + abos + ...+ v, Luego

v4+v = (v + aeve ..+ apvy) + (o + dbve + .+ du,) =
= (o +a))v1 + (g + ah)ve + ... + (an + al))vy

y por lo tanto,

flo+v) = (g +a))wr + (a2 + dh)wa + ... + (o + &))w, =
= (aqw + awe + ... + apwy,) + (jwy + dbws + ... + wy,) =
= flv)+ ().

Similarmente se demuestra que si K € Ry v € V entonces f(kv) = kf(v). La demostracién
de este hecho queda como ejercicio para el lector.

Por lo tanto, f es una transformacién lineal.

Veamos ahora que f(v;) = w; paratodoi € {1,2,...,n}.Seai € {1,2,...,n}. Entonces

v; =0v; +0ve + ...+ 0v;—1 + 1v; + 0v41 + ... + Ovy,

y luego
f(vi) = 0wy + Owg + ... + 0w;—1 + 1w; + 0wy + ... + Ow, = w;
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como queriamos demostrar.
Resta probar que una tal f es inica. Supongamos que g : V. — W es una transformacién

lineal tal que g(v;) = w; para todo i € {1,2,...,n}. Debemos demostrar que g = f, es
decir que, g(v) = f(v) para todo v € V.
Sea v € V. Entonces existen tnicos aq, oo, ..., a, € R tales que

V=1 + vy + ...+ v, .

Luego
g(v) = glaqvr + agva + ... + apoy) =
= glajv) + glagve) + ... + glayvy,) = (pues g es transformacién lineal)
= a1g9(v1) + aeg(va) + ... + ang(vy,) = (pues g es transformacién lineal)
= w4+ agwg + ...+ apw, = (pues g(v;) = w; para todo 1)
f(v) (por definicién de f)
Por lo tanto, g = f. O

Definicion 4.6. Sean V, W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién
lineal.

» Definimos el nicleo de f por Nu(f) ={v e V/f(v) =0}.
» Definimos la imagen de f por Im(f) = {w € W /3Jv € V tal que f(v) = w}.

Proposicion 4.7. Sean V y W espacios vectoriales y sea f:V — W una transformacion
lineal. Entonces Nuf es un subespacio de V y Imf es un subespacio de W.

Demostracion. Veamos primero que Nu(f) es un subespacio de V.
(i) Como f(0) =0 por ser f una transformacion lineal, entonces 0 € Nu(f).
(ii) Sean v, w € Nu(f). Entonces

flv+w)=fv)+ f(w)=04+0=0

donde la primera igualdad vale porque f es una transformacién lineal y la segunda vale
porque v, w € Nu(f). Luego, v +w € Nu(f).
(#ii) Sean v € V y o € R. Entonces

flaw) =a.f(v) =a.0=0

donde la primera igualdad vale porque f es una transformacién lineal y la segunda vale
porque v € Nu(f). Luego, a.v € Nu(f).

Por lo tanto, Nu(f) es un subespacio de V.

Veamos ahora que Im(f) es un subespacio de W.

(i) Como 0 = f(0) por ser f una transformacion lineal, entonces 0 € Im(f).

(i) Sean ahora wi,wy € Im(f). Entonces existen vi,ve € V tales que f(v1) = w1 y
f(v2) = we. Entonces, como f es transformacién lineal, tenemos que

flor 4+ v2) = f(vr) + f(v2) = w1 +ws .

Luego, w; + wa € Im(f).
(iii) Sean w € Im(f) y o € R. Entonces, existe v € V tal que f(v) = w. Luego,

flav)=a.f(v) =a.w.

Entonces, a.w € Im(f).
Por lo tanto, Im(f) es un subespacio de W. O
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Proposicion 4.8. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transforma-
cion lineal. Sea G = {v1,v9,...,v,} un conjunto generador de V. Entonces el conjunto

f(G) = {f(vl)7f(?}2)7 s 7f(vn)} genera Imf.

Demostracion. Sea w € Im(f). Entonces, existe v € V tal que f(v) = w. Como G es
un conjunto generador de V y v € V, entonces existen ajp,ao,...,a, € R tales que
V= Q1.U1 + Q.09 + ... + ag.vy,. Luego,

w=f) = fla.v1 +ag.v2+ ...+ ap.vy) =ay.f(v1) +ag. f(v2) + ...+ an. f(vy).

Asi, w es combinacién lineal de f(vy), f(v2), ..., f(v,).
Por lo tanto, {f(v1), f(v2),..., f(v,)} genera Imf. O

Ejemplo 4.9. Sea f : R? — R3 definida por f(x,y,2) = (0,7 — y, 2). Hallar bases de
Nu(f) e Im(f).
Solucién: Nu(f) = {(z,y,2) € R3/ f(x,y,2) = (0,0,0)}.
Planteamos
f(z,y,2) =(0,0,0)
0,z —y,z) = (0,0,0)

y obtenemos

0=0
rz—y=0
z=0

El conjunto solucién de este sistema es {(y,y,0) /y € R} y como (y,y,0) = y.(1,1,0) para
todo y € R se obtiene que Nu(f) = Gen({(1,1,0)}).

Ahora bien, como {(1,1,0)} es un conjunto linealmente independiente (por estar for-
mado por un dnico vector no nulo), entonces {(1,1,0)} es base de Nu(f).

Ahora busquemos una base para Im(f). Como {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} genera R3
entonces, por la proposicién 4.8, tenemos que {f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1)} genera Im(f).
Ahora bien,

f(1,0,0) = (0,1,0)
f(0,1,0) = (0,-1,0)
f£(0,0,1) = (0,0,1)

Ahora extraemos una base de este conjunto de generadores. Como

(0,-1,0) = —1.(0,1,0) +0.(0,0,1)

entonces

Gen({(0,1,0),(0,-1,0),(0,0,1)}) = Gen({(0,1,0),(0,0,1)}) .

y por lo tanto el conjunto {(0,1,0),(0,0,1)} genera Im(f). Ademds, es claro que este
conjunto es linealmente independiente.
Por lo tanto, {(0,1,0),(0,0,1)} es base de Im(f).

Definicion 4.10. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién
lineal.

» Decimos que f es un monomorfismo si Nu(f) = {0}.

» Decimos que f es un epimorfismo si Im(f) = W.
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= Decimos que f es un isomorfismo si f es monomorfismo y epimorfismo.

Proposicion 4.11. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion
lineal. Entonces:

(1) f es un monomorfismo si y sdlo si f es inyectiva.
(2) f es un epimorfismo si y solo si f es sobreyectiva.
(3) f es un isomorfismo si y sdlo si f es biyectiva.

Demostracion.
(1) (=) Supongamos que f es un monomorfismo. Sean vy, vy € V tales que f(v1) = f(v2).
Debemos probar que v1 = vo. Tenemos que

fvr —w2) = f(vr + (—=1).v2) = f(v1) + (=1).f(v2) = f(v1) — f(v2) = 0.

Luego, v; — ve € Nu(f) y como Nu(f) = {0} (por ser f un monomorfismo), entonces
v] — vo = 0. Luego v; = vs.

Por lo tanto, f es inyectiva.

(<) Supongamos que f es inyectiva. Debemos probar que f es monomorfismo, es decir,
debemos probar que Nu(f) = {0}. Veamos la doble inclusién.

(D) Por ser Nu(f) un subespacio, 0 € Nu(f) entonces {0} C Nu(f).

(C) Sea v € Nu(f). Entonces, f(v) = 0 = f(0). Luego, f(v) = f(0) y como f es
inyectiva, entonces v = 0. Luego v € {0}.

Por lo tanto, Nu(f) = {0} y entonces f es monomorfismo.

(2) Trivial.

(3) f es isomorfismo < f es monomorfismo y epimorfismo < f es inyectiva y sobre-
yectiva < f es biyectiva. O

Proposicion 4.12. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion
lineal. Si f es un isomorfismo entonces f~': W — V es una transformacion lineal.

Demostracién. Demostremos primero que f~!(wy +ws) = f~1(wy) + f~!(wg) para todos
wi,ws € W. Sean wi,wy € W. Como f es un isomorfismo, existen tnicos vy, ve € V tales
que f(v1) = w1y f(v2) = wy. Luego, [~ (w1) = vy [~ (wa) = va.
Por otra parte, f(vy +v2) = f(v1)+ f(v2) = w1 +wa, entonces [~ (wy +ws) = vy +va.
Luego,
FHwy +we) = vy +vg = [ (wy) + f N wg)

Veamos ahora que f~(a.w) = a.f !} (w) para todos w € Wy a € R. Sean w € W
y a € R. Como f es un isomorfismo, existe un dnico v € V tal que f(v) = w. Entonces

fHw) = .

Por otra parte, f(a.v) = a.f(v) = a.w, entonces f~!(a.w) = a.v. Luego,
fHaw)=av=a.fYw).
Por lo tanto, f~! es una transformacién lineal. U
Proposicion 4.13. SeanV y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion

lineal. Sea {vi,ve,...,v,} un conjunto linealmente independiente de vectores de V. Si f
es un monomorfismo entonces {f(v1), f(va),..., f(vn)} es linealmente independiente.



66 M. OTTINA - V. NODARO

Demostracion. Sean oy, g, ..., a, € R tales que aq.f(v1) +ag.f(va) + ... +ay.f(v,) =0.
Como f es transformacién lineal tenemos que f(ajv1+agve+. .. +apv,) = 0.Y como f es
monomorfismo, obtenemos que ay.v1 + o2+ . . . + v, = 0. Ahora, como {vy,ve, ..., v}
es un conjunto linealmente independiente, se obtiene que a; = 0,0 = 0,..., 0, = 0.

Por lo tanto, el conjunto {f(v1), f(v2),..., f(vn)} es linealmente independiente. O

Proposicion 4.14. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W wuna trans-
formacion lineal. Sea {vi,va,...,v,} una base de V. Si f es un isomorfismo entonces

{f(v1), f(v2),..., f(vn)} es una base de W.

Demostracion. Como f es un isomorfismo, entonces f es un monomorfismo y como el
conjunto {vy, ve,...,v,} es base de V, entonces es linealmente independiente. Luego, por la
proposicién anterior, tenemos que {f(v1), f(v2),..., f(v,)} es linealmente independiente.

Veamos ahora que {f(v1), f(v2),..., f(vn)} genera W. Como {vy,vs,...,v,} genera V
por ser base de V, entonces por la proposicion 4.8 obtenemos que {f(v1), f(v2),..., f(vn)}
genera Im(f). Ahora bien, como f es isomorfismo, entonces f es un epimorfismo y luego
Im(f) = W. Entonces {f(v1), f(v2),..., f(v,)} genera W.

Por lo tanto, como el conjunto {f(v1), f(v2),..., f(v,)} es linealmente independiente
y genera W, concluimos que {f(v1), f(v2),..., f(v,)} es base de W. O

El siguiente teorema se conoce con el nombre de teorema de las dimensiones para
transformaciones lineales.

Teorema 4.15. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea W otro espacio
vectorial. Sea f:V — W una transformacion lineal. Entonces

dim(V) = dim(Nuf) + dim(Imf) .

Demostracion. Sean r = dim(Nu(f)) y n = dim(V). Sea By = {v1,va,...,v,} una base de
Nu(f). Como Nu(f) C Vy By es base de Nu(f) entonces B; es un conjunto linealmente
independiente de vectores de V. Entonces, por 3.30, By se puede extender a una base de
V, es decir, existen v,41,...,v, € V tales que B = {v1,v9,...,0p,Up11,...,0,} €s base de

V.

Como B genera V, tenemos que f(B) = {f(v1), f(v2),..., f(vr), f(vr41),. .., f(vn)}
genera Im(f) por la proposicién 4.8. Ahora bien, como vy, vs,...,v, € Nu(f) entonces

flvy) =0, f(va) =0,..., f(v,) =0y luego
Im(f) = Gen({f(v1), f(v2),.... f(vr), f(vr41),-.., flon)}) = Gen({f(vr41),- .-, f(vn)}).

Veamos ahora que el conjunto { f(vy41),..., f(vn)} es linealmente independiente. Sean
Qril,---,0p € R tales que

a1 f(Vr1) + oo Fan. f(vy) =0

Como f es una transformacion lineal, entonces f(ay41.vp41 + ... + ay.v,) = 0. Luego,
Qi1 -Vpg1 + oo+ ap.vy € Nu(f). Y como Bj es base de Nu(f) obtenemos que existen
at,qo,...,0, € R tales que

Qpg ] Vpy1 + ...+ ap. vy =01.01 + ...+ 0p.0 .

Entonces,
—Q1.U] — ... — Q. Vp + Qg1 Vpy1 + .. F vy =0
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y como B = {v1,...,0p,Vp41,...,0,} es base de V, entonces B es linealmente indepen-
diente y luego de la igualdad de arriba obtenemos que

a1 =0,...,0, =0,0p41 =0,...,0p, =0

Entonces, el conjunto {f(vy4+1),..., f(v,)} es linealmente independiente.
Por lo tanto, {f(vy4+1),..., f(v,)} es base de Im(f).
Luego, dim(Im(f)) = n — r y obtenemos que

dim(Nu(f)) +dim(Im(f)) =r+ (n —r) = n = dim(V) .

Matriz de una transformacion lineal

Definicion 4.16. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién
lineal. Sean n = dim(V) y m = dim(W). Sea B = {v1,v2,...,v,} una base de V y sea B’
una base de W. La matriz de la transformacién lineal f en las bases B y B’ es la matriz
Mpp (f) € R™*" cuyas columnas son los vectores [f(v1)|pr, [f(v2)]Br,---, [f(vn)]B-

Ejemplo 4.17. Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por
f(x’y’z) = (m —YYy— Z)'

Sea B = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,2)} base de R® y sea B’ = {(3,0),(0,1)} base de R2.
Calcular Mg/ (f).

Solucion: Tenemos que

f(,1,1) = (0,00 = 0.(3,0) + 0.(0,1)
£(0,1,0) = (-1,1) = —1.(3,00 + 1.(0,1)
f(0,0,2) = (0,—-2) = 0.(3,0) + (-2).(0,1)
Luego,
[f(lal’l)]B’ - (0’0)
[f(OvLO)]B/ = (_%71)
[f(O’O’Q)]B’ = (0’_2)
Entonces,

_1
MBB/(f):<8 :i _g) .

La siguiente proposicién nos muestra para qué sirve la matriz de una transformacién
lineal.

Proposicion 4.18. SeanV y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion
lineal. Sea B una base de V y sea B’ una base de W. Entonces, para todo v € V vale que

Mpp (f).([v]B)" = (If (v)]p)"-

Demostracion. Sean B = {v1,va,...,v,} y B' = {wy,wa,...,wy}. Sea v € V. Entonces
existen aq,ao,...,a, € R tales que v = ay.v1 + as.v9 + ... + a,.v,. Luego,

fv) = flarvi +ag.va+ ... +ay.vp) = ar. f(v1) + az. f(v2) + ...+ ay. f(vn) (*)
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Sea A = Mpp/(f). Luego, [f(vi)]p = (A1, A2,...,An;) para todo i € {1,2,...,n}.
Entonces, f(v;) = Ajjwy+Agiwa+. . .+ Apiwm, Vi € {1,2,...,n}. Luego, de (x) obtenemos
que

fv) = ai(Anw + Aqywe + ...+ Apiwn,) + ao(Apwr + Apws + ...+ Apowp,)+
+.o. o+ ap(Apgwr + Agpwe + ..o+ Appwny) =
= (a1An + A+ ...+ agA)wr + (1 Ao + aglog + ...+ o Ay )wa+
+.o o+ (A + Ame + ..o+ @A) W, -

Para cada j € {1,2,...,m} sea bj = a1A4j1 + awAjo + ... + a,Aj,. Entonces,

()] = (b1,ba, ... by).

Luego,
bl a1
t by @2 t
(flp) =] . | =4 = Mpp/(f).([v]B)
bm ap,

O

Ejemplo 4.19. Sea f la transformacién lineal del ejemplo anterior. Usemos la matriz
hallada en ese ejemplo y la proposicién 4.18 para calcular f(1,3,3).
Llamemos v = (1,3, 3). Tenemos que

(1,3,3) = 1.(1,1,1) 4+ 2.(0,1,0) + 1.(0,0,2).

Luego, [v]p = (1,2,1). Entonces

—_

([f()]p)" = Mpp (f)-(lv]B)*

|
N
o O
|
i L
|
N O
"
L)
|
N\
|
O Wi
"

Luego, [f(v)]p = (—3,0). Entonces,

Fv) = %.(3,0) +0.(0,1) = (=2,0) + (0,0) = (=2,0) .

Por lo tanto, f(v) = (—2,0).

Lema 4.20. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion lineal.
Sea n = dim(V) y sea m = dim(W). Sea B una base de V y sea B’ una base de W. Sea
A € R™*" tal que para todo v € V wale que A([v]g)t = ([f(v)]p)!. Entonces A = Mpgp/ (f).

Demostracion. Por definicion Mpp/(f) € R™*™ entonces las matrices Ay Mpp/(f) tienen

el mismo tamano. Veamos que para todos i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n} vale que
Aij = (Mpp(f))ij-
Sean i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}. Sea e; el j-ésimo vector de la base canénica

de R™ y sea v; el j-ésimo vector de la base B. Se tiene que

Ay = (Aej) )i = (A([v]8)")a = ([f(W)]))a = (M (f)-([vjlB) )i =
= (Mpp/(f)-(e;))a = (Mg (f))i

Luego, A;; = (Mpp/(f))i; para todos i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}.
Por lo tanto, A = Mpp/(f). O
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Proposicién 4.21. Sean V, V' y V" espacios vectoriales y sean f:V =V yg: V' — V"
transformaciones lineales. Sean B, B' y B” bases de V, V' y V" respectivamente. Entonces

Mpgpr(go f) = Mppr(9).-Mpp (f) .

Demostracion. Notemos que si n = dim(V), m = dim(V') y | = dim(V”) entonces
MB/B//(g) € Rixm y MBB/(f) e Rmxn y luego MB/B”(Q)-MBB’(f) € Rixm,
Sea v € V. Se tiene que

Mppi(9)-Mpp (f)-([v]B)" = Mpp(9)-([f(0)]B)" = (la(f ()]p")" = ([(g° F)(v)]p)" -

Luego Mp/pi(g).-Mpp (f).([v]5)! = ([(g o f)(v)]p)! para todo v € V.
Por lo tanto, aplicando el lema previo obtenemos que

Mppi(g). Mpp (f) = Mppr(go f) .
O

Definicién 4.22. Sea V un espacio vectorial y sean B y B’ bases de V. Definimos la
matriz de cambio de base de B a B’ como la matriz Cgp = Mpp (I1dy).

Observacion 4.23. Notemos que si v € V entonces Cpp.([v]g)! = ([v]p)! ya que
Cppr-([v]p)" = Mpp (Idv).([v]p)" = (dv(v)]p)" = ([v])’

Ejemplo 4.24. Sean B = {(1,2),(2,1)} y B’ = {(1,1),(0,1)} bases de R? y sea v € R?
tal que [v]p = (1, —1). Calcular la matriz Cgp/ y utilizarla para calcular [v]p.

Solucion: Tenemos que

Id(1,2) = (1,2) = 1.(1,1) + 1.(0,1)
Id(2,1) = (2,1) = 2.(1,1) 4+ (-1).(0,1)
Entonces
[Id(l’ 2)]3’ - (1’ 1)
[Id(27 1)]3/ (27 _1)
y luego

1 2
CBB/:MBB/(Id): ( ) .

Ahora calculemos [v]p:

(W]p)" = Cppr-([v]p) = ( Lo > ( ! ) _ ( L ) |

Luego, [v]p = (—1,2).
Ejemplo 4.25. Sea B = {(3,1),(—1,2)} base de R?. Sea f : R? — R? la transformacién

lineal tal que Mgp(f) = < vz

11 ) Calcular Mgg(f) y hallar una férmula para f.

Solucion: Consideremos el siguiente diagrama:
/
R? g2 14 R

E B E
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Luego
Mggr(f) = Mge(ldo f) = Mpg(1d).Mgp(f) = Cpe.Me(f) .

Calculemos Cpp = Mpg(1d).

Id(3,1) = (3,1) = 3.(1,0) + 1.(0,1)
Id(-1,2) = (-1,2) = —-1.(1,0) + 2.(0,1)
Entonces
[Id(3,1)]k (3,1)
[Id(_l’Q)]E = (_1’2)
y luego
CBE:MBE(Id):<i’ ;)
Entonces

MEE(f):CBE-MEB(f):<i) _;><(1) i>=<_; i)

Hallemos ahora una férmula para f. Sea v = (z,y) € R2. Tenemos que

(e = (e = Meeh)- (el = (7 5 )-(2)=( il )

Luego [f(z,y)]g = (—x + 5y, 2z + 4y) y por lo tanto f(z,y) = (—x + by, 2z + 4y).
Notacion 4.26. En ocasiones notaremos Mpp(f) por Mp(f) y Mge(f) por M(f).

Proposicion 4.27. Sean V y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacion
lineal. Sea B una base de V y sea B' una base de W. Si f es un isomorfismo entonces

Mpp(f~') = (Mpp/(f))~".

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:
/’fﬂ
V__ W
f71
B B’
Tenemos que

Mpp(f~").Mpp/(f) = Mpp(f~' o f) = Mpp(ld) = I

Mpp (f). Mpp(f~')=Mpp(fof)=Mppd) =1I.
Por lo tanto, Mpp(f~1) = (Mg (f))~ . O

Observacidén 4.28. Sea V un espacio vectorial y sean B y B’ bases de V. Entonces
Cpp = (Cpip) ™"

Ya que CBB/ = MBB/(Id) == MBB’ (Id_l) = (MB/B(Id))_l == (CB/B)_l.
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Ejemplo 4.29. Calcular la inversa del isomorfismo f : R? — R? definido por

flx,y) = (z + 3y, 2z + 4y) .

Solucion: Calculemos primero Mgg(f). Tenemos que

f(1,0) = (1,2) = 1.(1,0) + 2.(0,1)
f(0,1) = (3,4 = 3.(1,0) + 4.(0,1)
Entonces
[f(L,0)]e = (1,2)
[f(Ovl)]E = (374)
y luego
MEE(f):<; i) :
Aplicando ahora la proposicién anterior obtenemos que
_ _ 1 . 1 4 -3
Mpe(f~') = (Mge(f)) lzm-adJ(MEE(f)):j'< 9 1 ) =

O[N] Lo

:<—§_>.

Entonces si (a,b) € R? tenemos que

(el = s - Ganler = (753 )(5)=( TR

Luego [f~1(a,b)]g = (—2a + 2b,a — $b) y por lo tanto f~1(a,b) = (—2a + 2b,a — 3b).
Ejemplo 4.30. Sea V un espacio vectorial y sean
B = {v1,v9,v3} y B = {v1 4 v3, =201 + v — v3, —v1 4 vo — v3}

bases de V. Sea f: V — V una transformacién lineal tal que

01 -1
MB/B/(f) = —2 0 2
-1 0 1
(a) Hallar Mpgp(f).
(b) Hallar bases de Nu(f) y de Im(f).
Solucion:
(a) Consideremos el siguiente diagrama:
!
vy 4y f y_ld>y
B B’ B’ B

Luego

Mpp(f) = Mpp(Ido fold) = Mpp(Id).Mpp (f).Mpp (Id) = Cpp.-Mp s (f).Cpp -
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Calculemos Cp/p = Mp/p(I1d).

Id(U1 —i—?}g) = V1 + U3 = l.vy + 0wy + 1l.vs
Id(—22}1—|—’02—2}3) = 2014+ 1v—v3 = (—2).2}1 + lvy + (—1).’03
Id(—vl + vy — 1)3) = —v1+vy—v3 = (—1).?}1 + l.vg + (—1).?}3 .

Entonces
[Id(vl —i—vg)]B = (1,0,1)
[Id(—2’01 + vy — ’Ug)]B = (—2, 1, —1)
[Id(—vl + v9 —Ug)]B = (—1,1,—1)
y luego
1 -2 -1
CB/B:MB/B(Id): 0 1 1 .
1 -1 -1
Calculemos ahora Cgps. Por 4.28 tenemos que Cpp = (Cp/p)~t. Luego
1 1 0 -1 -1
Cpp = (Cpp)t=-—-—.adj(Cpp)=—-. 1 0 -1 |=
BB (Cp'B) det(Cprp) adj(Cp'B) 1
-1 -1 1
01 1
= -1 0 1
1 1 -1

Entonces

MBB(f) = CB’B-MB’B’(f).CBB/ =

1 -2 -1 01 -1 0
= 0 1 1 1.1 -2 0 2 1.1 -1
1 -1 -1 -1 0 1 1

=R
|
—
~_
I

-7 -1 12
= 3 0 —6
-5 -1 8

(b) Hallemos primero una base de Im(f). Como B = {v1,v2,v3} es base de V entonces
B genera V y luego, por 4.8, tenemos que f(B) = {f(v1), f(v2), f(vs)} genera Im(f).
Calculemos f(v1), f(v2) y f(vs). Tenemos que

7 -1 12 1 —7
([f(w)lB)" = Mpa(f)-(lv1]p)" = ( 3 0 -6 ) ( 0 ) = ( 3 )
5 -1 8 0 -5

Luego [f(v1)]s = (=7,3,=5) . y entonces f(v1) = —7v; + 3vg — bvs.
Por otra parte,

7 -1 12 0 -1
([f (v2)]B)" = Mpp(f).([v2]B)" = 3 0 -6 ].11]= 0
-5 -1 8 0 -1

Luego [f(v2)]g = (—1,0,—1) . y entonces f(v2) = —v; — vs.
También,

-7 =1 12 0 12
(Fa)s)’ = Mps(f)-([vsls) = ( 30 6 ) ( 0 ) B ( s )
-5 -1 8 1 8
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Luego [f(v1)]s = (12,-6,8) . y entonces f(v3) = 12v1 — 6vy + 8vs.
Por lo tanto, Im(f) = Gen{—7vy + 3vy — bvs , —v; —v3 , 12v7 — 6vy + 8vs}. Ahora
bien, notemos que

1297 — 6vy + 8vg = (—2).(—7’01 + 3vg — 5U3) + 2.(—U1 — U3)

Luego,
Im(f) = Gen{—T7v; +3ve —bvg, —v; —vsg, 12v] — 6ve + v} =
= Gen{—Tv; + 3ve — bvs , —v; —v3} .
Veamos si el conjunto {—7v; + 3ve — bvg , —v; — v3} es linealmente independiente. Sean

a, B € R tales que
a(=Tvy + 3vg — bvz) + B(—v1 — US) =0.

Entonces
(=7a — B)vy + 3aws + (—ba — B)uz =0

y como B = {v1,vs,v3} es base de V entonces es un conjunto linealmente independiente
y de la igualdad de arriba obtenemos que

—Ta—p = 0
3a = 0
—ba—p = 0

de donde se obtiene claramente que a« =0y § = 0.
Por lo tanto, el conjunto {—7vy 4+ 3ve — 5vs , —v; — v3} es linealmente independiente
y entonces es base de Im(f).

Hallemos ahora una base de Nu(f). Para ello veamos qué vectores v de V pertenecen
a Nu(f). Sea v € V. Entonces existen «a, 8,7 € R tales que v = aw; + Svg + yvs. Se tiene
que v € Nu(f) siy sélo si f(v) = 0, lo cual ocurre si y sélo si [f(v)]p = 0. Ahora bien,
tenemos que

-7 -1 12 a —Ta— B+ 12y
(FW)B) = Mes(f)- (W)= 3 0 -6 |.[ B |= 3a — 6y
-5 -1 8 gl —5a — B+ 8y

Luego
[f(W)]p = (=Ta =B +12y, 3a— 67, —ba— B +8y) .
Por lo tanto, v € Nu(f) siy sélo si (=7a— 412y, 3a—6v, —5a— [+ 8v) = (0,0,0).
Resolvemos entonces el sistema
—Ta — B + 129y = 0
3o - Oy
—ba — B + & =0

I
o

Aplicamos el método de eliminacién de Gauss:

—7 -1 12]o0 3 0 —6/0
3 0 —6|0 oo [ =7 =1 12]0 U
< F; 1
-5 -1 8|0 v 5 -1 8|0 Fiesh
1 0 —2]0
oo | =7 =1 12]0 IS
Fo<«—Fo+TF;

-5 -1 810
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1 0 -210
> 0 -1 =210 Tt
F3<+F3+5F;
-5 -1 810
1 0 —-210 1 0 —-210
o 0 -1 =210 Povarae-ae 0 -1 =210
0 -1 =210 0 0 00

Obtenemos entonces el siguiente sistema

o - 2v =0
0 =0

Este sistema estd en forma escalonada y tiene dos ecuaciones no triviales y tres incognitas.
Luego el sistema tiene infinitas soluciones. Ademads, @ y 8 son variables principales y v es
variable libre. Luego v puede tomar cualquier valor real. Si v =t con ¢t € R obtenemos de
la segunda ecuacién que f = —2t y de la primera ecuacién que o = 2t. Por lo tanto, la
solucién general del sistema es (2t, —2t,t), t € R.

Esto nos dice que el vector v = avy + Svg + yvs pertenece a Nu(f) si y sélo si existe
t € R tal que a =2t, B = =2t y v =t. Luego, v € Nu(f) si y sélo si v = 2tv; — 2tvy + tvs
para algin t € R. Y como

2tvy — 2tvg + tvg = t(2U1 — 2v9 + 1)3)

para cualquier ¢ € R obtenemos que v € Nu(f) siy sélo si v = ¢(2v1 — 2vy + v3) para algin
t € R, es decir, v € Nu(f) si y sélo si v € Gen{2v; — 2v9 4 v3}. Por lo tanto,

Nu(f) = Gen{2v; — 2vy +v3} .

Veamos que el conjunto {2v; — 2v9 + v3} es linealmente independiente. Como este
conjunto estd formado por un unico vector, por 3.19 basta probar que este vector es no
nulo, lo cual es cierto pues el conjunto B = {v1, v, v3} es linealmente independiente (por
ser base de V) y los escalares de la combinacién lineal 2v; — 2v9 4+ v3 no son todos nulos.
Asi, el conjunto {2v; — 2v9 4+ v3} es linealmente independiente y, por lo tanto, es base de

Nu(f).



Capitulo 5

Autovalores y autovectores

Definicién 5.1. Sean € Nysea A € R"™". Sea v € R"—{0}. Decimos que v es autovector
de A si existe X € R tal que Av! = Mv?. En este caso diremos que )\ es un autovalor de A
y que v es un autovector asociado al autovalor X\ o que v es un autovector de autovalor .

Definiciéon 5.2. Sea V un espacio vectorial y sea f : V — V una transformacion lineal.
Sea v € V — {0}. Decimos que v es autovector de f si existe A € R tal que f(v) = Av.
En este caso diremos que A es un autovalor de f y que v es un autovector asociado al
autovalor A o que v es un autovector de autovalor .

Ejemplo 5.3. Sea f: R3 — R? definida por
flx,y,2) =(x+y+2,y,2z+22) .

Observemos que f(1,0,2) = (3,0,6) = 3.(1,0,2). Luego (1,0,2) es un autovector de f de
autovalor 3.

Ademads, notemos que f(5,0,10) = (15,0,30) = 3.(5,0,10). Luego (5,0,10) es otro
autovector de f de autovalor 3.

Por otra parte, f(1,2,—2) = (1,2,—-2) = 1.(1,2, —2). Luego (1,2, —2) es un autovector
de f de autovalor 1.

También se tiene que f(1,0,—1) = (0,0,0) = 0.(1,0,—1). Luego (1,0,—1) es un
autovector de f de autovalor 0.

Observacion 5.4. Sean € N y sea A € R™™ ™. Sea f4 : R™ — R" la transformacién lineal
definida por fa(z) = (Az')!. Entonces v es autovector de A de autovalor \ si y sélo si v
es autovector de fa de autovalor A. En efecto,

faw) =xv & (A= o Av' =) o At =\

Proposicion 5.5. Sea V un espacio vectorial y sea f:V — V una transformacion lineal.
Sea B una base de V. Entonces v es autovector de f de autovalor X si y sélo si [v]p es
autovector de Mpgp(f) de autovalor A.

Demostracion. Si v es autovector de f de autovalor A entonces f(v) = Av y luego
Mpg([v]B)" = ([f(0)]B)" = (M]B)" = (Alv]p)" = A([v]B)" .

Asi, [v]p es autovector de Mpgp(f) de autovalor A.
Reciprocamente, si [v]p es autovector de Mpg(f) de autovalor A\ entonces

Mpp([v]s)" = A([v]B)" .

75
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Luego,
[f()]B = (Mss([v]5)")" = (A[v]5)")" = Av]s = [Mv]s

y entonces f(v) = Av. Asi, v es autovector de f de autovalor A. O

Proposicion 5.6. Sea V un espacio vectorial y sea f:V — V una transformacion lineal.
Sea A € R y sea Sy = {v €V / f(v) = Mv}. Entonces Sy es un subespacio de V.

La demostracién de este hecho queda como ejercicio para el lector. El conjunto S)
definido como en la proposiciéon anterior se llama subespacio asociado al autovalor A de
f- Notemos que S) estd formado por el vector 0 y por todos los autovectores de f de
autovalor A.

Proposiciéon 5.7. Sea n € N, sea A € R™*"™ y sea A € R. Entonces A es autovalor de A
st y solo si det(A — M) = 0.

Demostracion. Tenemos que A es autovalor de A si y sélo si existe v € R™ — {0} tal que
Avt = \vt. Ahora bien,

Avt =t & A=A & A - A =0 & (A=) =0

y luego, A es autovalor de A si y sélo si existe v € R™ — {0} tal que (A — X\ )v! = 0.
Por lo tanto, A es autovalor de A si y sélo si el sistema (A — AI)x! = 0 admite alguna

solucién no trivial y puesto que este sistema es homogéneo, esto tltimo ocurre si y sélo si
det(A — \I) = 0. O

Este resultado da lugar a la siguiente definicién.

Definiciéon 5.8. Sea n € N y sea A € R"*". Definimos el polinomio caracteristico de A
por xa(z) = det(A — ).

Observacion 5.9.

(1) Sean € Nysea A e R"™™. Sea A € R. Entonces A es autovalor de A siy sélo si \ es
raiz del polinomio caracteristico de A.

(2) Sean € Ny sea A e R"™™. Entonces x4(x) es un polinomio de grado n.

(3) Sean € Nysea Aec R"™™. Entonces A tiene a lo sumo n autovalores distintos.

1 1 1
Ejemplo 5.10. Sea A= | 0 1 0 |. Hallar los autovalores y autovectores de A.
2 0 2
Solucion: Tenemos que
111 100
xa(xr) = det(A—xI)=det 01 0]—-x2| 010 =
2 0 2 0 01
1—=a 1 1 1 1
= det| 0 1-2z 0 :(—1)2+2.(1—:c).det< 29” - >:
2 0 2-ux v

= 1-2).(1-2)2-2)-2)=01—-2)2—z—22+2%-2)=
= (1—z)(-3z+2?%.
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Entonces xa(zr) = 0 si y sélo si 1 —2 = 0 o =3z + 22 = 0. Resolviendo estas ecuacio-
nes obtenemos que las raices del polinomio caracteristico son 1, 0 y 3. Por lo tanto, los
autovalores de A son 1, 0 y 3.

Hallemos ahora los autovectores correspondientes a cada uno de los autovalores ante-
riores. Comencemos con el autovalor 3. Un vector v € R? — {0} es autovector de A de
autovalor 3 si y sélo si Avt = 3v! o, equivalentemente, si y sélo si (A — 3I)vt = 0. Si
planteamos v = (x,y, z) nos queda

1-3 1 1 x 0
0 1-3 0 A v | =10
2 0 2-3 z 0
y obtenemos el sistema
—2x + y + z =0
- 2y = 0
2x -z =0

Resolvemos este sistema, aplicando el método de eliminaciéon de Gauss.

-2 1 110 -2 1 1]0
0 -2 010 > 0 -2 0|0
Py F3+F PRoF
2 0 -1]0 s 0 100 e
-2 1 110 -2 1 1|0
PPN 0 10 T 0 1 010
F3+F3+2F>
0 -2 0 0 0 0]0
Obtenemos entonces el siguiente sistema
2z + y + 2z =0
y =0
0 =0

Este sistema estd en forma escalonada y tiene dos ecuaciones no triviales y tres incdgnitas.
Luego el sistema tiene infinitas soluciones. Ademaés, x e y son variables principales y z es
variable libre. Luego z puede tomar cualquier valor real. Si z =t con t € R obtenemos de
la segunda ecuacion que y = 0 y de la primera ecuacién que x = %t. Entonces la solucion
general del sistema es (%t, 0,t), t € R.

Por lo tanto, los autovectores de A de autovalor 3 son los vectores de la forma (%t, 0,t)
cont € R—{0}.

El célculo de los autovectores de autovalores 1y 0 se deja como ejercicio para el lector.
Ademsds, dejamos para el lector comparar este ejemplo con el ejemplo 5.3.

Proposicion 5.11. Sea V un espacio vectorial y sea f : V — V una transformacion lineal.

Sea v € N y sean A1, Mg, ..., A\ autovalores distintos de f. Sean vi,v,...,v, autovecto-
res de f asociados a los autovalores A1, Ao, ..., A respectivamente. Entonces el conjunto
{v1,v9,...,v.} es linealmente independiente.

Demostracion. Si r = 1 el resultado es trivial pues como los autovectores son no nulos
entonces el conjunto {v;} es linealmente independiente.

Demostremos ahora el caso r = 2. Debemos probar que el conjunto {vy,vs} es lineal-
mente independiente. Sean a1, s € R tales que aqv1 + asve = 0. Entonces

f(a1v1 + ague) = £(0)
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y por ser f una transformacién lineal obtenemos que

aif(vy) +azf(v2) =0 .

Ahora como vy es autovector de f de autovalor Ay y vy es autovector de f de autovalor
A2 tenemos que f(v1) = Ajv1 ¥ f(v2) = A2va. Reemplazando esto en la igualdad de arriba
obtenemos que

Q1A U1 + agAovg =0 .

Ahora bien, teniamos que a1v1 + asve = 0, luego, multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por \; obtenemos que

a1 A1V1 + agAivg =0
y restando miembro a miembro esta igualdad con la obtenida previamente queda que
(al)\lvl + 012)\1’02) — (al)\lvl + (Jé2)\2’[)2) =0

Luego,
042()\1 — )\2)2}2 =0.

Ahora bien, como vy es un autovector, entonces vo # 0 y luego, por el item (6) de 3.5
tenemos que ag(A; — A2) = 0. Pero A\; # \g, entonces \; — Ao # 0 y luego ag = 0.

Ahora, como ajv; + asvy = 0, obtenemos que ajv; = 0 y como vy es un autovector,
entonces v1 # 0 y aplicando nuevamente el item (6) de 3.5 obtenemos que a; = 0.

Hemos demostrado asi que ay = 0 y ag = 0. Por lo tanto, el conjunto {vi,v2} es
linealmente independiente.

El caso general puede demostrarse por induccién con un razonamiento similar al del
caso r = 2. Esta demostracién queda como ejercicio para el lector. O

Definiciéon 5.12. Sea V un espacio vectorial y sea f: V — V una transformacién lineal.
Decimos que f es diagonalizable si existe una base B de V tal que la matriz Mpp(f) es
diagonal.

Definicion 5.13. Sean € Ny sea A € R" ™. Decimos que A es diagonalizable si existe
una matriz inversible C' € R™ " tal que C~'AC es diagonal.

Notemos que si una matriz es diagonal entonces es diagonalizable.
La siguiente proposicién nos muestra que las definiciones de matriz diagonalizable y
transformacion lineal diagonalizable estan relacionadas.

Proposicion 5.14. Sean € N y sea A € R"™™. Sea fa : R™ — R"™ la transformacidn lineal
definida por fa(z) = (Ax'). Entonces A es diagonalizable siy sélo si fa es diagonalizable.

Demostracion.

<) Supongamos que f4 es diagonalizable. Entonces existe una base B de R™ tal que
(<) Supong que f g q
Mpp(fa) es diagonal. Ahora bien,

Mpg(fa) = Cep.Mge(fa).CBE

y Cgp = C]_;;J. Ademds, Mpgr(fa) = A pues si {e1,es,...,e,} es la base canénica de R"
entonces para todo j € {1,2,...,n} se tiene que (fa(e;))! = Aeﬁ- y luego, para todo 7, la
j-ésima columna de Mgg(fa) es igual a la j-ésima columna de A.

Por lo tanto, queda que

Mpp(fa) = Cgp.A.Csi
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y como Mpp(fa) es diagonal concluimos que A es diagonalizable.
(=) Supongamos que A es diagonalizable. Entonces existe una matriz inversible C' € R™*"™
tal que C~1AC es diagonal. Para cada j € {1,2,...,n} sea v; el vector definido por la
Jj-ésima columna de la matriz C, es decir, v; = (Cyj,Cyj, ..., Cpj).

Sea B = {v1,v9,...,v,}. Veamos que B es base de R". Supongamos que el conjun-
to B es linealmente dependiente. Entonces, por 3.21 tenemos que uno de los vectores
v1,V2,...,V, es combinacién lineal de los otros. Luego, una de las filas de la matriz C? es
combinacion lineal de las otras. Entonces restandole a esa fila multiplos de las otras filas
podemos llevar la matriz C* a una matriz D que tenga una fila de ceros y luego, por 2.64
y 2.65, tenemos que

det(C) = det(C") = det(D) = 0

lo cual es absurdo pues C es inversible. Por lo tanto, el conjunto B es linealmente inde-
pendiente.

Entonces, como dim(R"™) = n, por 3.34 obtenemos que B es base de R™.

Ahora bien, notemos que Cgg = C pues la matriz Cgg tiene como columnas los
vectores de la base B. Ademads, como observamos en la demostracién de la otra implicacién
Mgp(f4) = A. Luego,

Mpg(fa) = Cep-Mpg(fa).Cer = Cpp-Mpg(fa).Cer = C™1A.C

que es diagonal.
Por lo tanto, la transformacion lineal f4 es diagonalizable. O

Proposicion 5.15. Sea V un espacio vectorial y sea f : V — V una transformacion lineal.
Entonces [ es diagonalizable si y sdlo si existe una base B de V formada por autovectores
de f.

Demostracion.

(=) Supongamos que f es diagonalizable. Entonces existe una base B = {v1,vg,...,v,} de
V tal que la matriz Mpp(f) es diagonal. Para cada i € {1,2,...,n} sea \; = (Mpp(f))i-
Sea j € {1,2,...,n}. Se tiene que

([f(vj)]B)" = Mpa(f)-([v;]B)" = MBB(f).(e))"

donde ¢; es el j-ésimo vector de la base candnica de R”™. Ahora bien, Mpg(f).(e;)! coincide
con la j-ésima columna de Mppg(f) que tiene \; en la posicién j y ceros en el resto de los
lugares (pues Mpg(f) es una matriz diagonal). Luego [f(v;)|B = Aje; y entonces

f(vj) =0v; +...+ 0?)]'_1 + )\jvj + 0?)j+1 +...+0v, = )\jvj .

Por lo tanto, v; es autovector de f de autovalor \; (notar que v; # 0 pues v; € By B es
linealmente independiente).

Asi, B es una base formada por autovectores de f.
(<) Supongamos que existe una base B = {v1,va,...,v,} de V formada por autovectores
de f. Entonces existen Aj, Aa, ..., A\, € R tales que f(v;) = \jv; paratodoi € {1,2,...,n}.
Sea j € {1,2,...,n}. Entonces

[f(vj)lB = [NjvilB = Ajej

donde e; es el j-ésimo vector de la base canénica de R™. Luego, como la matriz Mpg(f)
tiene como j-ésima columna al vector [f(v;)]B = Aje; es claro que Mpg(f) es una matriz
diagonal. O
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De 5.4, 5.14 y 5.15 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.16. Sea n € N y sea A € R™ ™. Entonces A es diagonalizable si y sélo si
eriste una base B de R™ formada por autovectores de A.

Demostracion. Por 5.14 tenemos que A es diagonalizable si y sélo si la transformacion
lineal f4 es diagonalizable, y por 5.15 esto tltimo ocurre si y sélo si existe una base B de
R™ formada por autovectores de f4. Ahora bien, esto 1ltimo es equivalente a que exista
una base B de R" formada por autovectores de A ya que, por 5.4, un vector de R™ es
autovector de f4 siy sélo si es autovector de A. O

Las siguiente proposicién da una condicién bajo la cual podemos asegurar que una
transformacion lineal sea diagonalizable. Su demostracion queda como ejercicio para el
lector.

Proposicion 5.17. Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea f : V — V una
transformacion lineal. Si f tiene n autovalores distintos entonces f es diagonalizable.

El andlogo de la proposicion anterior para matrices es el siguiente.

Proposicion 5.18. Sean € N y sea A € R"*™. Si A tiene n autovalores distintos entonces
A es diagonalizable.

La demostracién de este hecho también se deja como ejercicio para el lector.



