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Practico 2: Matrices y Determinantes
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Trabajo Practico Guiado

Objetivo:

Que el estudiante de introduccion al algebra lineal incorpore los conceptos de matrices,
tanto a través del aprendizaje y aplicacion de la definicién de matrices, comprender la
manera de clasificarlas, ademas mediante el uso de métodos y reglas incorporar los
procesos de las operaciones con matrices, siendo estos la suma, resta y multiplicacion
por un escalar. Que comprenda la relacidon entre las operaciones elementales que se
pueden hacer entre filas y/o columnas dentro de una matriz a fin de resolver dichos
procesos. Que aprenda a aplicarlas para resolver los productos entre matrices. Una vez
asociados los conceptos anteriores y mediante la utilizacion del Método de Gauss y
Gauss- Jordan le permita obtener la inversa de una matriz. Aprender el concepto de
determinante de una matriz, cudles son sus propiedades y como obtengo la inversa de
una matriz a través del uso del determinante.

Clasificacion y operaciones con matrices

Ejercicio 1. Una compaiiia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una de ellas
de tres modelos: E(econdmico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produce 20 modelos E, 15
modelos M y 10 modelos L de butacas; 12 modelos E, 8 modelos M y 5 modelos L de
mecedoras; y 18 modelos E, 20 modelos M y 12 modelos L de sillas. Representa esta
informacidn en una matriz.

Solucién

Para poder resolver este ejercicio y construir una matriz con los datos debemos hacer
un andlisis y ser capaces de cruzar los mismos entre si.

Sabemos que:

e De Butacas (B) tenemos por mes: 20 E;15 M; y 10 L.
e De Mecedoras (Me) tenemos por mes: 12E; 8 My 5 L.
e DeSillas (S) tenemos pormes : 18 E; 20 My 12 L.

Ahora escribamos esto en formato matricial:

E M L
B [20 15 10
Me |12 8 5
S 118 20 12

Ndtese que se colocd como columnas de la matriz los modelos de cada producto que se
producen mensualmente y como filas los productos realizados por la compaifiia.

Ejercicio 2. Obtiene la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica.
Guias de resolucidn: Basandonos en la definicién de matriz antisimetrica.

Ejercicio 3. Propone un ejemplo de una matriz de orden 4 que sea diagonal.
Guias de resolucidn: Basandonos en la definicién de matriz diagonal.
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Ejercicio 4. Coloca V o F segun corresponde:
Guias de resolucion: Basandonos en las definiciones de los diferentes tipos de matrices y las
operaciones simples.

Ejercicio 5. Sea las matrices

2 -1 4 0 O 1 -2 1 3 —4
A=|3 0] B=]1 2 3] C=[O 2 -4 D=0 0]
1 -3 5 -1 1 3 -1 6 2 -1
Efectuda cuando sean posible los siguientes calculos:
a. B+C
b. A+(-C)
c. BT+cCT
d. A+B
e. AT+ (-D)
f. D+(-D)
g. B+D
Solucidn

Basdndonos en los conceptos aprendidos en la clasificacion de matrices y en operaciones con
matrices, resolveremos los ejercicios 5.c y 5.e a modo de ejemplo y el resto de los ejercicios los
resolverd usted solo.
Que necesitamos previamente para poder resolver la operacion:

e Matriz opuesta: Definicion de matriz opuesta.

e Definicidon de matriz transpuesta.
Como primer punto a tener en cuanta debo saber que para poder realizar cualquier operacion
entre matrices estas deben tener el mismo orden, caso contrario la operacién no puede ser
realizada.

Ejercicio 5¢

Debo calcular primero la transpuesta de ambas matrices, para calcular la matriz transpuesta se
tendra en cuenta que se intercambiaran los elementos de las filas que pasaran a ser elementos
de las columnas, es decir el elemento a;; se convertira en el elemento a;;.

1. Célculo de BT

4 0 0 4 1 5
B=|1 2 3|=BT=|0 2 —1]
5 —1 1 0 3 1
2. CalculodeCT
1 -2 1 1 0 3
c=lo 2 —4]=>CT=[—2 2 —1]
3 -1 6 1 -4 6

Para realizar la operacion de suma de dos o mas matrices (A; B...) se deben sumar los
elementos de las mismas que se encuentren en la misma posicidn, y se obtendra una matriz C
cuyas componentes serdn los elementos sumados de las matrices correspondientes, en
nuestro caso BTy CT. Ast:
al-j + bU = Cij
3. Calculode BT + CT

4 1 5 1 0 3 4+1 140 5+3
[0 2 —1|+|-2 2 —1]= 0+(=2) 2+2 (—1)+(—1)]
0 3 1 1 -4 6 04+1 34(—4) 14+6
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5 1 8
=|-2 4 =2(=B"+(T
S 1 -1 7
Ejercicio 5e

Debo calcular la matriz opuesta de C, para calcularla se realiza la operacién previa de
multiplicar la matriz C por el escalar (-1). Y como sabemos esta operacidn implica multiplicar
cada elemento de la matriz por dicho escalar.

1. Calculo de (-C)

3 —4] |Dx*3 (Dx*—4 -3 4
—C=(—1)*[0 0]=(—1)*0 (-1)+0 =[0 0\
2 -1 (—Dx*2 (—1)=*-1 -2 1

2. Calculo de A+(-C)

2 -1 3 -4 2-3 —-14+4
A+(—C)=[0 31+]0 O]= 0+0 340
1 -3 2 -1 1+(-2) -3+1
-1 3
=10 3
-1 -2
Ejercicio 6. Sean las matrices
3 =2 0 -2 0 0
A=[1 1 -4| B=|0 1 0] c=[3 =°] p=[% ]
2 -1 0 0 0 3
Efectué los siguientes calculos:
a. D*C
b. C*l, siendo | la matriz identidad de orden 2.
c. BTxA
d. CT*D
e. A*0, siendo O la matriz nula de orden 3.
Solucién

Basandonos en los conceptos aprendidos en la clasificacion de matrices y en operaciones con
matrices, resolvemos los ejercicios 6.ay 6.c.; a modo de ejemplo y el resto de los ejercicios los
resolvera usted solo.

Que necesitamos previamente para poder resolver la operacion:

e Matriz transpuesta. Definicidn.
e Matriz identidad.
e  Matriz nula.

Como primer punto a tener en cuanta debo saber que para poder realizar una multiplicacion
de matrices debe cumplirse la siguiente condicién: Sea A una matriz de orden m*ny B una
matriz de orden n*k. Se define el producto A*B como una matriz C, que tendrd orden m*k;
para obtener los elementos componentes de la matriz respuesta, se realizan estas
operaciones.
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Ejemplo (propuesto):

RAHELE

1 2
2 1
1 0
Notese que el orden de A es 2*3 (fila- columna) y el orden de B es 3*2, al realizar el producto

la respuesta deberia ser una matriz cuyo orden sea dado por el numero de filas de Ay el de
columnas de B, luego el orden serd 2*2.

b
(911 a2 i3y _[C11 €12
(@21 G2z Qg3 bZl boa | = [ ]

Los elementos de la matriz C seran calculados de la siguiente forma:
€11 = Q11 * b1y + a3 ¥ by +ay3 * byz =

Y asi repetir la formula con cada elemento de C
p=2 13 2]:
AxB = 4 0 1 [ (1)
Luego los elementos de nuestra matriz ejemplo serdn:
c11=2*x1+1%2+4+3%x1=7
€12 =2%2+1%14+3x0=5
C31=4*1+0%x2+1+x1=5

Cop =4%2+0%x1+1%x0=28
Reemplazando:
1 2
2 1 3 7
4xB =] ]*F 1]=[

4 0 1 1 0 5
Primero debemos verificar si es posible resolver el producto, entonces la matriz D es de orden
2*2 y el orden de C es 2*2, de lo antes explicado si debe deducir que para poder realizar el

producto la cantidad de columnas de D debe ser igual que la cantidad de filas de C, como esto
sucede procedemos a hacer la multiplicacion.

La matriz respuesta por lo dicho tendra un orden 2*2
— c c
pre=[5 I Tl=la el
1. Calculo ¢y
11 =2%4+5%2=18
Ciz=2%(—6)+5x1=-7
Cypq =*%4+0%x2=-12
Cop =(—3)*(—6)+0%1=18
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2. Resolvemos el producto

Una vez resuelto los coeficientes ¢;; reemplazamos en la posicion que corresponda:
4 -6 2 5 18 -7
C = =
* [2 1]*[—3 0] [12 18]
Ejercicio 6¢
Para poder calcular este producto primero debemos calcular la transpuesta de B

1. Célculo de BT

-2 0 0 -2 0 0
B=|0 1 0o|=BT=[0 1 o0
0 0 3 0 0 3

Por tratarse de una matriz diagonal su transpuesta es igual a la matriz original.

NOTA: Se coloco este calculo en le proceso a fin de que se entienda que todas estas
operaciones deben resolverse previo a realizar el producto.

2. Verificacién de los érdenes de las matrices
El orden de BT es 3*3y el orden de A es 3*3, la matriz resultante serd entonces de

3*3.
-2 0 0 3 =2 0 €11 €12 €13
BT x A = [ 0 1 Of= [1 1 —4‘ = [021 C22 023]
0O 0 3 2 -1 0 €31 C32 (33

3. Calculo de los coeficientes c;;

c11=(-2)*34+0x1+0%x2=—6

12 =(=2)*(-2)+0+x1+0*(-1) =4
c13=(=2)*0+0%*(—4)+0+0=

€31 =0x3+1%x1+0%x2=1

€y =0%(=2)4+1x14+0x(-1)=1
C;3=0%x0+1%x(—4)+0%x0=—4
c33=0%¥34+0x14+3%x2=6

30 =0%x(=2)4+0%x1+3*(—-1)=-3
c33=0%x0+0x(-4)+3%x0=0

4. Resolvemos el producto

—2 0 0] [3 =2 0 —6 4 0
BT+A=|0 1 0*[1 1 —4]=[1 1 —4]
o o 3/ 12 -1 o 6 -3 0

Ejercicio 7. Dadas las siguientes matrices, M y P; compruebe que

3 -2 _1-1 -3
M‘[4 1]yp_[5 0]

a. M+P)T=M"+PT,

b. BM)T =3xMT.

c. M=«P)T =pPT«MT
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Guias de resolucion: Basandonos en las definiciones de los diferentes tipos de matrices y las
operaciones simples

Ejercicio 8. Hallar las matrices X e Y que verifican el siguiente sistema:

S

ver=[ ]

Solucién

Basandonos en los conceptos aprendidos en la clasificacion de matrices y en operacione con
matrices, para poder resolver este sistema vamos a plantear el sistema de ecuaciones con las
correspondientes operaciones matriciales. Para resolver este ejercicio existen dos maneras de
plantear la solucion:

Primera forma de planteo

1. Resolvemos la primera ecuacién
Para resolver esta primera ecuacién realizamos las operaciones matriciales
correspondientes:
e Producto de una matriz por un escalar.
e Suma de matrices

2X+Y=[% g

a. Definimos las matrices X e Y
X1 xz] y = V1 )’2]

x= [xs Xa V3 Va
b. Reemplazamos en la ecuacién
X1 X2 Yi Y21 1 4
2 [x3 x4] + [J’3 3’4] N [2 0]
c. Realizamos las operaciones
[2x1 +y1 2x;+ }’2] _ [1 4
2X3+ Y3 2X4+ Y, 2 0
De alli se forman 4 expresiones

2x1+y; =1
2x, +y, =4
2x3+y3 =2
2x4+y, =0

2. Resolvemos la segunda ecuacidn
X1 +y; =1
X, +y, =—1
x3+y; =1
X4 +y,=0
3. Planteamos cada sistema resolucidon
2x1+y; =1 2%, +y, =4
{x1+y1=1 {x2+y2=—1

{ZX3 +:V3 =2 {ZX4+y4 =O
x3+y; =1 X4 +ys=0

Xy ==Y4a>2x(Y)+ Y =0=>-y,=0=2y,=0=>x,=0

X3=1=-y322+x(1—=y3)+y3=2=22—-2y;+y;=2=22—-y;=2=—-y; =0=
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y3=0=2>x;=1

X ==1=y; 22+ (=1-y)+y,=4=>-2-2y,ty, =4>-2-y,=4>
-y, =4+2=>y,=—6=>x,=5
X1=1-y1=220-yD)+y,=1=22-2y+y,=1=22-y,=1=>

—y1=—1:>y1=1:>x1=0

4. Reemplacemos los valores obtenidos

= Pev=lp ¥

Sequnda forma de planteo

2X+Y:B 3] {2X+Y=B

1 117 lx+y=4
x+v=[1
1. Resolvemos el sistema de ecuaciones
Para resolver el sistema:
v" Tomamos la segunda expresion y despejamos Y
Y=4A—-X
v Sustituimos Y en la primera expresion:
2X+(A-X)=B
2X+A—-X=B
2X—-X=B—-A
X=B-A
v Realizamos la operacién entre las matrices Ay B
1 4 1 -1 0 5
XZB_Az[Z 0 _[1 0]:[1 0]
v" Reemplazamos la matriz obtenida en la ecuacion de Y, y operamos

r=a-x=[1 - =11 ¥

Ejercicio 9. Aplicando la definicion de matriz inversa, encuentra, si es posible, la inversa de
cada una de las siguientes matrices.

2 3 0 -2 3
12 11 2
A=[ ]B: 3]C=[ ]D=—2 1 4]
2 3 1 - 3 0 3 R
1 2 1
E=|-3 -5 0
9 15 2
Solucion

Basandonos en los conceptos aprendidos en operaciones con matrices y partiendo de la
definicidn de la matriz inversa, podemos resolver el ejercicio planteado. A modo de ejemplo se
resolvera la matriz inversa de la matriz E.

Que necesitamos previamente para poder resolver la operacién:}

e Definicidon de matriz identidad.
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e Multiplicacién entre matrices.
e Definicidon de matriz inversa.

Para poder resolver el ejercicio propuesto debemos recordar la definicion de matriz inversa,
sea:

AxB=B*xA=1
AxA 1 =A"1xA=1]

Como ya sabemos multiplicar matrices, el procedimiento que debemos realizar es encontrar
una matriz tal que el producto entre esta y nuestra matriz dato (en nuestro caso E), de como
resultado la matriz identidad correspondiente. A partir de ahora Illamaremos a la matriz
incégnita E~ 1.

ExE1=FE1+xE=]

Para poder realizar el producto habra que revisar los nimeros de orden de las matrices
intervinientes. El orden de E es 3*3, el orden de la matriz identidad debe ser 3*3, por ello y por
lo que sabemos del producto del orden de E~* debe ser 3*3.

Llamaremos a

a b c

El=|d e f]

lg h i
1 2 11 [a b c 1 0 0
E*E‘1=[—3 -5 0|x|d e f]=[0 1 0]
9 15 2/ lg h i 0 0 1

Cuando realicemos las operaciones; encontraremos un conjunto de expresiones algebraicas
que al resolverse nos iran respondiendo los coeficientes dentro de la matriz E™1.

Para simplificar el proceso, y como el alumno ya sabe multiplicar solo plantearemos los
siguientes sistemas de ecuaciones:

a+2d+g=1 b+2e+h=0 c+2f+i=0
i9a+15d+2g:0 {9b+15e+2h=0 9c+15f +2i=1
—3a—-5d=0 —3b—-5e=1 —3c—=5f=0

1. Resolvamos el primer sistema

9a+15d+2g=0

{ at+2d+g=1
—3a—-5d=0

—3¢a-5d=0=-5d=3a=>d=—2a
9a+15(-2a) +2g = 0= 9a+3(-3a) +2g =0 =

9a+ (—9a)+2g=0=>2g=0=>g=0
a+2d+g=1=>a+2(—§a)+0=1=>a+(—ga)=1:(—%a)=1=>

a=—5=>d=—§(—5)=>d=3
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2.

4.

Resolvamos el segundo sistema
{ b+2e+h=0

9b + 15e+2h =0
—3b—5e=1

1 5
—3b—5e:1:>—3b=1+56:>b=—§—§e
1 5
9<—§—§e)+156+2h=0:>—3—156+15€+2h=0:—3+2h=0:

2h=-3=>h= 5
B 2

1 5 3 1 11 1 11
b+2€+h=0=)(—§—§€)+2€i§=0:§€—?=0:§€=€:
11
©=7
1 5/11 19
__5_5(7) -T2
Resolvamos el tercer sistema
c+2f+i=0
9c+ 15f+2i=1
—3c—=5f=0

3
—3c—5f=0=>—5f=30=>f=—§c

3 1
9c+15(—§c)+2i=1=>9c+(—9c)+2i=1:i=§

3 1 6 1 1 1
C+2(—§C)+E=0$C+(—§C)+E=0$(—§C)+E=O

1 1_0 1 B 1 _5
(‘56)*5— :<‘§C)—‘z=‘c—z

foeemr i

Reconstruccién de E~1

. 19 57

a b c 112 23
E_lzd e f]: 3 - —
g h i 2 2

o -3 1
2 2

Ejercicio 10. Analice, en cada caso, si la matriz A es ortogonal:

Guias de resolucidn: Basandonos en las definiciones de matriz ortogonal. A= = AT

a.

2 0
2
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[1 6 O
b. A=|0 -3 8
0 8 4
]

c. A= ‘? 1\/2
vz V2
1

_ 2 2

S I
2 2

Ejercicio 11 En cada uno de los siguientes items, determina todas las matrices B que verifican
la ecuacidn dada.

(1 2 3 3
a. |4 5 6]*B=[6]
_—11 21 -3 . 0—3
b- |, —z]*B [o 1]
1 1 0 2 -1
¢ |-1 -1 -1 *B=[3 0]
[0 2 3 1 2

Ejercicio 12. Determina cuales de las siguientes matrices son inversibles, y en caso afirmativo
calcula su inversa aplicando método de Gauss- Jordan

30
a. A= o 3]
o2
b. B=|, _1]
11 -2
¢ C=]3 4 ]
2 1 1
d D=0 1 1
13 1 -1
2 1 1
e. E=|0 1 1
12 0 0
Solucion

Basandonos en los conceptos aprendidos anteriormente, podemos resolver el ejercicio
planteado.
A modo de ejemplo se resolvera el Ejercicio 12 d.
Que necesitamos previamente para poder resolver la operacion:

e Definicion de matriz identidad.

e Operaciones elementales

e Método de Gauss- Jordan
Las operaciones elementales que se realizan entre filas dentro de una matriz, para obtener
matrices equivalentes son 3:

1) Se permite permutar o intercambiar dos filas entre si
2) Se permite multiplicar todos los elementos de una fila por un escalar k # 0
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3) Se permite sumar los elementos de una fila a otra paralela a ella, previamente
multiplicadas por un escalar k # 0

Dada la matriz D, hallaremos la matriz inversa por el método de Gauss- Jordan; dicho método
implica que a través de operaciones elementales trabajar con la matriz D y la matriz identidad
y asi obtener la inversa de D.

2 1 1 Nota: De ahora en adelante
D=0 1 1 ] denominaremos a las filas de la
31 -1 matriz F;
21 1911 0 O
[0 1 110 1 O]
3 1 —-110 0 1

Pasos

1. Elegimos el primer elemento de la fila F; como elemento PIVOTE. Y dividimos todos los
elementos de la fila por el conjugado del elemento pivote, y obtenemos una nueva fila

Fl*' Fl* - % * F1

2 1 11 0 0 L 1 11 0 0

2 2 22 - 2 22

01 110 1 0 01 110 1 0

31 =110 0 1 31 =110 0 1
2. Multiplicamos la F;*. por 3. Y se larestamos a F5. F3" = F3 — 3 x F;"

1 3
d'31 =d3; —3%d";; =3-(3%1)=0 i*31=i31—3*i*11=0—(3*§)=—§
1

d*32=d32—3*d*12=1—(3*%)=—§ "3 = i3 —3%i"1,=0—-(3%0)=0

d*33=d33—3*d*13=—1—(3*%)=—; i*33 =i33—3*i*;35=1—(3%0)
=1
1 11 T P
2 22 ° 0o T T8 1 of
01 10 1 0f | 1 5| 3 |
31—1001[0—5—5—50”
3. Alafila F;*le sumaremosla F;" yestaserami F,"" . F," = F," + F3"
A7 =dy+dia =14+0=1 "y =iy +i's = %+ (‘%) -1
A"y =dtdg=2—(3)=0 "=y +ip=0+0=0
d**13=d*13+d*33=%+<—;>=—2 = i ity =04+ 1=1
2 oalz 0oLt R
0 1 1 ({0 1 0|~ 3
0———§—§01 0 =3 —3zI7z 01

. 1 ] 1
4. AlafilaF;" le sumamos: * F, y obtenemos una nueva fila. " =F"+ SF

" . 1 1 - . 1 3 1 3
d 31=d31+zd21=0+§0=0 l 31=l31+5121=_§+<§*0)=_§
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Kk * 1 1 1 -k - 1.
d 32=d32+5d32=—5+(5)=0 M3 =3+l =041 =2

1 5 /1 , 1 1
d**33 = d*33 +Zd23 = _E‘l' (Z* 1) =-2 l**33 = 1*33 + =iz = 1+=-0=1

2 2
1 0 -=-2]-1 0 1 -1 0 1
o 1 1]o 1ol [P 20 10
0 ! ol 0 1 ~8 (1) 12 51 1
2 21 2 2 2
5. AF;™ lerestamos F; yobtenemos una nueva fila. F;"" = F;™" — F;™" .
A =d7 —d73 =1-0=1 "y =i i 31=(_1)_<_§)=§
kK k * %k * %k » %k ok k. » %k » %k 1 1
A" =d" 1, —d73,=0-0=0 ", =i",—1 32:0—52—5
Az =d"3 —d"33=(=2) - (=2) =0 "3 =i"13-i"33=1-1=0
_ [ 1L 214
10—20121|1002 20|
01 1|53 1 |~lo1 1]0 1 o
00 —2-3 5 1 oo —2| 3 1 |
| > 7 1
6. Multiplicamos F;** por —%ytendremos F3™ = —% * F3**
n e, = no n (e (D)-()
kK *% 1 -k ok 1 ** 1 1 1
d 32—(“) d 32=‘5*0‘0 : 32=(—5)*l = (-3)3= 3

(e (Yren=t e (Peran (P

_ 1
2
[ L -1 0]
|1 0 2 2 | |1 0 02 73 |
0 1 0 1 O0f~f0 1 1|10 1
|() 0 _2 3 1 | |0 0o 113 1 1|
l 2 2 1J l 4 2J
7. AlaF, lerestamosla F;"* y obtenemos F," -Fz =F,—F""
3 3
21 21 31 = l21 =11 —1 31 2 2

* . *xk _ _ % ) - ok k _ 1 _5
A9 =dy —d™ 3, =1-0=1 "y =iy —1I 32—1_(_1)—1

A3 =dz3—d733=1-1=0 i'y3=1ip3—1 33=0—(—§)=§

1 1 ]
[ - -5 0] 2 72 0
1 0 0|3 3 10 0|5 & 4
011010~010_ZZE
3 1 1
o0 13 1 1}j0 0 1|3 % 4
4 4 2 - - _Z
4 4 2
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,1 1 0,
2 2
pi_|3 5 1
4 4 2
3 1 1
L4 4 2

Ejercicio 13. Sea A una matriz cuadrada de orden n, tal que A2 + A + I = 0. Demuestre que A
es inversibleyqueA—I=—-A—1.

Guias de resolucion: Basandonos en los conceptos de operaciones con matrices y
matriz inversa

Ejercicio 14. Demuestre que si A y B son matrices cuadradas del mismo orden n, entonces
(A+ B)? = A% + 2BA + B? =iy solosi AB = BA.

Guias de resolucion: Basandonos en los conceptos de operaciones con matrices y
matriz inversa

Ejercicio 15. Calcule el determinante para cada matriz dada:

2 4
a3 A=1 3]'
3 5 1
b) B=|0 6 —2]
2 5 1
3 0 0
c) C=|0 6 0]
2 -5 1
Solucién

Basandonos en los conceptos aprendidos anteriormente, podemos resolver el ejercicio
planteado. Para poder resolver el determinante de una matriz, debemos tener en cuenta los
siguientes conceptos.

e Definicion de determinantes y sus propiedades.}
e Meétodo de Laplace.

e Meétodo de Laplace simplificado.

e Regla de Sarrus

e Regla de Chio.

Dependiendo de ante que matriz nos encontramos (numero de orden) el método que
aplicaremos para resolver el determinante.

Es importante destacar que para calcular el determinante de una matriz esta debe SER
CUADRADA, o sea de orden n*n.

A modo de ejemplo resolveremos el ejercicio 15b:

3 5 1
B=|0 6 -2
2 5 1

Para resolver dicho determinante aplicaremos la regla de Sarrus:
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Regla de Sarrus. Pasos

Nota: Notese que al calcular el
Dada una matriz A de orden 3. q

ai1 Q12 Q13 . .
A=lay ay ays la matriz, se deja de usar corchete y se
az; Az, Q33 pasa a utilizar dos I_meas.
El determinante de A sera: Esto no es un capricho es la nomenclatura
correcta
a1 Q12 Q13

Det(A) = |21 QAz2 Az3

az1 dzz dzz

ai1 A1z 413
az1 Q2 A3
az; a3z 04z3
= Qqq1 * Qpp * Q33 T A3 * Ap1 * Q13 + Aqp * A3 * A31 — Qg3 * App * A31 — A3 * Ap3 * g1
— Q2 ¥ Adpq *¥A33 =

Det(A) =

Regla memotécnica grafica

Producto Positivo Producto Negativo

Nota: las fechas indican
los productos que se
debe realizar

Producto positivo
La zona sombreada

representa los factores que
interviene en el producto

determinante. Cambia la forma de escribir

producto positivo = ajq * Qyy * Az3 + A3y * Apq * Aq3 + Qg * Ap3 * A3q

Producto negativo
La zona sombreada

representa los factores que

interviene en el producto

pTOduCtO Tlegativo = a13 * azz * a31 + a32 * a23 * a11 + a12 * a21 * a33 =

Solucién
De lo antes visto procedemos a la resolucion del ejercicio
3 5 1
det(B)=10 6 -2|=
2 5 1
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1. Calculo del producto positivo
= Q11 * Qpp ¥ Ag3 + A3y * Apq * A3 T Aqp ¥ Ap3 ¥ A3q =
361 +5%(—2)*2+5+x0%x1=18+(—-20)+0=-2

2. Calculo del producto negativo
= Q13 * Az * 31 T A3z * Ap3 * Agg + Aqp * dpq * Az3 =
=1%6%2+5+«x0*x1+5%(—2)*3=-18

3. Calculo de determinante

det(B) = (—2) — (—18) =16

Ejercicio 16. Calcule el valor de x en la siguiente ecuacidn

|x—2

2 _13|=2

Guias de resolucion: nos valdremos de los conceptos aprendidos en determinantes

Ejercicio 17. Partiendo de la siguiente matriz, calcula el determinante de la matriz A por el
desarrollo de Laplace:

3 =30 24
3A=115 6 0
2 -5 1

a. Segun la segunda fila.
b. Segun la tercera columna

Solucidén

Apoyandonos en los conceptos aprendidos con anterioridad, podemos resolver el ejercicio
planteado.
Para poder resolver los determinantes de una matriz, debemos tener en cuenta los siguientes
conceptos.

e Definiciéon de determinantes y sus propiedades.

e Método de Laplace.

Para resolver el método de Laplace se procede de la siguiente forma:
v" Dada una matriz de orden n. tomamos un elemento PIVOTE y eliminando la
filay la columna a la que pertenecen realizamos el siguiente procedimiento; a
modo de ejemplo utilizaremos una matriz de orden 3:
I Eleccidn del elemento PIVOTE.

a11] a2 Qi3 |]
Det(A) = |Az1| Az2 a3
d31] A3z dsz

= (D" xayy Ay + (1D xapy * Ay + (1) xagg * Agy
Nosotros elegimos elementos PIVOTES los correspondientes a la
columna C;.
ll.  Calculo de las potencias (—1)'*/
El exponente i + j del factor dependera de la posicidn del elemento
pivotante dentro del determinante.
= (D" xay x Ay + (CDP  xap % Ay + (1) xagy x Ay =
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= (—1)?xay * Ay + (1)3 xapy * Ay + (1) * x azy x A3y =
=1xay; *A;; +(—1) xaz; x Ay + 1xag; x Az =

1. Calculo de los determinantes 4;;
Az Q3 a1 Q13
+ (=1) * apq *
Az Qsz3 azp Qs3
Solo ejemplificaremos con el primer termino
Ay = 1xayq * (az; * azz — a3y * Az3) =

aip a13|
Az Qp3

|+1*a31*

=1*a11*

1. Resolucién del ejercicio.
A modo de ejemplo resolveremos el ejercicio 17a

3 —-30 24
Det(34)=|15 6 0
2 -5 1

I Planteo del método

= (=1 xay; x Ayy + (122 ay, x Ayy + (m1)*3 xaps ¥ Ayz =

N2+ Az ag3 AN242 a;; a3 4N243 a1 Q12

- ( 1) *aZI* a32 a33|+( 1) *azz* a31 a33|+( 1) *a23* a31 a33| -
Il. Reemplazo de los términos

— (_1)2+1 =30 24|, _1y2+2 3 24|, _4y2+3 3 —=30]_

=(—=1)"" %15+ _c 1|+( 1) *6*2 1|+( 1) *0*2 e |=

Il. Calculo de las potencias
183 —30 24 N4 3 24 s
_(1)*15*|_5 1|+(1)*6*2 1|+(1)*o*

3 30|
2 -5

= (D15 [T A+ 1a6n

3 24
2 1|+(_1)*0*

3 —30| _
2 =5
IV.  Célculo de los determinantes
=(=1)*15%((-30%1—=24%(=5)+1*6*x3+1—-2%24)+(=1)*0* (3 (=5)—2
*(=30)) =
=(—=1)*15* ((=30) — (=120))+ 1+ 6% (3 —48) + (—1) * 0 * ((—15) — (—60)) =
=(=1)*15%(90) + 1 %6 * (—45) + (=1) * 0 * (45) =

2. Resultado del ejercicio

Det(3A) == (—1)*15*(90) + 1 % 6 % (—45) + (—1) * 0 * (45) =
= (—1350) + (—270) + 0 = —1620

3. Multiplicacion por un escalar
Por propiedades de los determinantes se sabe que dada una matriz A cuadrada de
ordenn,yunescalarkVk € R, secumple que Det(k * A) = k™ = det(A). Donde n es
el nimero de orden de la matriz A.

Det(34) = 3" * det(4) = det(34) = 33 xdet(4) =
33 x det(4) = —1620 = 27 * det(4) = —1620



INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL & uncuvo | E2EFCEN

~ "3 i UNIVERSIDAD FACULTAD DE CIENCIAS
AnO 2020 w NACIONAL DE CUYO EXACTAS Y NATURALES

Practico 2: Matrices y Determinantes

~1620 _

~ det(4) = 57

Ejercicio 18. En cada uno de los siguientes items halla todos los valores de k reales, tales que
se cumpla det(A)=0

2 k+4
) A:[k—z _4
k2 1
b) A=|0 k*-1 2 ]
0 0 k-2

Guias de resolucion: Nos valdremos de los conceptos aprendidos en determinantes

Ejercicio 19 Sean las matrices Ay B, aplicando las propiedades de los determinantes, Calcule:

1 0 3 2 1 -10
A=[2 6 -1 B=[O 6 4]

-1 0 1 0 0 1

a) det(A = B).

b) det(4 + B).

c) det(4A'°)

d) det(4® * B — A4°%)

Guias de resolucion: Nos valdremos de los conceptos aprendidos en determinantes y
de las propiedades de los determinantes.

Ejercicio 20. Determina todos los valores de x, siendo x un numero real, para los cuales la
siguiente matriz es inversible.

2 3 2
A=1|-1 2 4
1 x x+1

Guias de resolucion: Nos valdremos de los conceptos de definicidon de matriz inversa.

Ejercicio 21. Sea la matriz

1 -2 3
A=|3 -4 5]
5 6 -1

a) Calcula el det(A) segun la primera columna ¢Es posible hallar la inversa de A?
b) Hallala matrizA™%, inversa de A, y calcula se determinante segun la segunda fila.

c) Verifica que det(A™") = detl(A)'

Guias de resolucién: Tomaremos lo aprendido en calculo del determinante de una matrizy lo
aprendido en calculo de la matriz inversa




INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL /&% UNCUYO 2FCEN
Afio 2020 W it | e

Practico 2: Matrices y Determinantes

Ejercicio 22. Sean las matrices

1 3 -2 3

3 2 1 -4 2 1

a=lo 1 2| B=|2 1 2 Y =1 1 2

1 2 0 3 1 =3 1 1 2 3
-2 5 1 2

a) Calcula el determinante de A,B y C por regla de Chio.
b) Encuentra la matriz de cofactores de A, By C.

c¢) Determina la matriz adjunta de cada una de ellas.

d) Calculala matrizinversade A, By C.

Solucién

Para explicar el proceso de resolucion de este ejercicio, resolveremos a modo de ejemplo la
matriz B.

1. Resolucién del inciso a (Calcula el determinante de A,B y C por regla de Chio)

Partiendo de los conceptos aprendidos con anterioridad, podemos resolver el
ejercicio.
Para poder resolver los determinantes de una matriz, debemos tener en cuenta los
siguientes conceptos:

e Definicidon de determinante y sus propiedades.}

e Operaciones elementales.

e Método de Laplace.

e Regla de Chio.

Regla de Chio

Se fundamenta en operaciones elementales de filas o columnas y un pivote que por
rapidez en la operacién matemadtica ( suma, resta y multiplicacidon) escogemos un
elemento identificado con el valor numerico uno (1); si en los elementos del
determinante de la matriz no se tiene un elemento identificado con este mumero, se
busaca este elemento sacando un factor comun a todos los elementos de una fila o
columna o se aplican operaciones elementales de filas o columnas.

El objetivo es transformar el determinante de una matriz cuadrada de orden n en una
de orden n-1y asi sucesivamente hasta llegar a un determinante de la diagonal
principal menos el producto de los elementos de la contradiagonal (det de una matriz

de orden 2)
1 3 =2 3
0o 1 2 -1
B=13 1 3 4
-2 5 1 2

I Primero elegimos una fila 6 columna que tenga al menos un elemento
cero (0) y un uno(1). En nuestro caso C;.

Il. El resto de los elementos de C; deben ser convertidos en ceros a
través de operaciones elementales

Operaciones realizadas.
F3* = F3 - 3 * F1

F4*:F4+2*F1
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1 3 -2 3 1 3 -2 3
0o 1 2 -1 0o 1 2 -1

3 1 -3 1|7]lo -8 3 -8
25 1 21 1o 11 -3 8

B =

lll.  Aplicado estu usamos el metodo de Laplace, para calcular de
determinante de b, por la C;. Como el resto de los elementos de C;
son cerosy 0 x k = 0 cuando k es cualquier elemento; en nuestro
caso. Solo debemos calcular el primer PIVOTE.

1 3 -2 3
0o 1 2 -1
detB)=[Bl=|y _g 3 _g|l=
0 11 -3 8
1 2 -1 1 2 -1
=(-D"lxqa; x4, =(-1)%*1%|-8 3 -8|/=1%|]-8 3 -8
11 -3 8 11 -3 8

V. Repetimos los pasos I;Il y lll. Con lo obtenido. Ahora elegiremos laF;,
de esta matriz resultante hallando |B*|

1 2 -1
IBl=|-8 3 -8
1 -3 8

V.  Aplicando la regla de Chio

1 2 -1
B*=|-8 3 -8 Operaciones realizadas.
11 -3 8 C"=C3+ G
CZ* = CZ - 2 * Cl
1 2 -1 1 0 0
-8 3 -8|~|-8 19 -16
11 -3 8 11 -25 19
VI. Aplicamos Laplace
1 0 0
|B*| = _8 19 _16 == (_1)1+1 * all *All =
11 -25 19
19 -16
= (D% 1x| o [ =1+(19%19—((-25) * (-16)) =

1% (361 —(400)) = —39
2. Resolucidn delinciso b (Encuentra la matriz de cofactores de A, By C)

Para poder resolver el inciso b debemos hacer un resapo, ya que utilizaremos los
siguintes conocimientos:

e Definicion de determinantes y sus propiedades.

e Operacimen elementales.

e Calculo de los cofactores.
El calculo de kos cofactores de una matriz se obtiene a través de la siguiente
operacion.

v" Tomamos la matriz B.

13 -2 3
01 2 -1
B=13 1 3 1

-2 5 1 2
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v" Eliminamos la fila y columna a la que pertenece el cofactor a calculary
realizamos la siguiente operacion:

1]3 2 39 (113 -2 31
B ot 2z =11 4 lof1 2 -1f
paraCu = f 31 1 -3 1 paraCxn ~ 311 —3 1
L2/ 5 1 2 25 1 2

El exponente de (—1)*/ depende de

Cij = (=D * Ay

la posicidn del elemento dentro de la matrizy

A;j es el determinante que resulta de eliminar la fila y la columna a la que pertenece dicho

elemento.

1 2 -1

Cii=(CDMx]1 -3 1|=(C1D%*(-17)=-17
5 1 2
3 -2 3

Coy =(—1D2x |1 =3 1|=(-1)3=%(21)=-21
5 1 2

Ci3 = (—1)** (=25) = =25 Ci, = (—1)3%(-13) =13

Cisa = (—1)° %37 = =37
Cpz = (—1)°> %24 = —24
C3=(-1**2=2
C33=(—-1)6%19=19

Cyp = (1% * (-14) = 14
Caz = (=1)7 * (=16) = 16

Cofactoresde B =

Cofactores de B

Cpp=(-D*%0=0

Coa = (=1)°*(=9) = -9
Csp = (—1)% % (19) = —19
C34 = (—1)7 % (=25) = 25
Crq = (—1)° % (—13) = —13

Cag = (=1)% % (19) = 19

Cll ClZ Cl3 C14-
C21 C22 C23 C24-
C31 C32 C33 C34-
C4-1 C4-2 C4-3 C4-4-
—-17 13 —25 =37
|21 0 -24 -9
|2 -19 19 25
14 -13 16 19

3. Resolucidon delinciso c. (Determina la matriz adjunta de cada una de ellas)

Para poder resolver el inciso c debemos hacer un repaso , ya que utilizaremos los

siguientes conocimientos:

[ ]
[ ]
e Operaciones elementales.

e Definicion de matriz adjunta.

Matriz adjunta

Definicion de matriz traspuesta.
Definicio de determinate y sus propiedades.

Si A= [aij]es una matriz cuadraday C;; es el cofactor de a;j, se define la matriz
adjunta de A, denotada Adj(A) , como la matriz de cofactores traspuesta
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Cl 1 Cl 2 Cl 3

C
C C C C
COf (B) — 21 22 23 C24-

Ci1 C1 C31 Cuq Ay A Az Agy
Adj(B) = CofT (B) = glz Coz C3p Cap| _ [A21 Az Apz Az
Cia Cop C3p Cyy Ay Agy Agz Ay
Luego la adjunta de B serd

-17 =21 2 14
13 0 -13 -13
—-25 =24 19 16
-37 -9 25 19

Adj(B) = CofT (B) = = Adj(B)

4. Resolucién del inciso d (Calcula la matrizinversade A, By C.)
Para poder resolver el inciso d debemos hacer un repaso, ya que utilizaremos los
siguientes conocimientos:

e Definicidon de matriz transpuesta.}

e Definicidon de determinante y sus propiedades.
e Operaciones elementales.

e Definicion de adjunta.

Matriz inversa por el método de la adjunta
En el algebra matricial, la divisidon no esta definida. La inversidn de matrices es la contraparte
de la division en el algebra.
La inversa de una matriz esta definida como aquella matriz, que multiplicada por la original da
por resultado la matriz identidad, se denota como A™%; esto se cumple siempre y
cuando det(4) # 0.
La matriz inversa se obtiene en su forma clasica, de la siguiente manera:

1 1 .
A * Adj(A)

~ det(4)
A1 Aip Ags
= x|Ay1 Ay Ags
det(4
A 4y, As, As

-17 -21 2 14
-1 L |13 o0 -13 -13|_
T -39 |[-25 —-24 19 16|

-37 -9 25 19

- 17 21 2 14-
39 39 9 39

1 1 1

Ll % 3 3

A7 =15 8 19 16| —

39 13 39 39

37 3 25 19
39 13 39 39



