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Relaciones trigonomeétricas

cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto
sen f = — cos B = : tan @ =
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
csc = sec B = cot =

cateto opueslo cateto ad yacente cateto opuesto
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Definicion de funciones trigonomeétricas

Sea # un dngulo en posicion estandar y sea P(x, y) un punto sobre el lado ter-
minal. Si r = Vx? + y? es la distancia del origen al punto P(x, y), entonces

sen § = 2 cos f = = tan § = (x #0)
r r x
r r x

cse =— (y#0) sec =— (x #0) cotd =— (y#0)

y X y






Ley de los senos
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Ley de los cosenos



Ley de los senos

En el triangulo ABC se tiene

sen A sen B sen C

a b C
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B Demostracion Para ver por qué es cierta la ley de los senos, refiérase a la
figura 3. Por la férmula de la seccién 6.3 el darea de un triagngulo ABC es 3ab sen C.

= s & " " 1 1 -
Por la misma formula el area de este triangulo es también yac sen By 3 be sen A. Asi,

1 I I
sbesen A = sacsen B = sab sen C

Al multiplicar por 2/(abc) se obtiene la ley de los senos. B



¢

Ley de los cosenos

En cualguer triangulo ABC (véase la higura 1), se tiene
a* = b* + ¢* — 2bccos A
b* = a* + ¢* — 2ac cos B

¢t =a’ + b* — 2ab cos C
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Clhcos A, bsen A

|
|
| b
|
|
J -
A0, 0 o Ble O X
B Demostracion Para probar la ley de los cosenos, coloque el triangulo ABC de
modo que ZA estd en el origen, como se muestra en la igura 2. Las coordenadas
de los vértices By Cson(c, 0)y (bcos A, b sen A), respectivamente. (Se debe com-

probar que las coordenadas de estos puntos seran las mismas si se dibuja el angulo
A como un dngulo agudo.) Con la férmula de la distancia, se obtiene

a* = (bcosA — c)* + (bsen A — 0)°
= b*cos’A — 2bccos A + ¢t + b* sen’A
= b*(cos’A + senA) — 2bccos A + ¢
=b* 4+ ¢ — 2bccos A Forque sen“A + cos™A = 1
Esto demuestra la primera férmula. Las otras dos formas se obtienen de la misma

manera colocando cada uno de los otros vértices del triangulo en el origen y repi-
tiendo el arcumento anterior. ]



Identidades trigonometricas fundamentales

|dentidades reciprocas

1 1 1

CC X = SeC X = cotx =
sen.x COs X tan x
sen x COS X
tan x = cotx =
COs X sen x
|dentidades pitagoricas
2 2 2 2 2 2
sen'y + cosx = 1 tan“x + 1 = sec™x I + cot™x = csc™x
|dentidades pares-impares
sen(—x) = —senx cos(—x) = cos x tan(—x) = —tanx

ldentidades de cofunciones

T t T . b

senl — — u ) =cos i anl — — u | =cotu sec|l — — M ) = CsSC U
2 2 2
T T b

CGS(— — u) = Sen u Eﬂt(— — u) = tan u ::5::(— — u) = Sec i
2 2 2



Ejemplo1 Simplificacion de una expresion trigonomeétrica
Simplifique la expresion cos 1 + tan f sen f.
Solucion  Primero volvemos a escribir la expresidn en términos de seno y coseno.

sen f

cosi +tanfsenif = cosit + ( ) sen it ldentidad Fﬁu:fphﬂ-ﬂ.ﬁ

cos [

A A
cos“t + sen“t .
= Denominador comun
cos |

= ldentidad pitagérica
cos |

= seC [ ldentidad Fﬁﬂfpf‘ﬂ-ﬂ.&l |



Demostracion de identidades trigonometricas

Primero, es ficil decidir cudndo una ecuacion no es una identidad. Todo lo que ne-
cesitamos hacer es demostrar que la ecuacion no se cumple para algunos valores de
la variable (o variables). Por consiguiente, la ecuacidn

senyx +cosxy =1

no es una identidad, porque cuando x = 17,”4, fenemos

T T V2 V2
sen4+m54— ; + 5 =

Para comprobar que una ecuacion trigonométrica es una identidad, transforma-
mos un miembro de la ecuacidn en el otro mediante una serie de pasos, cada uno de

los cuales es en si mismo una identidad.

V2 £ 1



Criterios para demostrar identidades trigonomeétricas

1. Empezar con un miembro. Elija un miembro de la ecuacién y escribalo.
Su objetivo es transformarlo en el otro miembro. Por lo regular es mas facil
iniciar con el lado méds complicado.

2. Aplicar identidades conocidas. Use el dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empezd. Obtenga el comin denominador
de las expresiones, factorice y aplique las identidades fundamentales para
simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos y cosenos. Siencuentra dificil continuar, es ttil volver
a escribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.



]

jAtencion! Para demostrar una identidad no ejecutamos las mismas operaciones
en ambos miembros de la ecuacidn. Por ejemplo, sl empezamos con una ecuacion que
no es una identidad, como

1) SeN X = —sen.x

y elevamos al cuadrado ambos miembros obtenemos la ecuacion

a
2) sen’y = sen-x

la cual es evidentemente una identidad. ; Esto significa que la ecuacion original es
una identidad? Claro que no. El problema en este caso es que la operacion de elevar
al cuadrado es irreversible en el sentido de que no podemos regresar a 1) a partir
de 2) al calcular las raices cuadradas, es decir, al invertir el procedimiento. 56lo
operaciones que son reversibles transformardn necesariamente una identidad en
una identidad.



Formulas de adicion y sustraccion

Formulas para el seno:

Formulas para el coseno:

Formulas para |la tangente:

cos(s + f) = cos 5 cos [ — sen § sen f

cos(s — I) =cosscos! + sen s sent
tan s + tan 1

tan(s + 1) =
1 — tan s tan ¢
tan s — tan ¢

tan(s — 1) =

1 + tan s tan



® Demostracion de la formula de la adicion en el caso del coseno
Para demostrar la férmula cos(s + ) = cos 5 cos f — sen s sen f recurrimos a la

figura 1. En la figura, las distancias 7, 5 + 7 v —»s estin senaladas en el circulo unitario

empezando en Pg(1, 0) y finalizando en @y, P, v (. respectivamente. Las coordena-
das de estos puntos son

PJ1,0) O cos(—s), sen(—s))
P(cos(s + 1), sen(s + 1)) ((cos t, sen 1)



Puesto que cos(—s) = cos 5 y sen(—s5) = —sen 5, se infiere que el punto @ tiene las
coordenadas Qycos 5, —sen 5). Obsérvese que las distancias entre P, y P| v entre
2, v ¢, medidas a lo largo del arco del circulo son ignales. Como los arcos iguales
son subtendidos por cuerdas iguales, se infiere que d(P,. P,) = d(Q,. Q,). Aplicando
la formula de la distancia obtenemos

V[cos(s + 1) — 1] + [sen(s + 1) — 0]* = V/(cos t — cos 5)* + (sen f + sen s)
S1elevamos al cuadrado ambos miembros y desarrollamos los cuadrados tenemos

I esto se anade a J—l
cos*(s + 1) — 2cos(s + 1) + 1 + sen*(s + 1)

2

= cos’t — 2 cos s cost + cos®s + sen’r + 2 sen ssenf + sen‘s

! | I

T esto se anade a | | |

esto se afiade a |

Al aplicar la identidad pitagorica sen“fl + cos*# = 1 tres veces obtenemos
2—2cos(s+1fH=2—2cosscosf+ 2senssent

Para terminar, restamos 2 de cada miembro y dividimos entre —2 ambos miembros:

cos(s + f) = cos s cos [ — sen 5 sen {

lo cual demuestra la férmula de la adicion para el caso del coseno. O



® Demostracion de la formula de la adicion en el caso del coseno Si
reemplazamos 7 con —7 en la formula de la adicion para el coseno tenemos

cos(s — 1) = cos(s + (—1))

cos 5 cos(—1f) — sen s sen(—f)  Fdrmula de la adicién para el coseno

=COs SCcos @+ senssent ldertidades F‘HI‘EE:-‘lI‘TIFHI‘EE:-

Esto demuestra la formula de la sustraccion en el caso del coseno. ]



Formulas para el angulo doble

Formula para el seno: sen 2y = 2 sen x cos x
Formulas para el coseno: cos 2 = COs-x — sen-x
= | — 2 sen’x
= 2 cos’x — 1
. 2tanx
Formula para la tangente: tan 2x =

1 — tan®x



B Demostracion de las formulas del angulo doble para el caso del coseno
cos 2x = cos(x + x)

= COSX COSX — fenxsenx

== EDEEI — EEI]EI

Las formulas segunda vy tercera para cos 2y se obtienen de la férmula que apenas de-
mostramos y de la identidad pitagdrica. Al sustituir cos“x = 1 — sen”x tenemos

2 2
COS X — Sen x

cos 2x
2 2
= (1 — sen"x) — senx

2

=1 — 2senx

La tercera formula se obtiene de la misma manera, sustituyendo sen‘yr = 1 —cos”x. ™



Formulas para reducir las potencias

3 1 — cos 2x . 1 + cos 2x
seny = COSX =
2 2
tan? 1 — cos 2x
anx =
1 + cos 2x

® Demostracion La primera férmula se obtiene determinando sen’x en la férmu-
la del dngulo doble cos 2x = 1 — 2 sen’x. De igual manera, la segunda férmula se
obtiene calculando cos®y en la férmula del 4ngulo doble cos 2x = 2 cos®x — 1.

La tltima férmula se deduce de las primeras dos y de las identidades reciprocas:

| — cos 2x
2

5 Sen-x 2 Il —cos2x
tan“x = = = |

coslvx 1+ cos2x 1+ cos2x
2




Formulas mitad de angulo o semiangulo

i 1 — cosu i 1 + cosu
sen— = & cos — =
2 2 2 2
I Il — cosu Sen u
tan — = =
Sen i 1 + cos u

La eleccién del signo + o — depende del cuadrante en el que se encuentre ;2.



® Demostracion Sustituimos x = /2 en las férmulas para reducir la potencia
y calculamos la raiz cuadrada de cada miembro. Esto genera las dos primeras
formulas mitad de angulo. En el caso de la formula mitad de dngulo para la
tangente, tenemos

] I—E-DSH
tzm—=i
\ 1 + cos u

Multlplru:.;ar:l-:‘iﬂ del numerador
.I 1 — cos u 1 — cos u ,
= +_ | y del denominador por

NV A1+ cosu l — cos u 1= cos u

2

. ,ll[l — cos i)

_\ 1 — cosu

Simplifica clon

+|1—cc-5u| VAZ = |A|

|SE[] H| y 1 — cos®u = sen-u

Entonces, 1 —cos u es no negativo para todos los valores de u. Asimismo, es cler-
to que sen u vy tan(u/2) siempre tienen el mismo signo. Verifiquelo. Entonces,

se infiere que

i 1 — cos u
tan — =

SCI

La otra formula semidngulo para la tangente se deriva de ésta al multiplicar tanto el
numerador como el denominador por 1 + cos u. 0



La funcion inversa del coseno

Si el dominio de la funcién coseno se restringe al intervalo [0, 7], la funcién resultante
es uno a uno, por lo que tiene una inversa. Elegimos este intervalo porque en él el
coseno alcanza cada uno de sus valores exactamente una vez

¥ = COSX y=cosx, 0=x=7w



Definicion de la funcion inversa del coseno

! con dominio [—1, 1]y

La funcion inversa del coseno es la funcién cos™
rango [0, 7] definido por

cos”lx = Yy < CO5yY=xX

La funcidn inversa del coseno también se denomina arco coseno y se escribe
Arccos.



V4

ra] 5

—1 0 | :'

Por consiguiente, y = coOs ~! x es el mimero en el intervalo [0, 7] cuvo coseno es x.

Las relaciones siguientes se infieren de las propiedades de las funciones inversas.

1

cos(cos™ x)

|
]

para—1=x=1

cos '(cosx)=x para0=x=m

La grificade v = cos™!' x se ilustra en la figura 6; se obtiene al reflejar la grifica de

y=cosx,0=x=q,enlarectay = x.



Definicion de la funcion inversa de la tangente

La funcion inversa de la tangente es la funcién tan~" con dominio R y rango
(—r/2, /2) definida por

tan~'x = Yy < tany=x

La funcion inversa de la tangente también recibe el nombre de arco tangente
y se escribe arctan.

Por lo tanto, tan™'x es el niimero en el intervalo ( —m /2, 7/2) CUva fangente es X.
Las relaciones siguientes se infleren de las propiedades inversas de las funciones.

tan(tan"'x) =x  parax =R

-1 m m
tan” (tanx) = x  para ey < X < By




Yi

v=tan 'x




La tuncion secante inversa
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La funcion cosecante inversa
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La funcion cotangente inversa
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yv=cotx, 0<x-<1 yv=cot 'x






